Merkzettel ,,Differentialrechnung”

10.2.2016
Grundlagen:
1. MWS Sei f(x) stetig auf [a,b] und diff. auf (a,b): 3¢ € (a, b): F'(¢) = %‘;) Satzv. Rolle: f(a) = f(b): 3¢ € (a,b): f'(§) = 0

2. MWS

Sei f(x) stetig auf [a,b] und diff. auf (a,b): 3¢ € (a,b): {'(§) (g(b) — g(a)) = g'(&) (f(b) — f(a))

Stetig diff. auf (a,b): [3 f'auf (a,b) |a [f' stetig auf (a,b)] |Stetig diff. auf [a,b]: §[stetig diff. auf (a,b)]a [3 f'(a,),f'(b.)]

Grundableitungen
(") = nx"1 nx)y =2 (g'=—t  (e)=e¢* @) =a"lha|f®) =5
1 . / 1
; r_ r_ _ 2 = =
(sinx)" = cosx (tanx)' = ox 1+ tan“x (arcsinx) — (arctanx)’ = Toe
: 1 1

(cosx)' = —sinx (cotx)' = e —(1+4 cot?x) (arccosx)’ = _m (arccotx) = — 1122
(sinhx)' = ex;e_x) = coshx = ex;—e_x (coshx)' = (@) = sinhx = ex;e_x
(tanhx)' = (;Z:x) = 1—tanh’x = mslhzx (cotanhx)' = (Zx::x) = 1 - cotanh®x = sinizx
(arsinhx)’ = Jﬁ (arcoshx)' = ;_1 (x> 1) (artanhx)’ = 1_1x2 (Ix] < 1) (arcothx)' = 1_1x2 (x| > 1)
Ableitungsmethoden:

! ! ! ’ ’ ’ ! ! 'g— ! ! —_— df d‘g
(f9) =f'9+fg (fgh = f'gh+fg'h+fgh (£) =t (9G] = 5%

’ ’ ’. Inyd 1, , 1,
(f9) = (g lnf+f7g)f9; wegen Ansatz:y = f9 > Iny=glnf - Z—yyé=;y =g lnf+};f g

Kurvendiskussion:

NST: f(x,) = 0;

E:f'(x,) =0 [f"(x,) # 0 v erste an x, nicht verschwindende Ableitung ist gerade)
MIN: " (x,) > 0v [f"(x,) = 0 A erste an x, nicht verschwindende Ableitung > 0 ("Sattelpunkt")]

MIN: 2, (x,,¥.) > 0; MAX:z,,(x.,v,) <0

y = fGo): MAX: " (x,) < 0v [f"(x.) = 0 A erste an x, nicht verschwindende Ableitung < 0 ("Sattelpunkt™)]
W:f"(x,) = 0na[f"(x,) # 0 v erste an x,, nicht verschwindende Ableitung ist ungerade. ]
Konvex auf Intervall I: f" (x) = 0; strikt konvex: f"'(x) > 0; konkav: f" (x) < 0; strikt konkav: f" (x) < 0; Vx € I.
2= f(x,y): E: Lose Gleichungssystem z,(x,y) = 0; z,(x,y) = 0 - priife ob z,,(x,, Ve) Zyy (Xe, Vo) — Zxy (Xe, Ye) > 0

Sonstiges:

9 af (@
Nabla 5| |Gradient o | |Divergenz 2 (7) nON @) | 0vy@® | av,)

_ v=| 2 2 = V(7)) = T i N =v. 2) | = 9vx) | 9vyr) | 0va(r)
Opfera V=3, von £(7) - grad f(#) = V{(#) % von ¥(7): div vy(i) v Vy(t) o T oy T o
tor: 3 aF P v,(1) v, (7)

0z 0z

v (¥) _ 9vy(@®)

v, (7) v, (7) oy 0z Richtungs- Kriim- . o
Rotati o = o 7 7 a - r'(t) xr''(t
e e B ) B e B L e

' v, () () @ oue(d) Richtung &: (%€ von £(t) r
ax ady

y=y(x): g = ¥ . 1|y=y(x):KK-Mittelpkt. _ y" 2y, v v L 2y (x— 5 Vi (v—v ) = o2
X, Radius: asyz P =k KK-Gleichung: Ym =X 0w A+Y™)5 ym=y+ y" A +y™; (v = 2p)" + (0 = Ymp)” = s

Xy ® -x"@®)y'®)]
® () +y'(?)?

r(t) = (;Eg) Krimmung K

K(t) =

Fehlerabschétzung
[Af|von f(x,y,2)

|A|—|afA|+
fl= ox X

of of
EAy| +

—A
dz d

Ableitungsformel
Parameterintegral:

Seil(x) = fab(;);) f(x,y) dy, dannist I'(x) = fa(x)

b(x) af (x,y)

dox

dy +b'(x) f(x,b(x)) — a'(x) f(x,a(x))

Winkel  zwischen Leitstrahl und Tangente bei Polarkoordinatendarstellung r=f(¢)

-
Y = arctan—
¥

Wronsky

v1(x) und y,(x) sind linear unabhingig, wenn 3x € [a, b]: det(

Y (x) ¥ (x)
y1(x) ¥y (x)

) # 0 (,Fundementalsystem")

Ableitung von Funktionen in Parameterdarstellung in R%:

_dydt _dyl

’

V' T dtdx dex %

”

_dy'dt _dy'l xy-—iy
T odtdx  dtx

x3
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Differentialgleichungen (Grad: Héchste Potenz von y("); Ordnung bzw. Rang: Hochste Ableitung n von y("')

Homogene DG erster Ordnung

) dy
mit trennbaren Variablen ' =fxy) Umformen zu v fx)dx| f = Iny= J.f(x)
Gleichgradige (,homogene”) DG (Y oy _ L N Z
erster Ordnung _f(x) Ansatz.z_;—> y=xz >y —XZ+ZX—Z+EJC
"= f(x) Zweimaliges Integrieren

konstantem Koeffizienten

Homogene DG zweiter Ordnung, die sich YZ: =f(xy) , , dp dpdy dp
|auf homogene DG erster Ordnung vz f» , Ansatz:y' =p - y" = ax dydx = d_yp
zuriickfiihren lasst =fy)
"' =f0" Ansatz:y' =p - y" = Z_Z
H X
Inhomogene DG erster Ordnung mit V' = ay +s(x) () = Ce® + f 2C (1) du

u=0

Inhomogene DG erster Ordnung mit
variablem Koeffizienten

y' =a(x)y+s(x)

y(x) = Ce?® + fj:o eAI-AW g(y) dy
A() = [ a(r)dr; Ax) — A(w) = f::u a(t)dr

Inhomogene DG erster Ordnung mit
variablem Koeffizienten
-> ,Variation der Konstanten”

"+a(x)y =s)

=0
Ermittle y,(x,C) - Ansatz yp(x,c(x))
|Ableitungen in DG einsetzen —
c'(x) bestimmen | [ - c(x) >y = y, + yp(x, c(x))

Inhomogene DG zweiter Ordnung mit
variablen Koeffizienten:
-> ,Variation der Konstanten”

"+a(@)y +b(x)y = s(x)

Ermittle yp1(x), Yp2(x) > Y = ¢ Va1 (X) + €2 (x)
Ansatz: y, (x) = ¢ (x) yp1 (6) + €2 () Ypa(x) =
GLS: Yp1(x) i (x) + ypa(x) c2(x) = 0
Yh1 (%) €1(2) + Y2 (%) €3(x) = s(x) -
c/(x) bestimmen | [ - ¢;(x) >y = y, + yp(x, Ci(x))

Lineare DG hoherer Ordnung mit
konstanten Koeffizienten:

Homogene Losung

"+ay'+a,y=0

Char. Gleichung (,CG“) A2 + ;A +a, =0 - 13,1, ... 4,

F1:1, 1, ERA A, # A,

yp = Cret™ + Cyet2% + ..

F2:1, 4, ERA A = A, = A

Vh = (Cy + Cox)e™ + -

F3: 1, =a+if; L, =a—-if

vn = e“*(Cy sinfx + C, cosfx) + -

Inhomogene lineare DG hoherer
Ordnung mit konstanten Koeffizienten
und speziellen Storfunktionen

Inhomogene Lésung:

V' + a1y’ + ay =s(x)

Ansatz y, (s.u.), ableiten, in DG einsetzen, Koeffizientenvergleich

F1:s(x) = Polynom Grad n

» = by + byx + byx? 4+ — -+ b x™

F2: s(x) = ae™

- m ist keine Wurzel der CG: Yp = be™
- m ist einfache Wurzel der CG: y,, = bxe™*
- m ist doppelte Wurzel der CG: y,, = bx%e™*

F3:s5(x) = asinwx + b cos wx

- sin wx und cos wx nichtin y,: ¥, = Asinwx + B cos wx
- sin wx oder cos wx Teil von yp: ¥, = Ax sin wx + Bx cos wx

F3 (additiv oder multiplikativ)

F4: Kombination aus F1, F2 und

Additive oder multiplikative Kombination aus den
entsprechenden Ansédtzen fir y,

Spezialansatz fur inhomogene lineare DG
erster Ordnung mit variablem Koeffi-
zienten und Storfunktion der Form xy”

y' +a(x)y = xy"

dy ,
—Z

z = y'™ > berechne y(z) » y' = iz

—

DG z' + a(x)z = x - losen inz

Exakte, nicht separable DG erster
Ordnung

p(xy) +qx,y)y' =0-
p(x,y)dx + q(x,y)dy =0

. Op aq
wobei — = —
ay ax

T ox
d(x,y) = [p(x,y) dx + C() = [ q(x,y) dx + D(x) >
— bestimme C(y) und D(x) — lose &(x,y) nachy auf.

L o, @ . ;
Priife: £ 9 _, wenn nein: finde int. Faktor a(x,y) -

Ermittlung des integrierenden
Faktors

or _ ﬂ_ ’
5—p(X)/\ax—q(X),oder

or _ a_q_ ’
oy = PO A =d'()

z.B.x: Lose DG % [p(x, y)a(x)] = % [q(x,y)a(x)] nacha
mittels Separation der Variablen

1 aq o
oy = PV =d' ()
und p und q sind Polynome.

op _

5 [P yxeyF] = 7 G y)xyF] -

auflosen nach a und B mit KV fir alle x"y"

Schwingende Feder mit Dampfung

F = Eqrav - Fdémpf - FFeder

ma =mg —rv—ku

mil =mg —ru—ku
ii=g-Lu—<y
_g 1 1

.. T . k
u+;u+;u—g

i+2pu+wiu=g
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