Merkzettel ,,Integralrechnung” Il

02.09.2016
Grundlagen:
1. HS: Sei f:[a, b] - R stetig. Dann ist F(x) = f: (&) déauf [a,b] stetig differenzierbar, und es gilt: F'(x) = ;—xfax (&) d¢ = f(x)
2. HS: Sei f:I - R stetig, und F sei eine Stammfunktion von f. Dann gilt fir a, b € I: fab f(x) dx = F(b) — F(a) = F(x) |Z

1. MWS: ' Sei f:[a,b] — R stetig. Dann 3¢]aq, b]:fab f(x)dx =f(¢&) (b —a)

Sei f:[a, b] - R stetig und w: [a, b] — R integrierbar, und w(x) = 0,x € [a, b], f: w(x)dx > 0.

2. MWS: N )
Dann 3¢[a, b]: [ f(x) w(x) dx = f(§) [ w(x) dx

Grundintegrale:

n+1 X

fx"dx=’iL+l +C fidx= In|x|+C  [e*dx=e*+C fa"dx::l—a+C fﬁdx=arsinhx+€= In(x +Vx2+1)+C

[sinxdx = —cosx+C Jcosxdx =sinx+C [——dx=tanx+C f——dx = —cotx +C
Ccos™x sin“ x

[ sinhxdx = coshx + C Jcoshxdx = sinhx + C f——dx = tanhx +C J=——=dx =—cothx+C
cosh?x sinh?x

1 . 1 1
fmdx=arcs1nx+6(|x|<1) f1+xzdx=arctanx+C f—mdx=arcoshx+6'= In x+\/xz—1|+C(|x|>1)
fﬁdxzartanhx+€ = %1ni—i+€ (x| <1 fﬁdxzarcotanhx+€ = %ln%+€ (x| > 1)

Wichti x — sin(x) cos(x x + sin(x) cos(x «
Intlggtrlaglz' flnxdxlenx—x+€J.sinz(x)dx=¥+6'fcosz(x)dx=¥+cJ. e dx =1

Integrationsmethoden:

a)[flg=fg—[fg b [ff'dx.u=f c)ff’(—x)dx...u =f(x) d) [R(ax + b)dx..u=ax+b ie) [R(e™)dx..u=e¥

2

klax+b . x 2 . 2u 1-u
dx) U= [ g) [ R(sinx, cos x, tanx, cotx) wtanZ =u; dx = T SinX == cosx = —

+u?’ +u?

f(x)
k|ax+b
f) f R (X, cx+d

h) [R(x,Va? + x2)dx ... x = asinhuii) JR(x,VxZ —a?)dx ... x = acoshu §j)fR(x,\/a2 —x%)dx .. x =asinu vx =acosu - g)

k) fR(x,w/aZ + (bxz)) dx .. x =2tanu [ R(x,\/ax2 + bx + c) dx ...quadratische Erweiterung — h), i) oder j)

a

m) [ p(x) e dx - a) mit f' = e%*; g = p(x) n) [ p(x) sin(ax) dx - a) mit f' = sin(ax); g = p(x) o) wie n) mit cos(ax)

m-1

1 sinx m-2 1 i 1
dx = —(———dx iom _ _Cosxsin™7x  m . m-2
P fcosmx (m-1) cosm~1x + m-1Y cosM2x a) fSlTl x dx m + m sin xdx

1) [ ) dx = x 71 (x) — F(f1(x)) + C;mit F(x) = [f(x)dx's) [ f(g(x)) g'(x) dx ..u = g(x) t) fmdx ..u=atans

Partielle Integration:

>

InRR™: ff’gdxzfg—ffg’dx In R*: f(x’y)c(v-f)gd(x,y)=chg-dﬁ+f( f-(WvVg) dx,y)

x,Y)EG

In R f (v-f)ng=ffg-dZ+f g av
(x,y)EG G (x,y)€EG

Koordinatentransformation:

ax 9x ox (X =TCospy a(x,y)\ _ . ) X irc95<p . oy _
o 3 o Polar: (y _ rsin(p)' e (B(r, )" Zylinder: y —27”251Zn<p ; det (B(r,(p,z)) =r
i a(x,y,2) dy dy dy
Jacobi: | ——F =] = = —— i i
o(u,v,w) ou ov ow X = rsl.nﬁct.)sq) (x,y,2) 2 o Ellipse x2 | y? x =as; dx = ads
0z 0z 9z Kugel y:r_smﬂsm(p ; det 30, 0,7 =rsind - §+§=1y=bt; dy =bdt
u ov ow z=r1cos?9 poler
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Kurvenlangen und Kurvenintegrale:

Kurvenlinge B, J’t” - - - Kurvenl. b Kurvenl. @b dry\?
S = t)|dt = t)? t)? t)2dt = 12 — 2 -
von 1(t): s J;a o) ta Jx( )24y ()7 +2(t) von y=y(x) S L 1+y*dx v. r=r(p) S _L r (d(p) do
Maftensor of 87 of of Lange einer tp
der Fliche M(u,v) = ‘;’Tf ‘;’Tf ‘;;f g; Flachenkurve is = f VW (OT MW(@®) W' (t) dt
F(u,v) 3 v 2w/ [FW(@) fa

Kurvenintegral des Skalarfeldes p(#)
entlang d. Kurve C = {¥(t);a <t < b}:

b
f f
C a

p(EENIF (O] dt

Kurvenintegral des Vektor-

feldes 3(#) entl. d. Kurve C:

b
f ddi = f () - F(6) dt
C a

Kurvenintegral Gradientenfeld:

Wenn d(¥(t)) = V¢(¥(t)), dann ist fC adfr = ¢(Eb)) — p(F(a))

da, Oa,

Notw. Bed. in R*: Fru W

Hinreichende Bedingung: Ist V X d(¥) = 0 (,wirbelfrei“) im einfach zusammenhingenden Gebiet G, dann ist a(¥) in G ein Gradientenfeld.

(Gradientenfeld) & (wegunabhéngig); (Gradientenfeld) = (wirbelfrei); (wirbelfrei A einfach zusammenhéangend) = (Gradientenfeld)

Flachenintegrale:

Flacheninhalt A der regular orient. Flache
F = {f(u,v) € R®: (u,v) € B}

AzfdA
F

Skalares Fla-
chenelement

dA = ||i(u, v)| d(u,v) = JdetM(w,v)) d(w,v); 1 = o™

or _ or
_x_
v

Flichenintegral des Skalarfeldes p(7)
iber d. Fliche F = {f(u,v) : (u,v) € B}

dA = t(u, n(u, d(u, =
fF o f(u,v)eg"(r(“ o)) G, )1l dCu, v) f

(wyv)

p(¥(u, v)) /detM(u, v)) d(u, v)
B

Flichenintegral des stetigen Vektorfeldes a(#) tiber Fliche
F = {f(u,v) : (u,v) € B} (Fluss von @ durch F in Richtung 1)

f AW ) - dA
F

Vektorielles
Flachenelement

dA =R v) d(w,v)

Flachenelement in Kugelkoordinaten: dA =7r2sinY do dd

Flachenelement in Polarkoordinaten:

dA =rdrde

Integralsatze:

Satz v. Green: Kurvenintegral des Vektorfeldes a(x,y) entl. der Kurve aG
(in R?) tiberfiihren in Flidchenintegral iiber eingeschlossenes Gebiet G:

f*d* f (@) d(x,) f (aay aa")d( )
adr= | rot(@d)d(x,y) = — T )d(x,
a6 G y ¢ \da, Oda, Y

Satz von Stokes: Kurvenintegral des Vektorfeldes a(#) entl. der
Kurve OF = {f(u, v) : (u,v) € G} liberfiihren in Flichenintegral
liber eigeschlossene Fliche F = {F(u, v) : (u,v) € G}

Jop3@E@®) dit = [, (Vx3@)w,v) - dA; mit dA = TH(u,v) d(u, v)

Satz von GauR (Divergenzsatz): Flichenintegral des Vektorfeldes a(7) tiber
die Randfliche aV = {f(u, v) : (u, v) € dV} (Fluss) Giberfiihren in
Volumsintegral {iber eigeschlossenes Volumen V = {¥(u,v) : (u,v) € V}

f 3G v)) - di = f -3y, 2) dV
v 14

Divergenzsatz in R?: Fluss des Vektorfeldes a(x, y) durch die Randkurve 0G
ist gleich der Gesamtdivergenz von d(x, y) im eingeschlossenen Gebiet G

S
f @
G

dn =

f (a,dy
G

- ay dx) :fa (V-d(x,¥) d(x,y)

Greensche Formel in [R3:

I, (fV?g—gVif)dv = [, (fVg — gVf)-dA

Greensche Formel in [RZ:

Jo UV2g =gV f)d(x,y) = [, .(fVg — gVf) - dii

in Rt

[(fg" —gfNdx=fg' —gf'

Faltung und Dirac’sche Delta-Funktion:

Faltung

in R%:

f )@ = f f(x — £) g(6) dé

in R%:

(f*9)(R) = f i@ =)@ avs

Delta-Funktion

(Delta-Distribution):

§(x) = lgllr(} (\/%e_x?z) = fms(x) dx =1;

—00

fbii(x) dx = {Lfilr 0 € [a,b]

0, sonst

o0

Heavyside-Funktion

. S A N
H(x):zlli%(f_mﬁe s)—

0,x<0
3,x=0
2

1L,x>0

f "500) dx = H(b) — H(a)

f 0(0) 80x — xg) dx = @(xo)

[ o@ s -iav: = o)
TER3

Fouriertransformation:

Fourier-Trans.

(F(0) = (—x f(x)) (k)

einer Faltung:

(F*g) ) = k) (k)

der part. 2. Abl.:

Fourier- oo Riick- +oo Wenn f oo
- . :R->C 1 A . i + f(x_ 1 N .
Transfor- i f(k) = f f(x) e ** dx {}i =™ |transfor- f(x) = —f f(k)e** dk |in x nicht UG RR(CD) = —f fk) et** dk
) w fiR->C ) 2T ) _o, L 2 2m ) _o,
mierte mation stetig:
. " — A Fourier-Transf. | - A 2.Ab- |- 27 n-te Ab-i —~ A
: = g ! =i " =— ) = (i
Linearitat (af +bg) = af +bg d. 1. Ableitung: f'(k) = ik f (k) leitung (k) k2 f(k) leitung: f®™(k) = (k)" f (k)
Ableitung d. Fourier-Transf. Fourier-Transf. 0%u 0%k, y)

ay?

dy?

f beschrankt:

Wenn fj: f(x) e~ ** dx existiert (Voraussetzung fiir Fouriertransformation), dann: |?(k)| < f_zolf(x)l dx
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Cauchy’sche Integral- und Ableitungsformel:

Die stiickweise glatte, geschlossene Kurve C sei der Rand
des Gebietes B, und f(g) sei differenzierbar in B (,,holo-
morph“). Sei z, € B.

Cauchy’sche

1 fi

f(z) = =—— ﬁdz Ableitungs-
- nile 2=Zo  |formel:

) (z) = L G

" 2mi ), (z- ZO)”“

Cauchy’scher Residuensatz:

Sei C eine stiickweise glatte, geschlossene Kurve, und f sei
auf C und in ihrem inneren analytisch, mit Ausnahme end-
lich vieler isolierter Singularitaten z ... z, im Inneren von C:

Res,—,, f(g) ist der Koeff-
izient c_; in der Laurent-

n
% f(g) dz = ZEiZ Res f(g)
c ~ z=z)

Entwicklung von f um z,:

Res f(g) =c_,

z=2g

Residuum bei
Pol 1. Ordnung:

Resf(z) = lim (2 - 2,) f(2)

Residuum bei 1 o d m
Pol m. Ordnung: B:ezf, f(z) = (m—1)! Zhl?l] dzm-1 (z—2) f(2))

© P(x)
—e Q)

PO oy Res(?@)

Q(2)

z=2z)
k=0

P, Q ... reelle Polynome
Grad Q2 Grad P+2

Q: keine reellen NST
Nur z;, mit Im(z,)>0

© P(x)
—e Q(x)

——sin(x) dx = Im <2m’ Res <@

z=2z)
k=0

Q(z

P, Q ... reelle Polynome
Grad Q 2 Grad P+1

Q: keine reellen NST
Nur z;, mit Im(z,)>0

® P(x)
e Q%)

( AN <P(z)
cos(x) dx = Re| 2mi Res | —==

=2 \Q(z

k=0

P, Q ... reelle Polynome
Grad Q > Grad P+1

Q: keine reellen NST
Nur z;, mit Im(z,)>0

z 2

Cy

2 11 (z+z7t z—271
f R(cosx,sinx) dx = ?jg -R , - dz
0

2i

R ... rationale Funktion
C; ... Einheitskreis

R darf keine Singularitdt am Rand von C; haben

Sonstiges:

Komplanation y=y(x)
(Drehung um x-Achse)

0, :2nf:y 1+y?dx

Komplanation £(t) € R?

(Drehung um x-Achse)

tp
0x=2nf y /3&2+3’/2dt
ta

Volumen y=y(x)

(Drehung um x- und y-Achse)

V, = nf;lzyzdx;Vy = nf;’:xzdy =7Tf:12x2y’dx

Volumen
£(t) € R?

V,=m f:yzfc dt;V, =m ft:bxzj/ dt

Volumsintegral allg.:

bz b by b. b, by . by b by
I= [0 fo oGy, 2) dxdydz=[,7 [ % [ "r?sind p(r,,9) drdpdd = [[* [,* [ "7 p(r, ¢,2) dr dg dz

Ableitung nach

d rx
E.L f(z) dr = f(x) IKepler =

Xe—Xa

(ya + 4ym + ye) ISimpsun =

Xe—Xa

o +4n+ys+ )+ 2, +ya + ) + 2]

oberer Grenze 6 6n

i P(x Ax +B
A.nsatz bei doppezlt kompzlexer NST > ) sdx =— + f > dx — beide Seiten ableiten nach x
eines Nenners (x*+px+q)?: X +px+q) x*+px+q xX*+px+q
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