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Merkzettel „Integralrechnung“ III 
26.11.2021 

Grundlagen: 

1. HS: Sei 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ stetig. Dann ist F(𝑥) = ∫ f(𝜉) 𝑑𝜉
𝑥

𝑎
auf [a,b] stetig differenzierbar, und es gilt: F′(𝑥) =

𝑑

𝑑𝑥
∫ f(𝜉)𝑑𝜉
𝑥

𝑎
= f(𝑥) 

2. HS: Sei 𝑓: 𝐼 → ℝ stetig, und F sei eine Stammfunktion von f. Dann gilt für 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼: ∫ f(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= F(𝑏) − F(𝑎) = F(𝑥) |𝑏𝑎  

1. MWS: Sei 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ stetig. Dann ∃𝜉[𝑎, 𝑏]:∫ f(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= f(𝜉) (𝑏 − 𝑎) 

2. MWS: 
Sei 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ stetig und 𝜔: [𝑎, 𝑏] → ℝ integrierbar, und ω(𝑥) ≥ 0, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], ∫ ω(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
> 0.  

Dann ∃𝜉[𝑎, 𝑏]: ∫ f(𝑥) ω(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= f(𝜉) ∫ ω(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
  

Grundintegrale: 

∫𝑥𝑛 𝑑𝑥 =
𝑥𝑛+1

𝑛+1
+ 𝐶  ∫

1

𝑥
𝑑𝑥 = ln|𝑥| + 𝐶  ∫ 𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝐶  ∫𝑎𝑥 𝑑𝑥 =

𝑎𝑥

ln𝑎
+ 𝐶  ∫

1

√𝑥2+1
𝑑𝑥 = arsinh𝑥 + 𝐶 = ln(𝑥 + √𝑥2 + 1) + 𝐶  

∫ sin 𝑥 𝑑𝑥 = − cos𝑥 + 𝐶  ∫ cos 𝑥 𝑑𝑥 = sin 𝑥 + 𝐶  ∫
1

cos²𝑥
𝑑𝑥 = tan𝑥 + 𝐶  ∫

1

sin²𝑥
𝑑𝑥 = − cot 𝑥 + 𝐶  

∫ sinh 𝑥 𝑑𝑥 = cosh 𝑥 + 𝐶  ∫ cosh 𝑥 𝑑𝑥 = sinh 𝑥 + 𝐶  ∫
1

cosh²𝑥
𝑑𝑥 = tanh𝑥 + 𝐶  ∫

1

sinh²𝑥
𝑑𝑥 = − coth𝑥 + 𝐶  

∫
1

√1−𝑥2
𝑑𝑥 = arcsin 𝑥 + 𝐶  (|𝑥| < 1)  ∫

1

1+𝑥²
𝑑𝑥 = arctan𝑥 + 𝐶  ∫

1

√𝑥2−1
𝑑𝑥 = arcosh𝑥 + 𝐶 =  ln |𝑥 + √𝑥² − 1| + 𝐶 (|𝑥| > 1)      

∫
1

1−𝑥²
𝑑𝑥 = artanh𝑥 + 𝐶 =  

1

2
ln
1+𝑥

1−𝑥
+ 𝐶  (|𝑥| < 1)  ∫

1

1−𝑥²
𝑑𝑥 = arcotanh𝑥 + 𝐶  =   

1

2
ln
𝑥+1

𝑥−1
+ 𝐶  (|𝑥| > 1)   

Wichtige 
Integrale: 

∫ ln(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑥 ln(𝑎𝑥) − 𝑥 + 𝐶  ∫ sin2(𝑥) 𝑑𝑥 =
1

2
(𝑥 − sin(𝑥) cos(𝑥)) + 𝐶  ∫ cos2(𝑥) 𝑑𝑥 =

1

2
(𝑥 + sin(𝑥) cos(𝑥)) + 𝐶  

∫
𝑥

(𝑎2+𝑥2)3/2
𝑑𝑥 = −

1

√𝑎2+𝑥2
  ∫

1

(𝑎2+𝑥2)3/2
𝑑𝑥 =

𝑥

𝑎2√𝑎2+𝑥2
  ∫ 𝑒−𝑎𝑥

2
𝑑𝑥

∞

−∞
= √

𝜋

𝑎
  ∫ 𝑡𝑧−1𝑒−𝑡 𝑑𝑡

∞

0
= Γ(𝑧) ; Re(𝑧) > 0  ∫|𝑥| 𝑑𝑥 =

|𝑥|𝑥

2
  

∫ 𝜌𝛼𝑒−𝛽𝜌𝑑𝜌
∞

0
=

𝛼!

𝛽𝛼+1
;  𝛼 ∈ ℕ0, 𝛽 ∈ ℝ

+  ∫ f(𝑥) 𝑒−𝑎 f(𝑥) 𝑑𝑥 = −
𝜕

𝜕𝑎
∫ 𝑒−𝑎 f(𝑥) 𝑑𝑥  ∫ 𝑥𝑒−𝑎(𝑥−𝑥0)

2
𝑑𝑥

∞

−∞
= 𝑥0√

𝜋

𝑎
    ∫

𝑒−𝑖𝜔𝑡

𝜔2+𝑎2
𝑑𝜔

∞

−∞
=
𝜋

𝑎
𝑒−𝑎|𝑡|  

∫ ln(y(𝑥)) 𝑑𝑥 = ln(y(𝑥)) weil 
𝑑

𝑑𝑥
ln(y(𝑥)) =

y′(𝑥)

y(𝑥)
  

𝒫∫
𝑓(𝜔′)

𝜔′−𝜔
𝑑𝜔′

∞

−∞
= lim𝑅→∞ ∫

𝑓(𝜔′)−𝑓(𝜔)

𝜔′−𝜔
𝑑𝜔′

𝑅

−𝑅
  lim𝜀→0

1

𝛼+𝑖𝜀
= 𝒫

1

𝛼
− 𝑖𝜋 δ(𝛼) ⟹ lim

𝜀→0
∫

𝑦(𝜔′)

𝛼+𝑖𝜀
𝑑𝜔′

∞

−∞
= ∫ (𝒫

𝑦(𝜔′)

𝛼
− 𝑖𝜋 𝑦(𝜔′)δ(𝛼)) 𝑑𝜔′

∞

−∞
  

Chauchyscher Hauptwert (Principal Value) 

Sei a<c<b und habe f(𝑥) bei x=c eine Polstelle, dann ist der Cauchysche Hauptwert 𝒫∫ f(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= lim𝜀→0 (∫ f(𝑥)

𝑐−𝜀

𝑎
𝑑𝑥 + ∫ f(𝑥)

𝑏

𝑐+𝜀
𝑑𝑥)  

Integrationsmethoden 

a) ∫𝑓′𝑔 = 𝑓𝑔 − ∫𝑓𝑔′  b) ∫𝑓𝑛𝑓′ 𝑑𝑥…𝑢 = 𝑓 c) ∫
f′(𝑥)

f(𝑥)
𝑑𝑥 …𝑢 = f(𝑥) d) ∫R(𝑎𝑥 + 𝑏) 𝑑𝑥 …𝑢 = 𝑎𝑥 + 𝑏 e) ∫R(𝑒𝑎𝑥)𝑑𝑥 …𝑢 = 𝑒𝑎𝑥  

f) ∫R (𝑥, √
𝑎𝑥+𝑏

𝑐𝑥+𝑑

𝑘
𝑑𝑥)…𝑢 = √

𝑎𝑥+𝑏

𝑐𝑥+𝑑

𝑘
 g) ∫ 𝑅(sin 𝑥 , cos 𝑥 , tan𝑥 , cot 𝑥)… sin 𝑥 =

2𝑢

1+𝑢2
;  cos 𝑥 =

1−𝑢2

1+𝑢2
;  tan

𝑥

2
 = 𝑢; 𝑑𝑥 =

2

1+𝑢2
  

h) ∫R(𝑥, √𝑎2 + 𝑥2) 𝑑𝑥 …  𝑥 = 𝑎 sinh 𝑢  i) ∫R(𝑥, √𝑥2 − 𝑎2)𝑑𝑥 …  𝑥 = 𝑎 cosh 𝑢 j) ∫R(𝑥, √𝑎2 − 𝑥2)𝑑𝑥 …  𝑥 = 𝑎 sin 𝑢  ˅ 𝑥 = 𝑎 cos 𝑢 → g) 

k) ∫R(𝑥, √𝑎2 + 𝑏2𝑥2)𝑑𝑥 …  𝑥 =
𝑎

𝑏
tan𝑢 l) ∫R(𝑥, √𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 𝑑𝑥…𝑞𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑡𝑖𝑠𝑐ℎ𝑒 𝐸𝑟𝑤𝑒𝑖𝑡𝑒𝑟𝑢𝑛𝑔 → h), i) oder j) 

m) ∫p(𝑥) 𝑒𝑎𝑥 𝑑𝑥 → a) mit 𝑓′ = 𝑒𝑎𝑥;  𝑔 = p(𝑥)  n) ∫p(𝑥) sin(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 → a) mit 𝑓′ = sin(𝑎𝑥) ;  𝑔 = p(𝑥) o) wie n) mit cos(𝑎𝑥) 

p) ∫
1

𝑐𝑜𝑠𝑚𝑥
𝑑𝑥 =

sin𝑥

(𝑚−1) 𝑐𝑜𝑠𝑚−1𝑥
+
𝑚−2

𝑚−1
∫

1

𝑐𝑜𝑠𝑚−2𝑥
𝑑𝑥  q) ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑚 𝑥 𝑑𝑥 = −

cos𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑚−1 𝑥

𝑚
+
𝑚−1

𝑚
∫ 𝑠𝑖𝑛𝑚−2 𝑥 𝑑𝑥 

r) ∫ f−1(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑥 f−1(𝑥) − F(f−1(𝑥)) + 𝐶;𝑚𝑖𝑡  F(𝑥) = ∫ f(𝑥) 𝑑𝑥  s) ∫ f(g(𝑥)) g′(𝑥) 𝑑𝑥 …𝑢 = g(𝑥) t) ∫
1

(𝑎2+𝑥2)3/2
𝑑𝑥 …  𝑥 = 𝑎 tan𝑠 

u) ∫
1

cos𝑥
𝑑𝑥 = ∫

1

cos𝑥
(tan𝑥+

1

cos𝑥
)

          (tan𝑥+
1

cos𝑥
)
𝑑𝑥…  𝑠 = tan𝑥 +

1

cos𝑥
 v) ∫

1

sin𝑥
𝑑𝑥 = ∫

1

sin𝑥
(cot𝑥+

1

sin𝑥
)

          (cot𝑥+
1

sin𝑥
)
𝑑𝑥…  𝑠 = cot 𝑥 +

1

sin𝑥
 

w) ∫
1

(𝑎2−𝑏2𝑥2)3/2
𝑑𝑥…  𝑥 =

𝑎

𝑏
sin 𝑠 x) ∫ f(𝑥) 𝑒𝑎 f(𝑥) 𝑑𝑥 =

𝜕

𝜕𝑎
∫ 𝑒𝑎 f(𝑥)𝑑𝑥 y) ∫

𝑥

(𝑥2+𝑎2)5/2
𝑑𝑥 …  𝑥 = 𝑎 tan𝑠 

Partielle Integration 

In ℝ1: ∫𝑓′𝑔 𝑑𝑥 = 𝑓𝑔 − ∫𝑓𝑔′ 𝑑𝑥 In ℝ²: ∫ (∇ ∙ 𝑓) 𝑔 𝑑(𝑥, 𝑦)
(𝑥,𝑦)𝐺

= ∫ 𝑓𝑔 ∙ 𝑑𝑛⃗⃗
𝜕𝐺

+∫ 𝑓 ∙ (∇𝑔) 𝑑(𝑥, 𝑦)
(𝑥,𝑦)∈𝐺

 

In ℝ3: ∫ (∇ ∙ 𝑓) 𝑔 𝑑𝑉
(𝑥,𝑦)∈𝐺

= ∫ 𝑓𝑔 ∙ 𝑑𝐴
𝜕𝐺

+∫ 𝑓 ∙ (∇𝑔) 𝑑𝑉
(𝑥,𝑦)∈𝐺
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Koordinatentransformation: 

Jacobi: 
𝜕(𝑥,𝑦,𝑧)

𝜕(𝑢,𝑣,𝑤)
=

(

 
 

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑤
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑤
𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑣

𝜕𝑧

𝜕𝑤)

 
 

  

Polar: (
𝑥 = 𝑟 cos𝜑
𝑦 = 𝑟 sin𝜑) ; det (

𝜕(𝑥,𝑦)

𝜕(𝑟,𝜑)
) = 𝑟  Zylinder: (

𝑥 = 𝑟 cos𝜑
𝑦 = 𝑟 sin𝜑
𝑧 = 𝑧

) ; det (
𝜕(𝑥,𝑦,𝑧)

𝜕(𝑟,𝜑,𝑧)
) = 𝑟   

Kugel (
𝑥 = 𝑟 sin 𝜗 cos 𝜑
𝑦 = 𝑟 sin 𝜗 sin𝜑
𝑧 = 𝑟 cos 𝜗

) ; det (
𝜕(𝑥,𝑦,𝑧)

𝜕(𝜗,𝜑,𝑟)
) = 𝑟2 sin 𝜗   

Ellipse 
→ polar 

𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
= 1  

𝑥 = 𝑎𝑠; 𝑑𝑥 = 𝑎 𝑑𝑠
𝑦 = 𝑏𝑡; 𝑑𝑦 = 𝑏 𝑑𝑡

  

Kurvenlängen und Kurvenintegrale: 

Kurvenlänge  
von r⃗(𝑡): 

𝑠 = ∫ |𝑟̇⃗(𝑡)|𝑑𝑡
𝑡𝑏

𝑡𝑎

=  ∫ √𝑥̇(𝑡)2+ 𝑦̇(𝑡)2 + 𝑧̇(𝑡)2 𝑑𝑡
𝑡𝑏

𝑡𝑎

 
Kurvenl.  
von y=y(x) 

𝑠 = ∫ √1 + 𝑦′² 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 
Kurvenl. 
v. r=r(ϕ) 𝑠 = ∫

√𝑟² + (
𝑑𝑟

𝑑𝜑
)
2

𝑑𝜑
𝜑𝑏

𝜑𝑎

 

Maßtensor 
der Fläche 
r⃗(𝑢, 𝑣) 

M(𝑢, 𝑣) = (

𝜕𝑟⃗

𝜕𝑢
∙
𝜕𝑟⃗

𝜕𝑢

𝜕𝑟⃗

𝜕𝑢
∙
𝜕𝑟⃗

𝜕𝑣

𝜕𝑟⃗

𝜕𝑢
∙
𝜕𝑟⃗

𝜕𝑣

𝜕𝑟⃗

𝜕𝑣
∙
𝜕𝑟⃗

𝜕𝑣

)  
Länge einer  
Flächenkurve 
r⃗(w⃗⃗⃗⃗(𝑡)) 

𝑠 = ∫ √w⃗⃗⃗⃗′(𝑡)𝑇M(w⃗⃗⃗⃗(𝑡)) w⃗⃗⃗⃗′(𝑡)𝑑𝑡
𝑡𝑏

𝑡𝑎

 
Linienelement 
in Polar- 
koordinaten 

 
𝑑𝑟 = 𝑟 𝑑𝜑 
 

Kurvenintegral des Skalarfeldes ρ(𝑟⃗) 
entlang d. Kurve 𝐶 = {r⃗(𝑡) ; 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏}: 

∫ ρ𝑑𝑠
𝐶

= ∫ ρ(r⃗(𝑡))|r⃗′(𝑡)|𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 
Kurvenintegral des Vektor- 
feldes a⃗⃗(𝑟⃗) entl. d. Kurve C: 

∫  a⃗⃗(𝑟⃗) 𝑑𝑟⃗
𝐶

= ∫ a⃗⃗(r⃗(𝑡)) ∙ r⃗′(𝑡) 𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

Kurvenintegral Gradientenfeld: Wenn a⃗⃗(r⃗(𝑡)) = ∇𝜙(r⃗(𝑡)), dann ist ∫ 𝑎⃗ 𝑑𝑟⃗
𝐶

= 𝜙(r⃗(𝑏)) − 𝜙(r⃗(𝑎)) Notw. Bed. in ℝ2: 
𝜕𝑎𝑦
𝜕𝑥

=
𝜕𝑎𝑥
𝜕𝑦

 

Hinreichende Bedingung: Ist ∇ × 𝑎⃗(r⃗) = 0 („wirbelfrei“) im einfach zusammenhängenden Gebiet G, dann ist a⃗⃗(r⃗) in G ein Gradientenfeld. 

(Gradientenfeld) ⇔(wegunabhängig);  (Gradientenfeld) ⇒ (wirbelfrei); (wirbelfrei ∧ einfach zusammenhängend) ⇒ (Gradientenfeld) 

Flächenintegrale: 

Flächeninhalt A der regulär orient. Fläche  
𝐹 = {r⃗(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ3 : (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐵} 

𝐴 = ∫ 𝑑𝐴
𝐹

 
Skalares Flä- 
chenelement 

𝑑𝐴 = ‖n⃗⃗(𝑢, 𝑣)‖𝑑(𝑢, 𝑣) = √det(M(𝑢, 𝑣)) 𝑑(𝑢, 𝑣); 𝑛⃗⃗ =
𝜕𝑟⃗

𝜕𝑢
×
𝜕𝑟⃗

𝜕𝑣
  

Flächenintegral des Skalarfeldes ρ(𝑟⃗) 
über d. Fläche 𝐹 = {r⃗(𝑢, 𝑣) : (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐵} 

∫ ρ𝑑𝐴
𝐹

= ∫ ρ(r⃗(𝑢, 𝑣)) ‖n⃗⃗(𝑢, 𝑣)‖ 𝑑(𝑢, 𝑣)
(𝑢,𝑣)∈𝐵

= ∫ ρ(r⃗(𝑢, 𝑣))√det(M(𝑢, 𝑣)) 𝑑(𝑢, 𝑣)
(𝑢,𝑣)∈𝐵

 

Flächenintegral des stetigen Vektorfeldes a⃗⃗(𝑟⃗) über Fläche  
𝐹 = {r⃗(𝑢, 𝑣) : (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐵} (Fluss von a⃗⃗ durch F in Richtung n⃗⃗) ∫ a⃗⃗(r⃗(𝑢, 𝑣)) ∙ 𝑑𝐴

𝐹

 
Vektorielles  
Flächenelement 𝑑𝐴 = n⃗⃗(𝑢, 𝑣) 𝑑(𝑢, 𝑣) 

Flächenelement in Kugelkoordinaten: 𝑑𝐴 = 𝑟2 sin 𝜗 𝑑𝜑𝑑𝜗 Flächenelement in Polarkoordinaten: 𝑑𝐴 = 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 

Integral über Gebiete und Ränder von Bereichen mit Heaviside-Funktion: 

Fläche 𝐴 des  
Gebiets f(𝑥, 𝑦) > 0 

𝐴 = ∫ ∫ H(f(𝑥, 𝑦))𝑑𝑥
∞

−∞

𝑑𝑦
∞

−∞

 
Volumen V des  
Gebiets f(𝑥, 𝑦, 𝑧) > 0 

𝑉 = ∫ ∫ ∫ H(f(𝑥, 𝑦, 𝑧))𝑑𝑥
∞

−∞

𝑑𝑦 𝑑𝑧
∞

−∞

∞

−∞

 

Integralsätze: 

Satz v. Green: Kurvenintegral des  Vektorfeldes a⃗⃗(𝑥, 𝑦) entl. der geschl. 
Kurve 𝜕𝐺 (in ℝ²) überführen in Flächenintegral über eingeschl. Gebiet G: 

∮  a⃗⃗(𝑟⃗) 𝑑𝑟⃗
𝜕𝐺

= ∫ rot(𝑎⃗)
𝐺

𝑑(𝑥, 𝑦) = ∫ (
𝜕𝑎𝑦
𝜕𝑎𝑥

−
𝜕𝑎𝑥
𝜕𝑎𝑦

)
𝐺

𝑑(𝑥, 𝑦) 

Satz v. Stokes: Kurvenintegral des  Vektorfeldes a⃗⃗(𝑟⃗) entlang der  
geschlossenen Kurve 𝜕𝐹 = {r⃗(𝑢, 𝑣) : (𝑢, 𝑣) ∈ 𝜕𝐺} überführen in 
Flächenintegral über eigeschl. Fläche 𝐹 = {r⃗(𝑢, 𝑣) : (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐺} 

∮  a⃗⃗(𝑟⃗) 𝑑𝑟⃗
𝜕𝐹

= ∫ [∇⃗⃗⃗ × a⃗⃗](r⃗(𝑢, 𝑣)) ∙ 𝑑𝐴
𝐹

;𝑚𝑖𝑡 𝑑𝐴 = n⃗⃗(𝑢, 𝑣) 𝑑(𝑢, 𝑣)  

Satz von Gauß (Divergenzsatz): Flächenintegral des  Vektorfeldes a⃗⃗(𝑟⃗) über 
die Randfläche 𝜕𝑉 = {r⃗(𝑢, 𝑣) : (𝑢, 𝑣) ∈ 𝜕𝑉} (Fluss) überführen in 
Volumsintegral über eingeschlossenes Volumen 𝑉 = {r⃗(𝑢, 𝑣) : (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑉} 

∮ a⃗⃗(r⃗(𝑢, 𝑣)) ∙ 𝑑𝐴
𝜕𝑉

= ∫ [∇⃗⃗⃗ ∙ a⃗⃗](𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉
𝑉

 

Divergenzsatz in ℝ²: Fluss des Vektorfeldes a⃗⃗(𝑥, 𝑦) durch die Randkurve 𝜕𝐺  
ist gleich der Gesamtdivergenz von a⃗⃗(𝑥, 𝑦) im eingeschlossenen Gebiet G 

∮ 𝑎⃗ ∙ 𝑑𝑛⃗⃗
𝜕𝐺

= ∮ (𝑎𝑥 𝑑𝑦 − 𝑎𝑦 𝑑𝑥)
𝜕𝐺

= ∫ [∇ ∙ a⃗⃗](𝑥, 𝑦) 𝑑(𝑥, 𝑦)
𝐺

 

Greensche Formel in ℝ3: ∫ (𝑓∇2𝑔 − 𝑔∇2𝑓) 𝑑𝑉
𝐺

= ∫ (𝑓∇𝑔 − 𝑔∇𝑓) ∙ 𝑑𝐴
𝜕𝐺

  

Greensche Formel in ℝ2:  ∫ (𝑓∇2𝑔 − 𝑔∇2𝑓) 𝑑(𝑥, 𝑦)
𝐺

= ∫ (𝑓∇𝑔 − 𝑔∇𝑓) ∙ 𝑑𝑛⃗⃗
𝜕𝐺

  in ℝ1  ∫(𝑓𝑔′′ −𝑔𝑓′′) 𝑑𝑥 = 𝑓𝑔′ − 𝑔𝑓′  

Faltung und Dirac’sche Delta-Funktion: 

Faltung in ℝ1: (𝑓 ∗ 𝑔)(𝑥) ≔ ∫ f(𝑥 − 𝜉) g(𝜉)𝑑𝜉
∞

−∞

 in ℝ3: (𝑓 ∗ 𝑔)(𝑅⃗⃗) ≔ ∫ f(𝑅⃗⃗ − 𝑟⃗) g(𝑟⃗)𝑑𝑉𝑟⃗
𝑟⃗∈ℝ3

 

Delta-Funktion 
(Delta-Distribution): 

δ(𝑥) ≔ lim
𝜀→0

(
1

√𝜀𝜋
𝑒−
𝑥2

𝜀 ) ⇒ ∫ δ(𝑥) 𝑑𝑥
∞

−∞

= 1; ∫ δ(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= {
1, 𝑓𝑢̈𝑟 0 ∈ [𝑎, 𝑏]
0, 𝑠𝑜𝑛𝑠𝑡               

 
∫ φ(𝑥) δ(𝑥 − 𝑥0)𝑑𝑥
∞

−∞

= φ(𝑥0) 

∫ φ(𝑟⃗)δ(𝑟⃗ − 𝑟⃗0) 𝑑𝑉𝑟⃗
𝑟⃗∈ℝ3

= φ(𝑟⃗0) Heaviside-Funktion H(𝑥) ≔ lim
𝜀→0

(∫
1

√𝜀𝜋
𝑒−
𝑥2

𝜀

𝑥

−∞

) = {

0, 𝑥 < 0
1

2
, 𝑥 = 0

1, 𝑥 > 0

  ∫ δ(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= H(𝑏) − H(𝑎) 
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Fouriertransformation: 

Fourier- 
Transfor- 
mierte 

f̂(𝑘) = ∫ f(𝑥) 𝑒−𝑖𝑘𝑥 𝑑𝑥
+∞

−∞

{
𝑓: ℝ → ℂ

𝑓̂: ℝ → ℂ
 

Rück- 
transfor-
mation 

f(𝑥) =
1

2𝜋
∫ 𝑓̂(𝑘) 𝑒𝑖𝑘𝑥 𝑑𝑘
+∞

−∞

 

Wenn f  
in x nicht 
stetig: 

f(𝑥+) + f(𝑥−)

2
=
1

2𝜋
∫ 𝑓̂(𝑘) 𝑒𝑖𝑘𝑥 𝑑𝑘
+∞

−∞

 

Linearität: (𝑎𝑓 + 𝑏𝑔)̂ = 𝑎𝑓̂ + 𝑏𝑔̂ 
Fourier-Transf. 
d. 1. Ableitung: 𝑓′̂

(𝑘) = 𝑖𝑘 𝑓̂(𝑘) 
2. Ab-
leitung 𝑓′′̂

(𝑘) = −𝑘2 𝑓̂(𝑘) 
n-te Ab- 
leitung: 𝑓

(𝑛)̂ (𝑘) = (𝑖𝑘)𝑛 𝑓̂(𝑘) 

Ableitung d. 
Fourier-Trans. 

(𝑓̂(𝑘))′ = (−𝑖𝑥 f(𝑥)̂ )(𝑘) 
Fourier-Transf. 
einer Faltung: 

(𝑓 ∗ 𝑔̂)(𝑘) = f̂(𝑘) ĝ(𝑘) 
Fourier-Transf. 
der part. 2. Abl.: 

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
 

̂
=
𝜕2 𝑢̂(𝑘, 𝑦)

𝜕𝑦2
 

f̂ beschränkt: Wenn ∫ f(𝑥) 𝑒−𝑖𝑘𝑥 𝑑𝑥
+∞

−∞
 existiert (Voraussetzung für Fouriertransformation), dann: |f̂(𝑘)| ≤ ∫ |f(𝑥)| 𝑑𝑥

+∞

−∞
 

Integral im Komplexen: 

Sei f(𝑡) = α(𝑡) + 𝑖 β(𝑡) , α(𝑡) , β(𝑡) stetig.  ∫ f(𝑡) 𝑑𝑡
𝑏

𝑎
= ∫ α(𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑖

𝑏

𝑎
∫ β(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
  

Sei f(𝑧) = u(𝑧) + 𝑖 v(𝑧), und z(𝑡) = x(𝑡) + 𝑖 y(𝑡) 
𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 die Parameterdarstellung einer stück-
weise glatten Kurve C in ℂ. ⟹Kurvenintegral: 

∫ f(𝑧)𝑑𝑧
𝐶

= ∫ f(z(𝑡)) z′(𝑡) 𝑑𝑡
𝑏

𝑎
= ∫ [u(x(𝑡) , y(𝑡)) x′(𝑡) − v(x(𝑡) , y(𝑡)) y′(𝑡)]𝑑𝑡

𝑏

𝑎
+

𝑖 ∫ [u(x(𝑡) , y(𝑡))y′(𝑡) + v(x(𝑡) , y(𝑡))x′(𝑡)] 𝑑𝑡
𝑏

𝑎
  

Sei f(𝑧) in einem einfach zusammenhängenden Gebiet 𝐵 ⊆ ℂ differen-

zierbar (holomorph), dann ist das Kurvenintegral ∫ f(𝑧) 𝑑𝑧
𝐶

 von der 

Wahl des Integrationsweges unabhängig. ∫ f(𝑧) 𝑑𝑧
𝑧2
𝑧1

 ist der Wert aller 

Integrale über 𝐵, die an 𝑧1 beginnen, und an  𝑧2 enden (𝑧1 ≠ 𝑧2) . 

∫ f(𝑧)𝑑𝑧
𝐶

= ∫ f(𝑧) 𝑑𝑧
𝑧2
𝑧1

= F(𝑧2) − F(𝑧1)  mit F(𝑧) = ∫ f(𝜁)𝑑𝜁
𝑧

𝑧0
 

Lebesque-Integral: 

Sei f[𝑥] das Lineare Funktional f[𝑥] = ∫ x(𝑡) 𝑑𝑡
𝑑

𝑐
 und  x(𝑡) ∈ L1[𝑎, 𝑏] der Grenzwert der Funktionenfolge (x𝑛(𝑡))  ∈ C[𝑎, 𝑏], so dass  

x(𝑡) = lim𝑛→∞(x𝑛(𝑡)). Dann ist ∫ x(𝑡)𝑑𝑡
𝑑

𝑐
≝ lim𝑛→∞ ∫ x𝑛(𝑡) 𝑑𝑡

𝑑

𝑐
 (𝑎 ≤ 𝑐 < 𝑑 ≤ 𝑏) das Lebesque-Integral. 

Cauchy’sche Integral- und Ableitungsformel: 

Die stückweise glatte, geschlossene Kurve 𝐶 sei der Rand 

des Gebietes 𝐵, und f(𝑧) sei differenzierbar in 𝐵 („holo-

morph“). Sei 𝑧0 ∈ 𝐵.  
f(𝑧0) =

1

2𝜋𝑖
∮

f(𝑧)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧

𝐶

 

Cauchy’sche 
Ableitungs-
formel: 

f (𝑛)(𝑧0) =
𝑛!

2𝜋𝑖
∮

f(𝑧)

(𝑧 − 𝑧0)
𝑛+1 𝑑𝑧

𝐶

 

Cauchy’scher Residuensatz: 

Sei C eine stückweise glatte, geschlossene Kurve, und f sei 
auf C und in ihrem inneren analytisch, mit Ausnahme end-
lich vieler isolierter Singularitäten 𝑧0…𝑧𝑛  im Inneren von C:  

∮ f(𝑧)𝑑𝑧
𝐶

= 2𝜋𝑖∑Res
𝑧=𝑧𝑘

f(𝑧)

𝑛

𝑘=0

 
Res𝑧=𝑧𝑛 f(𝑧) ist der Koeff-

izient 𝑐−1 in der Laurent-
Entwicklung von f um 𝑧𝑛: 

Res
𝑧=𝑧𝑛

f(𝑧) = 𝑐−1 

Residuum bei  
Pol 1. Ordnung: 

Res
𝑧=𝑧0

f(𝑧) = lim
𝑧→𝑧0

(𝑧 − 𝑧0) f(𝑧) 
Residuum bei  
Pol m. Ordnung: 

Res
𝑧=𝑧0

f(𝑧) =
1

(𝑚 − 1)!
lim
𝑧→𝑧0

𝑑𝑚−1

𝑑𝑧𝑚−1
((𝑧 − 𝑧0)

𝑚
f(𝑧)) 

∫
P(𝑥)

Q(𝑥)
𝑑𝑥

∞

−∞

= 2𝜋𝑖∑Res
𝑧=𝑧𝑘

(
P(𝑧)

Q(𝑧)
)

𝑛

𝑘=0

 
P, Q … reelle Polynome 
Grad Q ≥ Grad P+2 

Q: keine reellen NST 
Nur 𝑧𝑘 mit Im(𝑧𝑘)>0 

∫
P(𝑥)

Q(𝑥)
sin(𝑥) 𝑑𝑥

∞

−∞

= Im(2𝜋𝑖∑Res
𝑧=𝑧𝑘

(
P(𝑧)

Q(𝑧)
𝑒𝑖𝑧)

𝑛

𝑘=0

) 
P, Q … reelle Polynome  
Grad Q ≥ Grad P+1 

Q: keine reellen NST 
Nur 𝑧𝑘 mit Im(𝑧𝑘)>0 

∫
P(𝑥)

Q(𝑥)
cos(𝑥) 𝑑𝑥

∞

−∞

= Re(2𝜋𝑖∑Res
𝑧=𝑧𝑘

(
P(𝑧)

Q(𝑧)
𝑒𝑖𝑧)

𝑛

𝑘=0

) 
P, Q … reelle Polynome  
Grad Q ≥ Grad P+1 

Q: keine reellen NST 
Nur 𝑧𝑘 mit Im(𝑧𝑘)>0 

∫ R(cos𝑥 , sin 𝑥) 𝑑𝑥
2𝜋

0

=
1

𝑖
∮

1

𝑧
R(
𝑧 + 𝑧−1

2
,
𝑧 − 𝑧−1

2𝑖
) 𝑑𝑧

𝐶1

 
R … rationale Funktion 
C1 … Einheitskreis 

R darf keine Singularität  am Rand von C1 haben 

Sonstiges: 

Komplanation y=y(x) 
(Drehung um x-Achse) 

𝑂𝑥 = 2𝜋 ∫ 𝑦√1 + 𝑦′² 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
  

Komplanation r⃗(𝑡) ∈ ℝ2 
(Drehung um x-Achse) 

𝑂𝑥 = 2𝜋 ∫ 𝑦√𝑥̇² + 𝑦̇² 𝑑𝑡
𝑡𝑏

𝑡𝑎

 

Volumen y=y(x) 
(Drehung um x- und y-Achse) 

𝑉𝑥 = 𝜋 ∫ 𝑦² 𝑑𝑥
𝑥2
𝑥1

; 𝑉𝑦 = 𝜋∫ 𝑥² 𝑑𝑦
𝑦2
𝑦1

= 𝜋 ∫ 𝑥²𝑦′ 𝑑𝑥
𝑥2
𝑥1

 Volumen 
r⃗(𝑡) ∈ ℝ2 

𝑉𝑥 = 𝜋 ∫ 𝑦²𝑥̇  𝑑𝑡
𝑡𝑏
𝑡𝑎

; 𝑉𝑦 = 𝜋 ∫ 𝑥²𝑦̇  𝑑𝑡
𝑡𝑏
𝑡𝑎

  

Volumsintegral allg.: 𝐼 = ∫ ∫ ∫ ρ(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑏𝑥
𝑎𝑥

𝑑𝑥
𝑏𝑦
𝑎𝑦

𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑏𝑧
𝑎𝑧

=∫ ∫ ∫ sin 𝜗 ρ(𝑟, 𝜑, 𝜗)
𝑏𝑟
𝑎𝑟

𝑟2 𝑑𝑟
𝑏𝜑
𝑎𝜑

𝑑𝜑𝑑𝜗
𝑏𝜗
𝑎𝜗

 = ∫ ∫ ∫ ρ(𝑟, 𝜑, 𝑧)
𝑏𝑟
𝑎𝑟

𝑟 𝑑𝑟
𝑏𝜑
𝑎𝜑

𝑑𝜑 𝑑𝑧
𝑏𝑧
𝑎𝑧

 

Ableitung nach  
oberer Grenze 

𝑑

𝑑𝑥
∫ f(𝜏) 𝑑𝜏
𝑥

𝑎

= f(𝑥) 𝐼𝐾𝑒𝑝𝑙𝑒𝑟 =
𝑥𝑒−𝑥𝑎

6
(𝑦𝑎 + 4𝑦𝑚 + 𝑦𝑒)  𝐼𝑆𝑖𝑚𝑝𝑠𝑜𝑛 =

𝑥𝑒−𝑥𝑎

6𝑛
[𝑦0 + 4(𝑦1 + 𝑦3 +⋯) + 2(𝑦2 + 𝑦4 +⋯) + 𝑦2𝑛]  

Ansatz bei doppelt komplexer NST 
eines Nenners (x²+px+q)²: 

∫
𝑃(𝑥)

(𝑥² + 𝑝𝑥 + 𝑞)²
𝑑𝑥 =

𝐴𝑥 + 𝐵

𝑥² + 𝑝𝑥 + 𝑞
+ 𝐶 ∫

1

𝑥² + 𝑝𝑥 + 𝑞
𝑑𝑥  → 𝑏𝑒𝑖𝑑𝑒 𝑆𝑒𝑖𝑡𝑒𝑛 𝑎𝑏𝑙𝑒𝑖𝑡𝑒𝑛 𝑛𝑎𝑐ℎ 𝑥 

 


