Merkzettel , Integralrechnung”

26.11.2021
Grundlagen:
1. HS: Sei f:[a, b] = R stetig. Dann ist F(x) = f; (&) déauf [a,b] stetig differenzierbar, und es gilt: F'(x) = d%f; f(&) dé = f(x)
2. HS: Sei f:1 = R stetig, und F sei eine Stammfunktion von f. Dann gilt fir a, b € I: f: f(x) dx = F(b) — F(a) = F(x) |Z
1.MWS:  Seif:[a, b] — R stetig. Dann 3é][a, b]: f: f(x) dx = (&) (b — a)
> MWS: Sei f: [a, b] - R stetig und w: [a, b] » R integrierbar, und w(x) = 0,x € [a,b],f: w(x)dx > 0.
' " Dann 3¢[a, b]: f: f(x) w(x) dx = f(§) f: w(x) dx

Grundintegrale:

= Lax = Xdx = e* Xy =2 1 _dx = arsi = Vx?
fx”dx—n+1+C fxdx Injx| +C [fe*dx=e*+C [a dx—lna+C fmdx arsinhx+C = In(x +Vx2+ 1)+ C
[sinxdx = —cosx+C Jcosxdx =sinx+C fmdxztanx+(f J5pdx =—cotx +C

v

[ sinhx dx = coshx +C J coshxdx = sinhx +C

coshz

dx = tanhx + C

/

dx = —cothx +C

sinh®x

1 _ _ 2
fmdx—arcsmx+C(|x|<1) fo dx = arctanx + C fﬁdx_arcoshx+c— In [x ++/x —1|+C(|x|>1)
-1nﬂ+c (xl<1) [ -1n"—“+c (x| > 1)
Wichtige o 1 . 2 ! .
Integrale: [In(ax) dx = xIn(ax) —x + C [ sin?(x) dx = E(x —sin(x) cos(x)) + € [ cos?(x)dx = 2 (x + sin(x) cos(x)) + C
x _ 1 1 _ x o  _ 1] -1 - | |

f(az+X2)3/z dx = _W I(a2+x2)3/2 dx = a?VaZ+x? f_me ax? dx = \/g fO tZ 13 tdt = F(z), Re(g) >0 flxl dx = X
fom pae—[i’p dp = B:_il; a €Ny, B € RY ff(x) e~af(0) gy = _%f e—af(0) gy f_""w xe—a(x=x0)® y = xo\[g f_oom :Z‘:‘;‘z dw = Ze—altl

= T Y™
[ In(y(0) dx = In(y(0) weil In(y(x)) = 2&
P [ mi(,wa)) dw' = limg_, fRRWd " liman,—— — ?— —iné(a) = 11m f_wm};(:s)d "= fwoo (SD () —iny(w' )8((1))

Chauchyscher Hauptwert (Principal Value)

Sei a<c<b und habe f(x) bei x=c eine Polstelle, dann ist der Cauchysche Hauptwert ?f f(x) dx = lim,_,q (fc “f(x) dx + fc+£ f(x) dx)
Integrationsmethoden

a)[flg=fg—[fg b [f*fdx.u=f c)fff((x))dx u=1f(x) d) [R(ax +b)dx..u=ax+b e) [R(e™)dx..u=e™
f)fR( « ux:Zd;:) u=" Z:Z g) [ R(sinx, cosx,tanx, cotx) ...sinx = %; cosx = 1;u2, tang =u; dx = 137

h) [ R(x,VaZ+ x2) dx ... x = asinhu i) [ R(x,Vx% — a?)dx ...

x=acoshu j)[R(x,VaZ —x?)dx ...

x =asinu vx =acosu - g)

k) [ R(x,VaZ + b?x?) dx ... x ) f R(x,Vax? + bx + c) dx ... quadratische

a
=-—tanu
b

Erweiterung - h), i) oder j)

m) [ p(x) e dx - a) mit f' = e%; g = p(x) | n) [ p(x) sin(ax) dx — a) mit f' = sin(ax); g = p(x) o) wie n) mit cos(ax)

sinx 1 m-1,

p) fcaslmxdx = (m-1) cos™~1x Z_j cosm‘zxdx Cl) fSinmx dx = — COSXS:: = sin™ 2 x dx

r) [£71(x) dx = xf71(x) — F(f1(x)) + C;mit F(x) = [f(x)dx s) [ f(g(x)) g'(x) dx ..u = g(x) 1) f(a2+—)1(2)3/2dx . X =atans
j— c (tanx+CDSX) — 1 SlnX(COtx+SlnX) p— 1

u) fcosx = f‘(tanx*—cosx) dx..s=tanx t— v) [ Sinx = [sinx, _ siax; E— dx .. s =cotx + —

w) fi(az—bixz)yz dx..x= %sins x) [ f(x) ef® dx = ;—af e dx y) fmdx -~ X =atans

Partielle Integration

In R2:

[ rgax=rg- [ rg ax f(xy (- Padey = [ fo-ai+ |

f-(Vg) d(xy)

x,¥)EG

f (v-f)gdv=ffg-dﬁ+f 7 (Vg) dv
(xy)eG aG (x,y)ec
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Koordinatentransformation:

_ X =1 COS @
ox odx ox (X T TCosey . axy)\ _ : . i . A(xy.2)\ _
3 9w Polar: (y _ rsin(p) ; det (a(w)) =r Zylinder: (y = r_sm <p>, det (a(r,(p,z)) =r
Jacobi: (22D _ | & 0y Oy ; L=
I(uv,w) du dv Iw x = rsind cos [ a ) EIIipse 2 2 x =as: dx = ads
0z 0z 0z _ . . . XY Z)\ _ .2 i T4yt - ’ -
5 Kugel [ y = rsinUsing |; dEt(a(a,W)) r*sind Spolar @ + s 1 y = bt; dy = bdt
z=rcosV
Kurvenldangen und Kurvenintegrale:
Kurvenlinge ft" 5 ft” - - - Kurvenl. b Kurvenl. @b dry?
€ s=| |F@)|dt = X2+ y()2 + 2(D)2 dt s= 1+y?dx = 2 (_)
von F(t): ta | | ta ‘/ Y von y=y(x) B Y v.r=r(@) S R T+ de ¢
Maltensor of of  0F 07\ |linge einer tp Linienelement
der Flache M(u,v) = 31; ‘;’rf glrf g; Flachenkurve s = f \/W’(t)T M(W(t)) W (t) dt |in Polar- dr=rde
(u,v) % 3w 3w 25/ [FW() ta koordinaten

Kurvenintegral des Skalarfeldes p(7#)
entlang d. Kurve € = {¥(t);a <t < b}:

b
pds = f PO (0)] de

Kurvenintegral des Vektor-
feldes a(7) entl. d. Kurve C:

b
f @) dF = f @) - F(6) df
(o a

Kurvenintegral Gradientenfeld:

Wenn 3(¥(t)) = V¢ (¥(t)), dann ist fC adr = ¢(I(b)) — p(F(a))

Notw. Bed. in R

da, day
ox ~ dy

Hinreichende Bedingung: Ist V X d(¥) = 0 (,wirbelfrei“) im einfach zusammenhangenden Gebiet G, dann ist a(¥) in G ein Gradientenfeld.

(Gradientenfeld) & (wegunabhangig); (Gradientenfeld) = (wirbelfrei); (wirbelfrei A einfach zusammenhéngend) = (Gradientenfeld)

Flachenintegrale:

Flacheninhalt A der regulér orient. Flache
F = {f(u,v) € R®: (u,v) € B}

A=fdA
F

Skalares Fla-
chenelement

or _ of
J— x J—
ou ov

dA = ||n(u, v)|| d(u,v) = /detM(w,v)) d(u,v); i =

Flachenintegral des Skalarfeldes p(7)

p(t(u, v)) /det(M(w, v)) d(u, v)

ber d. Fliche F = {¥(u,v): (u,v) € B}

dA = t(u, n(u, d(u,v) =
fF b f(w)EBp(r(u ) I, ) dCu, v) f(

u,V)EB

Flachenintegral des stetigen Vektorfeldes a(#) tiber Fliche
F = {f(u,v): (u,v) € B} (Fluss von @ durch F in Richtung T)

f A v)) - dA
F

Vektorielles

Flachenelement dA =1 v)d(y,v)

Flachenelement in Kugelkoordinaten: dA = r?sind dg d9

Flachenelement in Polarkoordinaten:

dA =rdrde

Integral iiber Gebiete und Rander von Bereichen mit Heaviside-Funktion:

Flache A des
Gebiets f(x,y) > 0

Volumen V des

A= f:: f_O:OH(f(x, y))dx dy

Gebiets f(x,y,z) > 0

V= f_o:of_i '[ZH(f(x,y,Z)) dx dydz

Integralsatze:

Satz v. Green: Kurvenintegral des Vektorfeldes d(x, y) entl. der geschl.
Kurve 8G (in R?) iiberfiihren in Flichenintegral liber eingeschl. Gebiet G:

da,

£G aF@) di = fG rot(d) d(x,y) = J; (

day B

da,

—) d(x,y)

da,

Satz v. Stokes: Kurvenintegral des Vektorfeldes d(#) entlang der
geschlossenen Kurve dF = {¥(u, v) : (u,v) € G} Uberfiihren in
Flichenintegral tber eigeschl. Fliche F = {f(u, v): (u,v) € G}

f AF) di = f [V x 3] (F(w, v)) - dA; mit d& = T(u,v) d(u, v)
oF F

die Randflache dV = {¥(u, v) : (u,v) € dV} (Fluss) Uberfiihren in

Satz von GauB (Divergenzsatz): Flichenintegral des Vektorfeldes d(#) tiber

Volumsintegral iiber eingeschlossenes Volumen V = {f(u,v) : (u,v) € V}

j; E(F(u,v))-d.i:f W-ﬁ](x,y,z) dv
av v

Divergenzsatz in R2: Fluss des Vektorfeldes a(x, y) durch die Randkurve 0G
ist gleich der Gesamtdivergenz von a(x, ¥) im eingeschlossenen Gebiet G

-

da-dn

h

=£G(axdy—aydx)=fa [V-3]

(x,y)d(x,y)

Greensche Formel in R3:

I, (fV2g — gVf)av = [, (fVg — gVf) - dA

Greensche Formel in R2:

Jo Vg =gV f)d(x,y) = [, (fVg — gVf) - dii

inR!

[(fg" —gfNdx=fg' —gf'

Faltung und Dirac’sche Delta-Funktion:

in R R’

5

Faltung

(f * 9)(x) = f f(x — £) g(6) dé

(f *9)(R) = j HE =)@

Delta-Funktion

(\/% e‘xTz) = f_w8(x) dx =1; fbs(x) dx = {

1,fir 0 € [a,b]
0, sonst

(Delta-Distribution): 8(x) = lslf(}
0,x<0
. . ([ 2 o
Heaviside-Funktion H(x) := lgl_lll(')l (Jimﬁe B ) =33 X= 0
1,x>0

fbﬁ(x) dx = H(b) — H(a)

[ 0() 8(x — xo) dx = 9(xy)

ﬁ O(F) 87 — 7o) Vs = (7o)
7ER3
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Fouriertransformation:

Fourier- +oo Rick- too Wenn f
- . :R->C 1 ” . f + fi
Transfor- f(k) = f f(x) e ¥ dx {]i 7" ltransfor- f(x) = —f f(k) e ™ dk |in x nicht M f f k) et** dike
. o fiR->C . 2w ) _o . 2 21
mierte mation stetig:

. - — A .. |Fourier-Transf. |-, oA 2.Ab- A n-te Ab-: — . A
Linearitat:  (af +bg) = af +bg |4 1 Ableitung: [ (O = 1k () [1giyng () = —k? f (k) leitung: fOk) = (k)" f (k)
Ableitung d. 2 y o — Fourier-Transf. , —— ra Fourier-Transf. 9%u 02 i(k,y)

Fourier-Trans. (f(k)) - (_lx f(x))(k) einer Faltung: (f * g)(k) = ) gk der part. 2. Abl.: a_yz = dy?
fbeschrankt: Wenn f f(x) e ~*** dx existiert (Voraussetzung fiir Fouriertransformation), dann: |f(k)| +°°|f(x)| dx

Integral im Komplexen:

Sei f(t) = a(t) + i B(t), a(t), B(t) stetig. [V f()dt = [ a(t)dt +i [ B(t)dt

Sei f(z) = u(z) + iv(z),und z(t) = x(t) + i y(t)
a <t < b die Parameterdarstellung einer sttick-
weise glatten Kurve Cin C. =Kurvenintegral:

fc f(z)dz = f:
[P u(®), y(0)y' (1) + v(x(®), y(©) X' (O] dt

f(z(£))z' () dt =

FTu(x(e), y(0) %' () = v(x(£), () y' ()] dt +

Sei f(z) in einem einfach zusammenhangenden Gebiet B < C differen-
zierbar (holomorph), dann ist das Kurvenintegral fc f(z) dz von der
Wahl des Integrationsweges unabhangig. fzzlz f(z) dz ist der Wert aller
Integrale Uiber B, die an z; beginnen, und an z, enden (z; # z;).

fc f(z)dz = fzzlz f(z)dz = F(zy) —

F(z,) mitF(2) = [, f(0)d¢

Lebesque-Integral:

Sei f[x] das Lineare Funktional f[x]

= fcd x(t) dt und x(t) € L[a, b] der Grenzwert der Funktionenfolge (x,,(t)) € C[a, b], so dass

x(t) = lim,,_, (X, (t)). Dann ist’fcd x(t) dt & lim,,_,, fcd X, (t) dt| (a < ¢ < d < b) das Lebesque-Integral.

Cauchy’sche Integral- und Ableitungsformel:

morph*). Sei z, € B.

Die stuickweise glatte, geschlossene Kurve C sei der Rand
des Gebietes B, und f(z) sei differenzierbar in B (,holo-

Cauchy’sche
f(z) = L Mdz Ableitungs- (")(z )=
B nile 2=20  |formel:

f(2)

t (-2 )n+1 dz
zZ— 2

2mi

Cauchy’scher Residuensatz:

Sei C eine stlickweise glatte, geschlossene Kurve, und f sei

auf C und in ihrem inneren analytisch, mit Ausnahme end-

lich vieler isolierter Singularitaten zj ... z, im Inneren von C:

n
i f(g) dz = 2mi ;}B:ezi f(g)

Res,_, f(g) ist der Koeff-
izient c_; in der Laurent-
Entwicklung von fum z,:

Resflz) = e

Residuum bei

Pol 1. Ordnung:

Rzezﬁ f(z) = lim (z - 20) f(2)

Residuum bei 1
Pol m. Ordnung: Res f(Z) -

z=2,

)'Z*Zodzm 1((Z 2)" 1(z))

* P(x) dx = 27 Res P(Z) P, Q... reelle Polynome  Q: keine reellen NST
Q) 4 2= Q(Z) Grad Q 2 Grad P+2 Nur z; mit Im(z;,)>0
®P(x) ( ) P, Q... reelle Polynome Q: keine reellen NST
Qo Shwdx =Im (2’“ y Res (Q(z) Grad Q > Grad P+1 Nur z; mit Im(z;)>0
=0 =
n
* P(x) X ( ) P, Q... reelle Polynome Q: keine reellen NST
. Q(x - 2=z, \Q(z Grad Q 2 Grad P+1 Nur z, mit Im(z,)>0
Q cos(x) dx = Re| 2mi ) Res R g d Im(z,)
=0 =.

2 1
f R(cosx,sinx) dx = —_f
0

iJe, z

1 <Z+Z_1
R

2

zZ—Z

2i

rationale Funktion
Einheitskreis

-1
R..
>dz G

R darf keine Singularitdt am Rand von C; haben

Sonstiges:

Komplanation y=y(x)
(Drehung um x-Achse)

0, =2m f‘fy\/ry’zdx

Komplanation £(t) € R?
(Drehung um x-Achse)

ty
0, =21 J y /3‘52+y2dt
ta

Volumen y=y(x)
(Drehung um x- und y-Achse)

—Tl'fxz 2d

—nfyzxzdy—nfx2 x*y' dx

Volumen
P(t) € RZ

—nft” 2% dt;V,

=n f;”xzy dt

Volumsintegral allg.:

by by by b. b, by . by b by
I= 2 [ [ oGy, 2) dx dy dz=[1? [29 7 sind p(r,0,9) r2 dr dp b = 22 [1° [ p(r, @, 2) 7 dr dop dz

eines Nenners (x*+px+q)%:

(x* + px + q)* =

3 +
x“+px+q

1
¢f
X +px+q

Ableitung nach  d [* ~Xa —Xa
oberer Ggrenze afa f(r) dr = f(x) IKepler = = Va + 4V +¥e) ISimpson = Xenx [yO +4(ytys + )+ 20+ Y+ ) + yZn]
Ansatz bei doppelt komplexer NST P(x) Ax + B

dx — beide Seiten ableiten nach x
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