Geometrie und Gravitation
04.03.2022

Felder auf Mannigfaltigkeiten

e 0; zeigt dasselbe Trafo-Verh. wie Basisvektoren E* = Diff.operatoren 97 bilden Vektorraum in p (Tangentialraum T,,M)!
e Transformation von Tangentialvektoren v* (Vektoren in T,,M) in 0;-Schreibweise: vt = vkaklxéna?"

Tangential-
raum . . P . . .
T,M =jv® =v' 9f imitd = P (,,Raum aller Richtungsableitungen im Punkt p“)
B;:is P
vi(p) = v'(x™) 9 . o
Vektorfeld v4 M > T,M;p = v*(p) |in einer Karte: Komponenten [Trafo Komponenten: ' (¥™) = ;Ul(_xm)
funktion *
Trafo Basis- ~ axk ~
ektoren 0 = %6,‘3 = 0,x*0{|(per Definition an der Stelle I* bzw. x; siehe vorige Seite)

Kotangential-
raum

T,M~ bzw. TyM = {wa =w; dxfl \{mit ai dxé S (Sij (,Raum der linearen Funktionale, die jedem 0" eine Zahl zuordnen”)
——

Kobasis.

Kovektorfeld

WM > T,M™;p > w,(p) |ineiner Karte: §Wa(p) = w;(x™) dx [Trafo duale Komponenten: (&™) = Z—’;wl(xm)

Trafo Ko-Basis-

. . i 0% i S .
totales Differential”|d%, = idx'; = 0, %" dx'; (per Definition an der Stelle X" bzw. x{*)

feld

Vektoren axk
aj..ar i1y rom
¢ @)=t c
aj..ar r ap..ar . . bq...bs J1-Js
M- PP .
Tensorfeld by e M > QTM; p =t )] (p) |in einer Karte: Komomenien
funktion
2iy ozl oxir axl1 dxls P
Trafo Tensor- Ll cgmy — m my ., m my pk1kr e m
A R D R e G I ey G R PR G CAD)

Trafo:r mal kontravariant Trafo:s mal kovarinant

Koordinaten

-kovariante Ableitungen d,,

Gradient eines
Skalarfeldes
70 > T30

Sei F: M - R; p — F(p) eine skalare Funktion auf der Mannigfaltigkeit M.
Sei f die dquivalente Kartenfunktion f(x*), die den Kartenkoordinaten x*(p) denselben skalaren Wert zuordnet wie F(p)

Die Ableitung : C* - T%(also Ty? - 77°), angewandt auf F ist der Gradient des Skalarfeldes F.

Kobasis
—
(1) 0, wird konkret in den Koordinaten einer bestimmten Kobasis berechnet: 0,F = dx,, 0;f =

d; leitet die skalare Funktion f(x*) nach x* ab, und ordnet das Ergebnis dem jeweiligen i-ten Kobasisvektor dxﬁl zu.

(2) Esist egal, in welcher Karte (in welchen Koordinaten) der Gradient der skalaren Funktion gebildet wird; das Ergebnis

(rtcktransformiert auf die Mannigfaltigkeit) ist immer gleich (gilt nur fir skalare Funktionen). LF .

Beweis: dx, 8,f|0; = 0,20, = 0,F = dx} 0,58, f =" (8,&' dx5)d,f| 0,%' dxs = d¥, = dxl0.f = d%.d,f

Gradient eines
Vektorfeldes
7 - T

90" = 0,(v'd?) beibniz (8,v)al + ui(aaa}’)| 9,0P = 0, weil 87 Basisvektor = |8, v" = (9,v")a?

Differenzen-
|, tensor”
(Christoffel-
Symbol)

Es ist nicht egal, in welcher Karte (in welchen Koordinaten) die koordinaten-kovariante Ableitung eines Vektorfeldes gebildet
wird; die Ergebnisse (riicktransformiert auf die Mannigfaltigkeit) sind unterschiedlich.

0,v" = 0,(0/07) =" (0,9) 37 + 9/(0,07)| 9.7 = 0,0, weil 7 Skalar
0,0" = 3,037 +9/(2,07)| 970} = v* = 0,v" = ,v° + 9/ (8,07 )| 7 = G0y

Leibniz =

9, 0" = 0,v" + v/ (5[1(5196"0,?)) = gv’ + 9 (6(1(51-96")6,? + 8xk aaa};) 8,02 = 0, weil 8% Basisvektor
0,0 = 3,0 + 99, (3,°)0P| 0,(3x*) = 3,(3x*), weil (%) skalar
d,v" = d,v" + ﬁféa(éjxk)a_ﬂ b = 9,8mdk = d,v" = d,v" + ﬁf@(@-xk)akfmgﬂ 3, « dxt 9,
8. v° = d,v" + ¥ dx’ §,(8.x%)a, %82 | ¥/ = v¢ dx’ (Dualbasis ,erzeugt” Koord.) 0%xk ax™\ . ;
. b 5 by e a~j[(i[ ")bk" "mlk Zm ‘ 7777777777%77,,,,7—7> Fbca: x¥lox] azdiédié
0,v" =0d,v" +v°- [dxc d%, 05 - 9,(0,x") - 0,% ] — 0x'ox) dxk e

2 kovariante, 2x Kobasis

1 kontravar.

= (9 = 9" =T"ev° =

d,v" = d, v’ + TP v°

Wechsel

Das Kristoffelsymbol I'? ., ist kein Tensor, da es nicht wie ein Tensor transformiert.
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Aligemeine kovariante Ableitungen V,

Allgemeine
kovariante
Ableitungen

V. Tp - 57::_11 Jede kovariante Ableitung, die folgende Eigenschaften erfiillt (es gibt viele):
a..ap ai..ap a;..ap a.ap . a;..ap aj..ap
Linearitat: (1)2) Vo (67,7 + 8337 ) = Yty 7 + Vasy 7 ()0) Vo (2,0757) = AV,t," )
G g ai..ap ai..ap a.ap aj..ap aj.. up aj..ap
Leibniz: (ii) Va( by..bg Sbl...bq) (Vutb1 bq) by..bg + t (Vusbl...bq)

Kompatibilitat mit d,, bei skalaren Funktionen: (iii) V,f = aaf = 0,f;f € C*(M) Satzvon Schwarz: (iv) V,V,f = V,V,f
V,, ist vollstandig bestimmt durch sein Wirkung auf Funktionen (koordinatenunabhangig) und Vektoren (koordinatenabhangig)
(Die allgemeine kovariante Ableitung beantwortet die Frage , wie dndert sich der Vektor in beliebiger Richtung in Bezug auf die
gekriimmte Mannigfaltigkeit?”. Sie liefert also eine Aussage (iber die Krimmung.)

Diff.tensor C”,

Differenzentensor C”m: i(V -V )’ =Cl v = V0 =V,0 + CPv° ‘Koordinatendarst.: éC”m =dx}(V,-V,)d!

Cb ., ist algebr.

(iii)

(i)b): (Vs —V)(fvb) (\7 -V )f v+ (Vo =V )v?| (Vo—V)f =

0=|(V. = V) (") = (V. - Vo )v" |V

Riemanntensor
(Wirkung von
[V, V,] auf
Vektor v°¢)

Derivation!
ﬁasisur:(ab- €l =Cly|Bew.: €y = dxl(V, — V,)0} .. (1); Cry = dxL(V, — V,)0} = dxi(V, — V,)(9;x78})| 9;x ist skalare Fkt.
angigkeit - . o (1)
von C? . CPeq = dxi0ix!(V, — V,)8) = dx/(V, - V,)d) = C’, m
y " Sei w,,,: M — T,,M~ ein Kovektor. Dann gilt: (Va - Va)wm = —CpaWe = Vow,, = Vow,, — CCuW,

Wirkung au Leibniz ,— ~ =
Kovektor W € €7 = (T, — V) w,v®) = 0 s (T, — Vo )wev® +w (T, — V. )v¢ = 0 = (T, — Vo)Wt + w, L™ = 0

[(Va — Va)wm +w.C* ma] m=0= (Va - Va)wm +w.C,,=0= (Va - Va)wm =-w.C, .|

~ =  Gi) = 0.
. Cbta = Cbat Bew.: Vavbf = Va(vbf) 5:0 Vavbf - Cmbavmf (1)
Symmetrie — - analog . (iv) .
von Cbca V \% f - bvaf C; abvmf = Vavbf_c abvmf"-(z)
v be Vb af O —CMy Vi f+C" Vi f = -C"y+ €My =0=C"y =C"y

krimmungs-  11Va V,]v¢ = R gqpv%| mit [V,,V,] # V,V, — V,V, Koordinatendarstellung: R° ., & dx}[V,,V,]df
tensor a.k.a Leibniz

Bew.: [V,, V, Jv¢ = [V,, V,](v/9f) (Vo V,1v)0f + v/ [V,,V,]10f

Ve, VoJv© = ((Va¥, =V, 900! ) 0F + v/ [V, V10 = (VoV,v) = V,9,0)0f +v/[V,,V,10f =
[V, V,]v¢ = (vavb_uf —V,Y,v)0f +v/[V,,V,10f = v/[V,,V,]0f|v/ = vidx) =
[Vavvb]vc = Uddxé[varvb]ajc = REdabvd u

(lv)

Antisymmetrie

Vo, VyJv¢ = Rv? = [V, V,]v° = =Ry, = |Rcdabvd = _Rcdbavd|

Eigenschaften

Ropea = —Rpaca = —Rapac = thabl

Algebraische

Derivationen

Algebra

Eine Algebra (4,") ist ein Vektorraum A mit einer bilinearen Abbildung (Produkt) - hier symbolisiert durch den Punkt
-: A X A > A. Beispiel: R® als Vektorraum mit dem Kreuzprodukt ist eine Algebra.

Derivation

Eine Derivation ist eine lineare Abbildung A — A, die die Leibnitzregel befolgt: D(a - b) = Da-b +a-Dbmita,b € (4,").
Der Raum der Derivationen ist ein Unterraum aller linearen Abbildungen: Der(4, A) € L(A4, A).

Derivation ist
ein Vektorraum

Beweise: Der(4, A) ist ein Unterraum von L(4, A), und daher ist auch Der(4, A) ein (abgeschlossener) Vektorraum :

= z.Z: wenn Dl,D2 E Der(4, A), dann ist auch (D; + D,) € Der(4, A), d.h. dann ist auch (D1 + D,) linear
o (D, + D)@ b) "L Dy(a-b) + Dy(a-b) “L (D,a)-b+a-Db+ (Dya) b+a-Dyb =
e (Dja+D,a)-b+a-(D;b+D,b)=a-(D;+D,)ab+a-(D;+D,)bm

= Damit ist Der(4, A) ein Unterraum von L(4, A) und somit ein Vektorraum

Derivation ist

Mit dem Kommutator [D;, D,] als Produkt ist Der(A) eine Algebra: I(Der(A) ,[+]) ist eine Algebra,
Bew.: Zu zeigen ist [.,.]: Der(4) X Der(A) — Der(4) < [Dy,D,](a - b) erfillt die Leibnitz-Regel.

Lelbmtz Leibnitz
D;D,(a-b) Di;(D,a-b+a- Dzb) = D,(D,a- b) + D,(a- D,b) —

eine Algebra D, D,(a-b) = D;D,a-b + D,a-Dib+ Dya-D,b+a-DD,b...(1) =

mit dem D,D,(a-b) =D,Dia-b+Dya-D,b+D,a-Db+a-D,Dib..(2)

Kommutator 1 \(a-b) = D,D,(a" b) - D,Dy(ab) ==

[p's Produkt 1p "D,1(a-b) = (DyDya- b + Dya-Dyb + Dya- Dyb +a-DyDyb) — (DyDya- b + Dya - Dyb + Dya - Dyb + a- D,Dyb)
[Dy,D,1(a-b) = (D;D,a*b— D,Dya-b) + (a*DyD,b — a-D,D;b) + (Bra=Bzb—PBra-Bsb) + (Pza=Drh—DBza~Db)
[D,,D,](a-b) =[Dy,D,]Ja-b+a-[D,,D,]b m

Innere
Derivation

Eine Derivation D € Der(Der(4)) (,sozusagen eine Derivation zweiter Ebene”), die auf eine Derivation D € Der(A) wirkt, so
dass D: Der(A4) — Der(A), heilt ,innere Derivation”. Weil das Produkt der ,,normalen” Derivationen D € Der(A) der Kommu-
tator ist (siehe oben), definieren wir D; * D, & [D,, D,]. Es muss fiir eine innere Derivation D genauso die Leibnitzregel gelten:
D(D, * D,) = D(D,) * D, + D, * D(D,). Dies ist erfllt, wenn D(D,) & [D, D, ].

Leibnitzregel =
Jacobi-ldentitat

f

Die Leibnitzregel D(D; * D,) = D(D,) * D, + D; * D(D,) kann daher wegen D, * D, & [D,, D,] geschrieben werden als
[D, [Dy, D,1] = [D, D,] + [Ds, [D, D,]], bzw. mit der Substitution D — Dy; Dy — Dy; D, > D als

[Dy,[D,, D3]] = [[Dy, Do, Ds] + [D,, [Dy, D5]], was als Jacobi-Identitit bekannt ist

Bianci-ldentitat

Im Fall von D = V,, lautet die Leibnitzregel [V, [V}, V.]] = [[V,,V,],V.] + [V}, [V,, V.]], was als Bianci-Identitit bekannt ist

© www.gold

silberglitzer.at helmut@goldsilberglitzer.at




Darstellung der Bianci-ldentitdten mit Riemanntensor

Wirkung von
[V, V,] auf
Kovektor w,)

c: ) d (iv) _ Leibnitz d B . . u
w,v€ ist skalare Funktion = [V, V,](w,v?) = 0=—= [V,, V,lw v 4+ W, [V, V,]v¢ = 0|[V,, V), ]v¢ = R 4,V

1 ced
[Va, Vo Iwav® + wR® 40 = 0= [[Vy, Vplwgv® = —RC 40y wov?]| 5 = |V, V) W, = —R? i [V, V, V.= =R, Vg

Wirkung von
[Val [Vb' Vc]]

[Va' [Vblvc]]f = [[Valvb]Jvc]f + [Vb'[vaﬁvc]]f =
Va [Vblvc] f - [Vblvc]va f = [VaJ vb]vcf -V, [VaJ vb]f +V, [Varvc]f - [VaJ Vc]vbf =

Jauf Funktionen =0 =0 =0
— 1. Bianci- _[Vblvc]vaf = [Vavvb]vcf - [Vul Vc]vbflva = W, = _[Vblvc]wa = [Va' Vb]wc - [Va' Vc]wb”varvblwc = _Rdcabwd
|dentitat in _Rdabcwd = Rdcabwd - Rdbacwdl: Wq = _Rdabc = Rdcab - Rdbac = Rdabc + Rdcab - Rdbac = Ol - Rdbac = +Rdbca
R, R4 + Ry + Ry = 0| ... 1. Bianci-Identitat

[Va' [Vblvc]]vd = [[Va' vb]'vc]vd + [Vb' [vaﬁvc]]vd =

[Va' [Vblvc]]vd = _[Vc' [Vaﬁvb]]vd + [Vbn [vanvc]]vd (1)

[Va' [Vblvc]]vd = Va([vbnvc] vd) - [vvac] (Va Ud)

Va(R%mpcv™) Tg
(VaR% V™ 4Ry (Tav™  _gm,, TdyRd, M
+R™M Vi =Ry Vg v

Wirkung von [Va, [Vb.VC]]vd =V R, pV™ +RENB + R, V, 19 —RE___pit
[Vav [Vblvc]]
lauf vektoren [V, [V,, V1Jv? = V,RY 0™ + R™ Vv .. (20) @ = ;b > a; ¢ > b =
- Zweite V., [Vo, Vp]Jvt = VR oy v™ + R™ 0y Vv . (2b) c & b =
Bianci-ldentitdt [v, [V, V ]|v? = V,R%,,.v™ + R™ 0 Vvt ... (2)
in V"'Rdmbc (Zabc) in (1) = VaRdmbcvm + Rmabcvmvd = _chdmabvm - Rmuabvmvd + Vdemacvm + Rmbacvmvd

VaRdmbcvm + Rmabcvmvd + Rmcabvmvd - Rmbacvmvd = _chdmabvm + Vdemacvm

VaRdmbcvm + Rmabtvmvd + Rmcabvmvd + Rmbuavmvd = _VcRdmabvm + Vdemacvm

VaRdmbcvm + (Rmabc + Rmcab + Rmbua) vad = _chdmabvm + Vdemacvm

=0 (Bianci 1)

VaRdmbcvm + VcRdmabvm — vadmacvm = Ol - Rdmac = +Rdmca

VR ppe?™ + VR 0y v™ + VR v =0 | 2. Bianci-Identitit. Achtung: V,R%,,,.v™ = (V,R% V™

Parallelitat und Parallelverschiebung

Gegeben sei eine Kurve y:x™(t) und ein Vektorfeld vi(x™).
Vektoren des Vektorfeldes entlang der Kurve y werden daher beschrieben durch vi(x™(t))
Tangentialvektoren an die Kurve werden beschrieben durch ui(t) = %i(t).

Die Anderung von vi(x™(t)) in Bezug auf t ist der Vektorgradient %vi(xm(t)):

vt avt  avt\ Y ) ov' . vl ., ' .3 u
(ﬁ Py ﬁ\ L @OV /ﬁx (O + %0 + 5% (t)\

9 5o AV, oy > R 5 2 2 2 . 2, 2 2,

SHER) =@ ¥ = DIE) E0) =] 2| (0] = | Lo+ ZeO+ 500 | =
Parallelitit des °¢ 0% rechet— ox’ ox7 Ox “3 ox ox ox

b :‘;lec‘};et aw® v avd x°(t) v’ e, 5 w3
ettun, —_— — —_— —_— —_— _—

Vektorfed.esv 9 poriliewe Rl o0 X (B + 5% + %)
entlang einer a]. vix™m(t)) a] vi(xm(t)) )'(f(t)
Kurve y 4 . » » . I . . . . mit Basis '

Ev‘(xm(t)) =0; v'(x™ () ¥/ (t) %/ (¢) &= ui(t) :Zv‘(xm(t)) =0 v ()W (@) = (ufal-) vix™(t)) ———

T . . s . : : . ) ; ) )

E(v‘@{l) =wo,(v'of) = u's/9;(viaM)|6! = af dx) = E(V‘B{l) =u'd) dx) 0;(v' 8f") = u9,(v' 8f") Abkiirzung

L (VI9F) = uP(@,v'0f +v'0,07)| 0,07 = 0 = - (vI9F) = uPB,vIdf = uPa,v"

Vektorfeld v” parallel zur Kurve y < uaaavbly = 0 ... Koordinatenabh. mit kovarianter Ableitung, die zu Koord.system gehort

!
Daher koordinatenunabhangige Verallgemeinerung: Ersetze 9, —» V,= I\/ektorfeld v? parallel zur Kurve y < uaVaV”Iy = OI
! -
(Bedeutung von [u®V,v? |, = Of: ,Anderung des Vektorfeldes v auf Kurve y in Richtung der Kurventangente u gleich Null*)
Wir wollen nun ein Vektorfeld konstruieren, dass diese Parallelitdtsbedingung erfullt.
1 ~ . . .

0 = uV,v? = ud,v’ + u(d, — 9,)v? = ud,v’ + uT? v = ('), (v/8P) + u(8/ T/, dxldx})ve
barallelver- 0 = u' (9700 + TV, (vedx)(udxy) 9 = u'ov/a) + TV viul af = (X'9v/ + TV, vF&D) = x'0,v/ + TV vii!

d id J s L s ! d -~ Lo . . . .
lschiebung L& vE =W 4+ T g vE = 0| = ‘Evl(t) + B/, (6) vE(t) = 0mit B/, () = IV, %'() und IV}, = IV (x™ (1)),

dt dx!
Entspricht Schrédingergleichung = Zeitenwicklungsoperator U(t): vi(t) = ﬁi,- () v/ (0)

O+ B = 0] = 0%, v (0); = 07, v7(0) = 07,97 (0) + /0%, v"(0) = 0| :vm(O)z’iﬁjm + 1,05,

0

Autoparallele

Eine Kurve y ist autoparallel, wenn ihr Tangentenvektor u’ entlang der Kurve y zu sich selbst parallel bleibt; d.h.:
VT xvE = 0vE = uk = x5 v =k = g = % 4 T xRkl =0

Kurven ;
Problem: Welche Ableitung V,, mit zugehorigem I/, ist die ,richtige“? = Abstandsbegriff (Metrik) wird benétigt!
Eigenschaften: (i) symmetrisch: g,;, € T: gap = Gpa (i) invertierbar: g% € T2: g% g, = §¢
. (iii) invertierter Metriktensor ist ebenfalls symmetrisch: g4’ = g»¢
Metrischer . : - w, )b 1 Ly = b. b 1. b — ba
T Mit der Metrik kann man ,Indexziehen“: v° € T* - v, € T1: v, = g, Vs W, €T, D w” € TH:w” = g”"%w,
ensor g,

In Koordinatenbasis des Punkts g, (x/) = g,,0200; u,v =0,1,2,3,4
In jedem Punkt 3 Basis EgE/?, so dass gabE(‘fE/? =Nap = diag(—1,1,1,1) (Die Komponenten 7,z sind die ,Minkowski-Metrik”)
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\Wahl der Para-
lellverschiebung
(,,welches V.?)
— Levi-Civita-
Ableitung

Forderung: Wenn ich zwei Vektoren v%, w® entlang einer Kurve y parallel verschiebe, soll sich das innere Produkt g, vew?
zwischen den Vektoren (i.e. der Winkel zwischen den Vektoren) nicht andern. D.h.: Der Gradient des inneren Produkts

Japv*Ww? in Richtung der Kurventangente (u°V,)u’ soll Null sein. =
Leibniz

0 = uV,(gapv w?) “E U (Y, 900 WP + U gy (Vo IWP + g, v° (Vo)

! .
0 = u(V.gop) VW’ + uV 0% - wP gy, + uV.w? - v4g,,| v, w parallelverschoben= uV v* = 0, u°V,w” = 0

!
0 = u°(V,gup)v*w” Yu,v,w =Wiahle V,, so dass[V,g,, = 0], Levi-Civita-Ableitung” mit kovariante Konstanz der Metrik

Einzigartigkeit
der Levi-Civita-
Ableitung

Sei V, eine beliebige kovariante Ableitung und V,, die Levi-Civita-Ableitung, so dass V,g,. = 0. Dann gilt:

Vagbc = vagbc - Cmbagmc - capm = =0= Vagbc =C™" baGme T cr cabm = Vagbc = Cepa + Cbca (1)
a—b;b-c;csa=Vyg.,=Chp+ Coap - (2)|a—>b b—cic—a= V.gu = Chac + Cape - (3)

El) + (Z)N_ (3) :: vagbc + vbgca - vcgab - cha + Cbca + Cacb + Ccab Cb(lCN al)clczyz = CXQ/
Vagbc + ngca - chab = Ccab + ébca + éatb + Ccab - ’ébta - éacb = ZCcab = Vagbc + ngca - chab| . gdc

- = = 1 — po —
chab = gdc(vagbc + ngca - chab) = Cdab = Egdc(vagbc + ngca - chab)‘ (4)

~ = = = (4) = -~
Ann.: V, wire auch Levi-Civita= V, g, = V), gee = Vegay = 0=C%, = C%. = 0= Y,9,c = Vo gpe = V.=V, =
Es gibt nur eine kovariante Levi — Civita — Ableitung V,, so dass Vg, = 0|

Stromlinie und Flussabbildung

Integralkurve

Sei £ = £(x™) ¢ ein Vektorfeld und y eine Kurve mit der parametrisierten Darstellung x™(t). Hat die Kurve y die Eigen-
schaft, dass ihr Tangentenvektor x* = x'(t) d;* in jedem Kurvenpunkt mit dem Vektorfeld Gbereinstimmt, nennt man sie

Integralkurve: |x'(t) = £!(x™(t))| Bei gegebenen Anfangsbedingungen ist die Integralkurve in der Umgebung des Anfangs-

punktes eindeutig.

Flussabbildung

Bei gegebenem Vektorfeld §* = £i(x™) 8¢ gibt es also in jedem gewahlten Anfangspunkt x(0) £ x} genau eine Integralkurve]
x'(t) = £ (x™(t)), tber die dieser Punkt in den Punkt x(t) "transportiert" (abgebildet) wird. Die Gesamtheit aller Integral-

kurven durch die Punkte eines Bereichs erzeugen daher eine Flussabbildung |¢E(p) ip— & (p);xt e dL(xk) = xi(t)|

wobei x'(0) = x’ (,Anfangswert“). Es gilt (innerhalb einer hinreichend kleinen Umgebung &):
dr + s = brys © (D5 (x™) = by (™)
Beispiel: Radiales Vektorfeld |fi(xm(t)) = xi(t) i(t)| = %! — x! = 0; char. PolynomderDGL: A —1=0=>1=1=

Ansatz x'(t) = Cle™ = Cle|x'(0) = Cle® & xj = €' = x} = x'(t) = xbe' = ¢L(x) = xbe’ = |PL(x™) = x™e’

Lie-Ableitung

S

Lie-Ableitung

feldes
(,Stréomungs-
ableitung”)

”

f,
eines Skalar- f,(x™) = f(x™) + tLe f(x™) + 0(t?), wobei L¢ die Lie-Ableitung darstellt. Somit: Lg f(x™) = %f(xm)L:

LefGem) = 26| 2 LH@iem)| = 9l £aiam],_, = 0 (™ KOlemg = [Le ™) = £ G 3, )]
X(D)|¢=0 Ek(xm)

Die Lie-Ableitung Lg f(x™) liefert also die Information dartber, wie sich die skalare Funktion f ein infinitesimales Stiick dt

ei ¢ = EH(x™) 07 ein Vektorfeld und ¢, die zugehérige Flussabbildung. Weiters sei f(x™) ein Skalarfeld. Dann ist
(x™) f(d)é(xm)) ...(1) die um t transportierte Funktion. Dann lautet die Reihenentwicklung um t = 0:

in Stromungsrichtung” des Vektorfeldes £ verandert.

S

portierende Vektorfeld und 1. (x™) die Flussabbildung des zu transportierenden Vektorfeldes, so dass

ei &% = &i(x™) a7 das Vektorfeld der Transportstromung und ¢, die zugehdrige Flussabbildung. Weiters sei n® das zu trans-

n'(x™) = %1psl(xm)|szo ... (1) Wir definieren nun |1/35’(xm) def q>‘,[(1[)5"(¢’§(x"‘)))| ... (2) Anschaulich: Der Punkt x™ wird mit

e

Lie-Ableitung

feldes

¥ ein Stiick t entlang der Transportstrémung verschoben (z.B. ,nach rechts) , von dem neuen Punkt dann mit 1! ein Stiick s

(z.B. wieder ,,nach links*). Der,,R[]cktransport” X, gewihrleistet, dass P (x™) = x'. Wir definieren:

7'(e™) = 9, bl (y:gm(q»t(xm))) MP@ECN) = (7' G™ = 3, $L(PEC™) 0P (P )] (3)

Anschaulich ist 7' das unter der Strémung ¢, verénderte Vektorfeld n'.

eines Vektor- ‘Damit definiert sich die Lie-Ableitung Lg zur Transportstromung ¢ wie folgt: Lg n'(x™) = %ﬁ‘(x"‘)L:O g
Len' G™) = 5219, OL(of G™) m @E G|

Len' (™) = 50, oL (GE G™)  mP @E )| _ +8, oL@ ™) S @E G| _ |50, =9, 5
Len' (™) = 9, 0L (@E ™) nP (@G| _ +0, Lo ™) atnr’(<1>';(xf))|t=0|q)t(x"o=q>k(t.xm>
Len' (8™) = 9, 5 ¢! (=t ¢ (6, 2™) nﬁ(¢c(x1))| + 0, L (PEG™) S (@ (6 x|

Len' (™) = 3, [~ (=6, 66 ™) + 0, &' (= B 6™ - 66 xD] - P GEGED)]_,

Lgn' (™) = 9, [=dL, (0F (x™) + 9, dLe (b (x™) - & D] - n? (P )] _,

Len' (™) = =9, g (s ™) n” (@5 (/) + 9,9, $o(s (x™)) o () 1” (D5 () + 0, o (™)) I ¥ (95 (x)) b (/)

ntlang des zugehorigen Integrallinie des zu transportierenden Vektorfeldes (z.B. ,nach oben”), und dann mit - t wieder zuriick

TG = 2BEmM| 2T = 2 6L WG| =0, ¢l (@h™)) - 2wl @Ee)| =

PFG™)
at P

t

+0, PL(OF (™) - 9, 1P (P (6, x0)) - b (e, x| _ [ 0 (6, x™) = (2™

+0, GLe (b ™) - 0, 1P (DEG) - )| _,

A C)) = xt £9(xD (C2)) xt (CORETIC)!

© www.goldsilberglitzer.at -4 - helmut@goldsilberglitzer.at




Len' (xF) = =0, ' (M) P (x*) + 8, 0,x" E1(xD) P (xF) + 9, x" 9, P (x*) §9(x))
5 3
Len' (x*) = =0, &' (M) nP (x%) + 0,6, 91 (xD) P (x*) + 850, 7P (x*) £9(xT)

7,0-Tensors

=0

Lie-Ableitung |L5n‘(xk) =&1x*)- 9,0 (x*) =P (x¥) - 9, E‘(k)loder kurz:|Lgn' = (£99,)n" — (npa,,)fl|... in Koordinaten
eines
Vektorfeldes Mit Basis: Lgn'0f" = £70,n'0f =0 9,¢'0f = |Len® = £9(9,n") — 0" (9,")
(Fortsetzung) Betrachte analogen Ausdruck: Len® = £°(V,n%) — n°(V,%) .. (4)|[V,n® = (V0% + C%,n°); VpE® = (V,E% + €%, E°)

Len® = EP(Vpn® + €% yn) = P (VpE® 4 C%pE9) = EPV,m* — PV, % + £ C% n° — nbcacbfc|cacb =C%:

Len® = EPV,nT =0V, 4+ £0C =" €988 = EPVmT =PV, + £0C 4  — €% 8¢

bec =0
@) , ~ ~

Len® = PV,n* —nPV,E% = (EVn® — (V)¢ = (EV)n* — (nV)é?|... (1) ... unabh. von V, unabh. von Koordinatensystem

Le(wwy) 2 Levew, + voLew,| Le(wowy) 5T @,)(vowa) “E (€9, )v0w, + 00V, )w,

EV)Vw, + vA(EP Y)W, = Levtw, + voLew, |Lv® = £PV,v¢ — 1PV, e
Lie-Ableitung E VW, + vV Iw, = (€, 00 — 0PV, ED W, + viLlew,
cines BV IVW, + v EV)IW = (€77, W, — 0P (V, EDW, + v Lewy | — (BV,)vw,
Kovektors v E VW, = =1 (V,EDw, + veLew, = v (EV,)w, = =1 (V,EDw, + vLew, =

v (E VW, + 1P (V,EDW, = v7Lew, = v (EV,)w, + v (V,Ew, = vaLiwa|: e

ach
Lew, = PV )w, + (V.EDw,, = EVIw, + (VEw, | ... (2) ... unabh. von V, unabh. von Koordinatensystem
13
Le(T,pv*w?) Lelniz LTy WP + TppLevw? + TabvaLEwb| Lg(Topv*w?) ablskatar &V (Tyv*w?)
. links Leibniz
EVI(Tpv*w?) = LTy v*w? + Ty Lev*w? + Ty v Lew”|
. ) ) @

Lie-Ableitung (£°y )T,,, v%w” + T, EVIV W + Ty v EVIW? = LT, v W’ + T, Lev w? + T, voLew” =
eines

EVITv WP + Ty, (EVIVW? + Ty v EVIW? = LTy v WP + Ty (V0 — vV EDWP + T, v (EV W2 — wPV,E9)

EV T WP + Ty, €V vwP =L T WP + T €V 0 WP — Ty EV 1 WP — T WPV, ¢
EV Typv*w? = LTy v w? — Ty 8V, 0 w? — Ty vow?V, 89 (viw?)

EV, Ty = LeTop — Tapé V. — TV 80 = |L§Tab =&V, Ty + V, ET,, + VbSETaC| ...(3) ... unabh. von V und Koordinantensys.

Geodatische (autoparallele) Deviation

Motivation:
Freifall-
deviation

Motivation: Wir betrachten eine Schar von Koérpern, die (nebeneinander) Richtung Erdoberflache fallen. Sie fallen alle Richtung
Erdmittelpunkt, daher gehen die Bahnlinien nicht nur ,parallel nach unten”, sondern die Kérper bewegen sich wahrend des Falls
auch aufeinander zu. Nach Newton kann dies beschrieben werden mit F = md = mal?'|ﬁ = —mVD = —mVd = m5?|: m
%=V = il —0;D. Die Ortskurve eines fallenden Kérpers kann mit dem Parameter t (der Zeit) parametrisiert werden:
#i(t) = — 8;D(t). Wir betrachten aber eine Schar von nebeneinander herunterfallenden Kérpern, die alle jeweils eigene Orts-
kurven haben. Um dies darzustellen, brauchen wir einen weiteren Selektionsparameter s, mit dem wir die betrachtete Freifall-

kurve auswahlen: ¥i(t, s) = —'d(x™(t,s)) ... (1). Dass sich die frei fallenden Kérper aufeinander zubewegen, kann man mit
axi(t,s)
as

einem Fluss darstellen, der durch ein (lokal betrachtet horizontales) Vektorfeld Ei = ... (2) reprasentiert wird (d.h. wi
5=0

selektieren ein bestimmte Fallkurve durch die Wahl von s = 0 und betrachten, wie stark und in welche Richtung der Kérper ,,zur|
Seite” abgelenkt wird).

Geometrische

Da Korper ,,auf dem kiirzesten Weg* fallen, entsprechen die oben beschriebenen Freifallkurven Autoparallelen. Zur Erinnerung:

Eine Kurve ist autoparallel, wenn der Tangentenvektor u! entlang der Kurve x! zu sich selbst parallel bleibt; d.h.: ,

(wobei V, die Levi-Civita-Ableitung ist mit V, g, = 0). Es sei nun u® das Vektorfeld, das die (geradestmaglichen) Fallkurven
x!(t, s) beschreibt, und £ das Vektorfeld der Stromung, welche die (horizontale) Deviation beschreibt )mit ¢, als zugehériger
Flussabbildung). Da die Fallkurven geradestméglich sind, sind die beiden Vektorfelder nicht unabhangig voneinander, und es
gilt: . Anschaulich: die ,waagrechten” Strémungslinien, die die Vektoren beschreiben, welche die horizontale Ande-
rung der Freifallkurven darstellen, andern sich (in Richtung der Fallkurven) nicht.

L% =0 = (W) — EVu’ = 0 = uV)E* = EV)u’|(uV) - = uv)*¢* = wv)((EV)u?)

Leibniz

Deviations-  {(uV)?&% = (uV)(EVu®) WV)EV, ul + EutV, vV ul| V,V.u — v, Vus & R, ul = v,V .u = V. V,u + R 4.ub
|eteichung WV)?E¢ = (uV)EV, u® + Eut(V Vu® + R 5.ul) = WV)EV, us + EutV, Vu® + EUtR, 4oul ... (1)
1

NR: udV, ul = 0 = V,(uV,u) = 0 = V,u’V,u’ + uV,V,u® = 0 = ulV,V,u’ = —V,ulV,u® =

WV)*¢* = WV)EVu® — EVau'Vau® + EuR g u” [R% 0. = —R%q

W6 = V) §V ut — £V uVu — §utR?)u”

c—d &v) Rpcqubudgc

V)28 = WV)EW,u® — EV)ulV,u® — R qululéc

WV = (W) = EVU)Vau = Rpequ’uE|(uV)§? — (§V)u = L,6* = 0

(uV)2E* = =R, uPutéc = |(uV)2E® + R%, uPuéc = 0]... (3) Geoditische Deviationsgleichung

bed bcd

Der gesamte Fluss des Gravitationsfeldes § durch eine geschlossene Oberfliche entspricht der eingeschlossenen Masse (als
Newt Quelle des Gravitationsfeldes): gﬁavjdﬁ = —4nGMeingeschl, = —47G fv Pm dV ... (4) Das negative Vorzeichen kommt daher,
Gre:illig;on dass Masse anziehend wirkt; die Feldlinien zeigen zu den Massepunkten hin (in das Volumen hinein). Mit dem Satz von Gauss
als Poisson-  :kénnen wir die linke Seite von Gleichung (1) auf ein Volumsintegral umschreiben: gsavg’dff = fV V- gdv .. (5). Setzen wir das
|gteichung in (4) ein, erhalten wir: [, V-Gdv = —4n f, pmdv = V-G = —4np,, ... (6). Die Gravitation ist ein konservatives Kraftfeld,

somit gilt: § = —Vd ... (7). Eingesetztin (6) = V - (=V®) = —4mp,, = [AD = 4mp,,|...(8)
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Einstein-Gleichung

Versuch einer
Einstein-
Jgleichung mit
Ricci-Tensor
(Einstein 1913)

3 (t ) 9 .i D ... 9
XL :> &= gxl(t,s)h:0 =&= —ga‘r:b(x'"(t,s))L:o

axJ) (t s)

(@) = ¢ =209)
&= —6‘6 CD(xm(t s))

R%,qulud = 099, = R“badu ud 299, = Ry ulut = rd 2 4npm|m = RpuPut = 4nT, ubu

Rpq = 41Tyq|52% :> M ... (9) mit Ty, ... Energie-Impuls-Tensor, und [R,4 ”i Rabad ... Rici-Tensor.
Problem: Wegen lokaler Energie-Impulserhaltung muss gelten: div(T,,) = V4T, =
Wegen (9) misste dann aber auch gelten V4R, = 0, was aber im Allgemeinen nicht zutrifft. Wir suchen einen ,Ersatz” fir R,

% d(x™(t,5))]s=0

vglmit (3)
_

l@s

B (:Zﬁéi =—0'0; d(x™(t,0))¢) = .;f'i +0'9; d(x™(t,0))¢ = 0

Bianci 2: VoRP b + VeRP gap + VoRP goa = O|RP gapy = —RP gha = VaRP goe — VeRP gpa + Vo RP goa = O|RP yeu = —RP e
VaRP goc = VeRP goa = VoRP gac = 0[p = b = VaR® guc = VeR” g = VHRY o = O R goe & Ryoi R? 1y Ry

VaRge = VeRga = V' Rygac = O|Rpgac = —Rypae = VaRge = VeRga + V' Rgpac = 0 = VoRye — VeRga = =V Rypac| g™
9" VoRge = 9"V Rgo = —g"VP Rypoe = VPRye — VR, = =VPR b |b > q = VIR, — VR, = —V’R, %, =
ViR, — VR = —V’R,, (mit skalare Krimmung)=> VR, + V’Ry, = VCR|H VR, + V*Rye = VR

2VRye = VR = VORqe = 2V,R = VoRy — VR = 0| Vo= g, V*= VIR, — 1gmvuR = 0| g,,V*R = Vg ,R (Lev.Civ)

VaR V gca =0=V* (Rac_ Yac )

= wir wollen analog zu (9): M ..(11) Bestimme a: In Metrik 0,z = diag(—=1,1,1,1): uqu® =y (_E)y (E) =

c->b= IV Ggp = 0mit Gy, & Ry, — %gale ...(10)... Einstein-Tensor

Impuls-Tensor

v v
1
uu® = y2(—c? + ¥2) = —y?(c? - v?) = — — 2(c -2 = = 1;2 (2 -7%) =—c |c =1=uu*=-1..(12)
r2
. 9 p» (12)
Einstein- Wenn nur Materie: Ty = pUgUp = Rgp = 4Py | - uu? = Ryyutu® = dnp,uu*uyu’ = Ryuu’ = 4np,, ... (13)
Gleichung (12) 212
mit Einstein- Pm = abuaubl Uty = Tap = Pmltallpl gba = Tab.glm = pmuaubgba = Ta = P =Ty “ —Prm - (14)
(10) 1 1
Tensor (11) = Ggp = 4maT,, = Ry _EgabR =4maTyy |- gba = Rabgba - EgabgbaR = 4’”“Tabgba =
(14)
R, =2 9a°R = 4maT,* © Ry g,% = 4= R— 4R = 4maTl," = R = —4maT," = R = 4map,, ... (15)
ao 1 a,,b a,,b 1 a,,b a,,b
(11) = G,y = 4maT,, = Ry, —;gubR = 4maT,,| - uu’” = Ryutu — > Gapuu R = 4maTuu’ =
a,,b 1 a a,,b a,, b 1 a a b a2
Rapu®u —u U R = dmaT yuu®| T, = ppliay = Ropu®u —5u uqR = 4napuutu,u’ =
a,,b 1 as) a,, b 1 a,,b as)
Rapyuu® + ER = 4nap,, = Rypuu’ + E47wcpm = 4map,, = Rypu*u? = 2nap,, = 4np,, = 2nap,|: 2np,,) =
(13)
a =2 =[Gy = 81T, |.Einstein-Gleichung mit G, & Ry, — igabR
T,p - Energie/Impuls-Tensor beinhaltet neben Massen- und Energiedichte auch z.B. den Druck, den ein Strahlungsfeld ausiibt
,Quelle” des Feldes. Eigenschaften: symmetrisch, VT, =

Ggp - Einsteintensor beschreibt Krimmung der Raumzeit. Eigenschaften: symmetrisch, V4G, = 0

Energie- Bedingung: Vu®u’ gy, = —c? = —1: p,,, = Tyu®u® = 0. Wenn nur Materie: Ty, = pptiglyp.

Divergenz des Spannungstensors ist Volumskraft = Wenn VT, = 0 = kraftefrei.

Vakuum-L6ésungen

Bedingung

Ann: Ty, = 0. Damit ist p,, = Ty,uub > 0 erfillt. Wenn Ry, = 0, dann ist trivialerweise auch Gg;, & Ry, —%gabR =0..(1).
Umgekehrt: Wenn G, = 0 = ¢%, = 0= ¢*, = 0= R%, —igaaR =0=R —%4R =0=R=0..(2)

def 1 (2)
Gap = Rop — EgubR = Wenn Gy, = 0= Ry = Gg, = 0...(3) Aus (3),(4) = |[Ray = 0 © Gy, =0
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Skalarwertige Differentialformen

Definition

Eine Differentialform der Ordnung p ist ein total antisymmetrischer (total kovarianter) (0, p)-Tensor

Skalarwertige

Wenn die Eintrage des total antisymmetrischen Tensors Skalare sind, handelt es sich um eine skalarwertige Differentialform.

Diff.form Wa,..a € Tp: Wa, _apa,..ap=— walmacabmap‘v’abac € {al ) } total antisymmetrisch Wa, ., = W,
Antisymme- ap..ap ay..ap+1 a; oQ2--Ap+1 a; oQz--Ap+1 a; Qaz..ap+1
trisierer byby sgn(n(a; ...a,)) sgn(m(by ...b,)) 5b1.A.bP+1 =8,8,, 4 o1 8y Ot pis T Oy Ob, by

(a’ AP ) i bqw %) Notati wrhp=(wA@), = 6" la wp @
- aj..a by...b ay..ap¥by..b otation: + I
AuBeres Prod. P 10 ey .epaq Tplq Ocincprg 1@p T D1Dg » q b g T p+a PP

(Keilprodukt)

(a)/\(p)clmcpw = (—1)Pa ((p/\a))clmcpw oder kiirzer: o A = (—1)P1 g Aw
P _q q p P q q p

Die duBere Ableitung erweitert das Konzept der , Ableitung einer Funktion” auf Differentialformen hoherer Ordnung. Es ist ein
Operator d: AP — AP*! (mit A als Raum der p-Formen auf M) mit folgenden Eigenschaften:

1) d(a + B) = da + dp (Linearitit); (2) d? = 0 (Nilpotenz); (3) bei 0-Formen (i.e. Funktionen):
4)d(fw) = (df) Aw + f dw fur f ... Funktion, w...Differenzialform (Kettenregel 1), und
5)d(@AB) = (da) AB+ (—1)PaAdpfira € AP, € A7 (abgeleitete Kettenregel 2)

df)e € Vof = 0uf

AuBere (d ) bby by . v
Wy, p == Vywp, p |- unabhdngigvon V: d*w = d'w
Ableitung VP ayapyy PP e
bb;..b 1 oCCp..C
(dzwc c) =<d(d(uc C) ) =d(i cCy.Cp V.o ) __t vebpiag (_ " Vo )
b1...b. cHeq.. b b..b. cWey..c
TP gy ape P by by . ptb1-bpia TP gy gy, DL FGp p! bi-bpiy 1
apr‘l_t‘i
2 _ i 1 by..bp41 oC1..Cp Viﬁ i 1 bcey..cp 2 —
(d wfl---cp)al__ap” T opl(p+1)! G1-Gpi2 bl---bp+lvvawC1"'EP T opl(p+1) T G1-Gpi2 abaft ey ..cp :>
symmetr
Vektor- und tensorwertige Differentialformen

Vektorwertige

Wenn die Eintrage des total antisymmetrischen Tensors Vektoren sind, handelt es sich um eine vektorwertige Differenzialform.

Diff.form Beispiele: v°... vektorwertige 0-Form; vabl___bp ... vektorwertige p-Form
2,0)-tensorwertige 1-Form  i(dt®). & v t (2
vektorwertige 1-Form: i(dv®), & V,v%...(1) (20) b !g ( - ) o (a)
iR (1,1)-tensorwertige 2-Form: i(dt%,).q = 605" Viut®y ... (3)
were ) ) ()R- cdsbe
Ableitung (d*v)q = (d(dv*)p)cq = (d(va“))C = 000 Vi Vpv® = (V¥ -V Vv —
(@20 = (V,¥, V9,00 "2 g, ]
UJ(; = (UJ(;,J)Ip-1 & (v'@a),_, |Ricci-Tensor: E, JJZR(Iﬁ = (Ea JR‘IE) =EGRY, =R, =R\ = RB - Vektor von 1-Formen
Krammungs-Skalar: EaJR® = EGR%, = R, = R = R..Krummungsskalar
11=0
Inneres Pro- vJ(w A (p) = (vlw) A (p + (—1)P(vlp) A a) a A b =(-1)PUD prg =
dukt Vektor v Ip=p-1 lq=q-1 pa-t
p-Form w
vJ(w /\<.0) = W) Ap + (~DPU(=1)PT D A (vlg) | (—1PI(—1)PEY = (1)1 = (—1)?P (~1) P = =(=D?
Ip=p-1 ¢q p lg=q-1 — (1)1’
vJ((u A gv) = (vlw) A gv + (—1)Pw A (vl@)| ... graduierte Derivation
Ip=p-1 p lq=q-1
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Cartan’sche Strukturrelationen

Sei EZ ein Basisvektorfeld. Dann muss dE¢ in der Basis EZ darstellbar sein als (dEZ), & (wﬁa) A EB = (wﬁa) Eg =

dE¢ = (dEY). = wﬁaEl? ... (1), wobei (wﬁa)c = (wc)ﬁa eine Matrix von 1-Formen ist (wﬁa ,,RICCI Rotationskoeff

izient”).

Analog ist darstellbar (dzE“)Cd def (Rﬁa)ch[;‘ = RﬁaEl? ... (2) mit Riemanntensor (Rﬁ“)ca = (Rcd)'ga Matrix von 2-Formen
2 o0

af — _pgha
R R ...(12)

(d?E¢ dlanp)=({da)AB+ (—D)Pandp
Zweite P q
Cartan’sche voB
Struktur- (d?ED)y = dwP, NEg + (= D'wf, NdEg = dw? <Ef — wh /\dEB = dwﬁ «Ef — P /\wVBEa
relation ai=2 0 1 ao 1 d1=2 0 1 do=1 di=2 0 1
(d*ED)cq = dwP Ef — wy /\wﬁ Eﬁ Rﬁ EB = dwP Ef - aﬂ’ /\wB Eﬁ‘ Ef = ﬁa =dwf, -, Awf,|..(3a) =
di=2 0 di=2 0 d1=2 1 1
Rﬁazdwﬁa+wﬁ},Awya ao f =R =do + w0 A Pt = Rar —dw““+w yAH > p
2 d1=2 1 1 2 d1=2 1 1 2 da1=z 1
R”‘B =dw* + w” /\aﬂ’ﬁ ...(3b)
d1=2 1
&g kann als vektorwertige 1-Form gesehen werden: §§ = (6%), = 6% ... (4) AuBerdem: 5“ = 5,, =dx} 07 = dx* a7 ..(5)
do=1 0
ds 2 d(dx*9¢) = d(dx*9¢) = d(dx* Ad%)|d(a AB) = (da) A + (—1)Pa Adp
di=2 L G (o N
dao=1 0 do=1 0 p q
dé® = d*x* A + (—1)'wf, AdE§ = d*x* 8] — dx* Addg | d*x* = 0 = d6® = — dx* Addj ... (6)
=2 gagl, o 1 d0m1  d20=20  do=1  dom di=2 o1 dost
“V,f = (dog), = V,05 = V,07 = 0,[0,0 = 0= (doy), =V, 9 = 0,0 = (V,, = 3,);
Erste do=1 do=1 do=1
cartan'sche gga = (dge), = 1m0t = T, = T dx = (I, dx¥), = " 8
m v v
Struktur- doo1 ggly? " # # " 0
relation
dé® = —dx* NdxVT?,,|dx* AdxV ..antisymmetrisch in v, ¢, ... symmetrischin ypv = dé§® =0...(7)
d1=2 do=1 do=1 0 di=2
5° 2 50 = el ES = (*EE) = eEQ = e# AEZ 2 d(e* AES) = 0| d(@Af) = (da) A + (~1)Pa A d
1_b_eb (eub—e #—e ok (e u)_ aﬁ— a)AB andp
de* NEF + (—=1)'e* AdES = de" E} — e* AdE] = OzbdeﬁE“—e“Awﬁ Eﬂ = (deﬁ —e”/\wﬁ )EB =0|:Ef
a2 o 1 st diezo 1 do d1zo 1 ai=2 1
deﬁ—e“/\wﬁ —deﬁ+w5 ANet =0 =|def = —a)ﬁ#/\e” ..(8)
at=2 1 1 at=2 1 1 di=2 1 1
Wir betrachten die inverse Metrik g** = n*#EZEf ... (9) Es gilt: dg® = (dg®?). & V.g** = 0...(10) fur V, Levi Civita
di=2
( ) (9) ki i
- 10 9
Ricci dg® = d(n"ﬁEaEb) Lotz n“f dES E} +r]“ﬁE“dE[; = 77 b ¥ Ey Bf +n"FE w¥4E) = wVﬁE“Eb + E¢ wY*E}
Rotations- d01 0 0 d010 0 0 do=1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
koeffizient 0= w*“?E Ef + E¢ ﬁ“E,; = (0" + 0 EGE} = 0 + 0f* =0 =
1 0o 0 1 0 0 1 1 0 0
(g)“ﬁ = —wﬁ"‘ ... (11) antisymmetr. Tensor mit Eintragen, die 1-Formen sind. Lasst Metrik unverandert. Infinites. Lorenz-Trafo.
(11)
(3b) = R“f” = dw“[’) + 0w A aﬂ’ﬁ = —dwf* + w® P A w'f = —dwﬁ“ + 775 WA =
=2 1 1 di=2 1 1 1 1
R = —dwP® +n5 w® Aa)ﬁy w Aq; = (=1)Pa <p/\cu = R“ﬁ = —da)B“ +775 (- 1)11(4)57 Al =
Riemann- 2 di=2 1 P P 1
tensor ‘“V -
R“ﬁ = —dw[’)“ - n5 w[’)y A w‘s“ = —(dwP* + 15, wﬁy A cu‘s“) =—(dwP*+ a)ﬁs A a)&*) = —(dwf* + wf /\wV"‘) =
=2 d1=2 0 di=2 d1=2 1
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Schwarzschild-Geometrie

Bedingungen

(i) Vakuum-L6sung, siehe ,Vakuum-Losung“: Rz, = 0 & G, = 0}, (ii) Raumzeit ist statisch, (iii) spharische Geometrie

(ii) statische
Raumzeit

Wir transportieren die Punkte einer Gleichzeit(hyper)ebene I des Beobachters mit einem Fluss, der durch die Flussabbildung ¢f
beschrieben wird. Es sei é“ das Vektorfeld dieser Transportstromung. Wir fordern: £ sei zeitartig. Wir fordern auRerdem:

Die Metrik sei zeitunabhangig (der Fluss lasst die Metrik invariant), dh. £ ist ein Killing-Vektorfeld =

3 Koordinatensystem, wo £% = 3¢ die Koordinatenableitung in Richtung t ist (wo ¢} die Zeitachse ist).

:> LeGar = EMVobap + VaE™Gmp + V€™ Gum = 0 = V- V (V sei Levi-Vivita) = V,,gqp = 0 =

Vo™ Gmp ¥ Vo™ Goum = Vo&y + V6, =0 =V, &, = =V, &, ... (1) (V, &, ist antisymmetrisch)

Sei y eine Autoparallele, d.h. der Tangentenvektor u® entlang der Kurve y bleibt zu sich selbst parallel, d.h.: u™V,,u” = 0.
AuRerdem ist £“ Killing, d.h. Lgg,, = 0. Dann gilt:

a b — 11a,,b b a b _ a,,b b
WV,  (GuP) =utulv el + & utvau’ =utu? ViEP =0
e ~————— —— ——

Abl. Richtung "Winkel" zw. =0 symm. antisymm
Tang.wvekt. u® §undu autoparallel siehe (1)

Das innere Produkt (der Winkel) zwischen £* und u® ist konstant entlang der Autoparallelen y
3 Hyperflachen Z, so dass T,Z L &% = &% st hso (hyperflachenorthogonal)

Metrik ist in Koordinatensystem nicht von der Zeit abhdngig. Beweis:

V-ad . .
Ligab = §M0mGap + 0.5" Gmp + 0p$™ Gam = O| §% = 0¢ (zeitartig) = 0{"OmGap + O atm Imp + abatm Jam =0

0 0pmGay = O m(guv dx" dxb) = at(gw dx dxb) B atgw, dx! dxb + 9 0t dx dxb + 9. dx! 0t dxb =0=

0

09w =0 = gy =9gunx)i€{1,23}= g, =—F2(x")dt, dt, + kl,(xk) dxa dx] i,j € {1,2,3}

(iii) spharische
Symmetrie

Ein Paar (G,°) heiRt Gruppe, wenn die Menge G # @ und das Gruppenprodukt o folgende Eigenschaften erfiillt:
(1) o:G X G = G (abgeschlossen in Bezug auf das Gruppenprodukt)

(2)Va,b,c € G: (aob) oc = ao (boc)(assoziativ)

(3)Va€ G:IE € G:aoE = E oa = a (3 neutrales Element E)

(4)Va € G:3a*€G:acar =atoa=1(3 Inverse)

Wenn zusétzlich gilt Va,b € G:a o b = b o a (kommutativ), dann ist (G,°) eine abelsche Gruppe.

Gruppe:

Eine Lie-Gruppe G ist eine glatte reelle Mannigfaltigkeit, die zusatzlich die Struktur einer Gruppe besitzt, so dass die
Gruppenverkntpfung und die Inversion beliebig oft differenzierbar sind. Beispiel fir G als Mannigfaltigkeit: Rotationen
in R lassen sich als Punkte g in einer Vollkugel G = SO(3) mit Radius 7 darstellen. Der Ortsvektor aus dem Ursprung
zu g codiert die Drehachse, die Lange des Vektors den Drehwinkel. An der Oberflache der Kugel ist die Drehung 7.
Gegeniberliegende Punkte der Kugel werden miteinander identifiziert (Drehung um 7 = Drehung um - ).

Lie-
Gruppe:

Jedem Element g € G ist ein Wirkung @, zugeordnet: g € G +— @,.

Diese Wirkung @ ist eine Abbildung von M nach M. ®,: M — M. Bedingungen:
Wir- (1) Vp € M: ®;(p) = p (Die Wirkung @ des neutralen Elements E ist neutral)
kung  (2)Vp € M,Vg,h € G: Dy, (p) = Py (D(p))

(3) Vg € G: d>g—1(d>g(p)) =p

(4) Vg € G: D, ist differenzierbar

Sei E das neutrale Element von G und y(t) eine Kurve in G mit y(0) = E. Dann ist y'(t) ein Tangentialvektor von G in

TG E. Die Menge aller solcher Tangentialvektoren heif$t Tangentialraum T,G an G.

Sei g(t) eine Integralkurve in G = SO(3). Dann ist @, = dg): M —> M die Wirkung auf M, und @, = @,y = Id die
SO(3) neutrale Wirkung. ®,(p) = @y (p) = Y(t) ist eine Kurve in M. Die Tangentenvektoren ¢ an diese Kurve y(t) sind
Killingvektoren £ = 92 @, (p).

Der Orbit Orbg(p) eines Punktes p sind alle Punkte, die man aus der Wirkung @, (p) der Gruppe auf den Punkt p
erreicht. Orb,(p) = {q € M:3g € G: D0y (p) = q}. SO(3)-Orbits sind runde S?: Orbgs)(p) = S?

0 wenn q & Orbg(p)

Orb.(p) wenn q € Orb.(p)

Orbits
Orbg (p) ist fir jeden Punkt p eindeutig: Orb; (p) N Orb;(q) = {

Ii;ljzfr?k 9ap(0rbsosy(P)) = 20y, mit Q) = d9, d9), + sin?(¥) d, de,  |Flachenradius: - = Area(Orbso(s) (1))
4

S.schild (V7 L Torpgg @) Weil 0 r(x(t)) = 0 furx(t) € Orbgoezy = h;;(x*) dx}, dx{; = g%(r)dr, dr, + r*Q,, =
metrik g, = — f2(r) dt, dt, + g*(r) dry dr, + 720,
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Kriimmung der Schwarzschild-Geometrie

Jar = — f2(r) dt, dt, + g?(r) dr,dr, + 12Q,, = r]aﬁe eb (D) Qqp = d9, A, +sin*(9) do, dp, = 5 ek lel =e? eb +efef
(2a) (2b) (3a) (3b)
vgl. (2a), 3a) = e’ = d¥ ...(4a); vgl. (2b), (3b) = e = sin(I) dg ... (4b); deﬁ = d(dﬂ) = %Zﬂ = 0 .(5a)
da(do=1)
Vsin(9) vo :1 70
de‘p d(sm(19) d(p) =d(sin(¥) A d(p)‘ d(a A ﬁ) =({da)AB+ (—DPandp = de“’ dsin(9) A dop + ( 1)° sm(ﬂ) A dz
d1=2 0 ac o do=1) di= do=1 do=1 dzo= 2
de"’ =Vsin(@) VIA dyp =cos(I)dI A do |[dIAdp = —dp AdI = de"’ = —cos(19) dq) A d19 ..(5b)
0 dao=1 dao=1 0 do=1 do=1 0
Cartan 1: de® = —wl’u Net = —w¥, Ae"—wﬂ(p ANe?|wly=—w'y = w'y=0=de’ = —a)‘?q, Ne? a)ﬁq, =—w?y =
d1=2 1 1 1 1 1 1 d1=2 1 1
(4a)
de? = wPy A e"’ ..(6a) Cartan1:de? = —w?y Aet = —wPyne’—w?, Ae?|w?, = —w?, = w?,=0=de? = —w’y Ne’ =
d1=2 1 d1=2 1 1 1 1 1 1 d1=2 1 1
1(5b) (4b)
de? = —w‘pg Ad9| 2= a)“’lg = cos(ﬂ) d(p .(7a) :> de? = cos(9) dp A e? =|de? = cos(¥) dp A sm(ﬂ) d(p = 0
d12 do=1 0 = ai=2 0 do=1 1 di=2___ 0 do=1_ 0
:[) =0
=9,
Cartan2: R = dw + ! k/\w AR% =dw’ ¢+w x Aok » =dw’ (p+w‘919/\w P (p/\w‘ﬂq,=>R‘9¢ =dw’ » wo(p =—w?
2 a=2 1 1 2 da1=2 1 1 di=2 1 1 1 1 2 di=2
(7a
Rﬁ(p =—dw?y = R19 =— d(cos(ﬁ) d(p) —d(cos() Adp)|d(aAB) = (da) AR+ (—=1)Pandp
2 di=2 0 do=1) ac o do=1) » q
Vcos(9) VI :1 70
R?,=—(dcos(W) A dop + ( 1)°cos(19) A d2<p) =|R?, =sin(®)dI A do |..(8)
2 do=1 do0=1 d20=2 2 0 do=1 do=1
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Einfiihrung in die Allgemeine Relativitdtstheorie- SRT und Mathematische Grundlagen der ART

Allgemeines zur SRT

Newton

Beliebige Neigung der Weltlinien im Minkowskidiagramm maoglich. Zeit ist global. Einheitliche (waagrechte) Gleichzeit-
ebenen flr alle Beobachter. Invariante Geschwindigkeit v =

Newton BWGL und
Einsteins
Uberlegungen

F{(x™(t)) = m%'(¢)|im Gravitationspotential: F' = F/(x™(t)) = mg'(x™(t)) = —ma; P (x™(t)) =m kiirzt sich weg!
= Einstein: ,Gravitation ist keine Kraft“. Kastenexperiment: Beobachter in geschlossenem, beschleunigtem Kasten kann
nicht feststellen, ob er im Gravitationsfeld ,ruht”, oder im freien Raum beschleunigt. Trage Masse = schwere Masse.

Einstein (SRT)

Maximale Neigung der Weltlinien: 45° (Lichtkegel). Keine globale Zeit.

Gleichgeschwindigkeitskegel: Reprasentiert allg. alle Objekte, die sich vom Beobachter mit derselben Geschwindigkeit
wegbewegen. Invariante: Lichtgeschwindigkeit, Punkte in der Raumzeit, Lichtkegel (LK).

Zwei Punkte im LK kbnnen einander beeinflussen; ein Punkt im LK kann einen Punkt auBerhalb des LK nicht beeinflussen.
Zueinander ruhende Objekte werden durch parallele Weltlinien beschrieben.

Relativitatsprinzip: Systeme, die sich gleichformig zueinander bewegen sind dquivalent.

Konstruktion
Gleichzeitebenen

Der Beobachter 1 und 2 sind zu t = 0 am selben Ort. Beobachter 1 sendet Licht aus — Lichtkegel. Beobachter 2 bewegt
sich vom Beobachter 1 weg. Aber auch fiir Beobachter 2 bewegt sich die Photonen immer noch mit derselben Geschwin-
digkeit von ihm weg, egal, wie schnell er ist — Die Gleitzeitebenen von Beobachter 2 missen sich neigen, sodass der
invariante Lichtkegel an jedem Punkt der Weltlinie von Beobachter 2 nach ,links und rechts” im Minkowskidiagramm zu
selben Zeit (im System von Beobachter 2) denselben Abstand hat

Gerade

Objekte bewegen sich in der gekrimmten Raumzeit auf Geraden. Eine Gerade ist auch im nicht-euklidischen Raum die
,klrzeste Verbindung” zwischen zwei Punkten (,Geodizitdt”). AuBerdem: Die Tangentenrichtung ist iberall gleich (,,Au-
toparallelitit”. Beispiel: Zwei Ameisen starten vom Aquator aus (normal dazu) Richtung Norden) und bewegen sich
,autoparallel”. Nach jeder intefesimalen Verschiebung gilt eine neue Tangentenebene; die , bisherige” Tangente muss
mit der ,neuen” verglichen werden. Die Ameisen bewegen sich beide ,,geradlinig” Richtung Nordpol und ,,spiiren schein-
bar eine Kraft”, die in Wahrheit nur aus der spharischen Geometrie stammt.

Herleitung Lorenz-Transformation der SRT

Bedeutung ,gestri-
chene” und ,unge-
strichene” Koordi-
naten

Wir legen (willkiirlich) fest: Ungestrichenes System I ist ,ruhend” (der Beobachter ist hier), gestrichenes System I ist
,bewegt”. Alle Beobachtungen die der ,ruhende” Beobachter macht, werden in ,,ungestrichenen” Koordinaten (inkl. Zeit-|
Koordinate) ausgedriickt. Alle Beobachtungen die der ,bewegte” Beobachter macht, werden in ,gestrichenen” Koordina-
ten ausgedriickt. Beobachtet der ,ruhende” Beobachter das ,bewegte” System, so muss er erst die ,gestrichenen” Koor-
dinaten in ,ungestrichene” transformieren.

Sei [ das ,bewegte” System, I das ,ruhende” System und ¥ (bzw. v!) der Geschwindigkeitsvektor von I gegeniiber 1.

Allgemeines e i . . K )
g ' Betrag und die Richtung von v* bestimmen GréRe und Vorzeichen der Transformationen.
(1) Invarianz gegenlber Rotationen (es gibt keine ausgezeichnete Richtung)
(2) Einzig ,doch” ausgezeichnete Richtung (aufgrund des Experiments): Richtung des Geschwindigkeitsvektors v*
Voraussetzungen ) A . . -
fiir Ansatz (3) Lineare Transformation (Linien werden auf Linien abgebildet)

(4) Universelle Transformation: Es muss egal sein, welches System das ,,gestrichene” ist, und welches nicht (selbe Regeln
fur Hin- und Riicktransformation).

Max. linearer

Ansatz mit t und x!

£ = at + bix' mit a = a(v) (keine ausgez. Richtung, v = Vvkvk) und bl = b(v) v! (v! einzig ausgez. Richtung)

—i

X =dit +hYx/ (mitd! = d(v) v' (v! einzig ausgez. Richtg) und h¥ = e(v) §Y + f(v) viv/ (v! einzig ausgez. Richtg.)

Ansatz Trafo I 5 T
(c = 1, passive LT)

Umformung fur Matrix-
darstellung: einheitl. x/

tF=a@)t+bW)vix' (mitv = Vv*vk) t=at+b) vix/
¥ = d@)vit + e()x! + F(v) vivix) ' =d@)vit+e@)sUx) + fF(v) vivix/

Ansatz Trafo [ — I

t=a@)t—bW) vz’ (mitv = Vv*vk) Umformung fiir Matrix-

t=a)t-b) vix

(c= 1 aktivelr) xi=-d@)viE+e®)T +fw)vivie/ |darstellung: einheitl. x/ ¥ = —d(v) v't +e(v) 6/ + f(v) v/
Matrix 47: 1 5 T (f) _[ e bw)v (t) Matrix AU: T | (t) _( e -bw)v (t)
=" x dw)vt e()§Y + fw)viv! ]\ i _ piigd x! —d@W) vt e()8Y + fF(v) viv) | \&J

_ £ a(v) b(v) - vt b(v) - v? b(v) - v? F
Matrix Zijzlil_ | _|dw vt e() + f(w)viv? fw) viv? fw) v'lv'3 x1
,ausgeschrieben” x? d(v) v? f vt e() + f(v) v?v? fw)v?v® |\ x?

%3 d(w) v f)v3v? f@)v3v?  e() + f(v) v3v? x?

Weil universell: Ii 1-—_)vi1 - A"iZU o’ ( 1 01’) In'c?exumt')ener;n:nkg Ak = a() —b)v'
Trafo=Riicktrafo “\ok &0 AU - A = o1 —dW) vk e() ¥ + f(v) viv!
Matrix- Akizij RPN a(v) —'b(v) vt , a(v) ' @(v) v/ )L ( 1 o )
ansatz —dW) vk e() ¥ + fw)vivi ) \dw) vt e() Y + f(v) viv/ 0k sk

© www.goldsilberglitzer.at

-11- helmut@goldsilberglitzer.at




lo.:a? —bdv® =1..(1)
Aus r.o.: abv’ — bvi(esY + fv'v/) = abv’ — bev’ — bfv'v'v/ = (ab — be — bfv*)v = 0/ = ab — be — bfv? =10..(2)
Matrix- Lu.: —adv® + (e6* + fr*v)dv = —adv* + devk + dfvivivk = d(—a+e + frv)vkF = 0¥ = d(—a+e+ fv?) =0..(3)
ansatz r.u.: —bdvivk + (es* + fr*v))(edY + frivi) = —bdv/ vk + e26%18Y + ef s¥viv + ef SUvFvE + fRokviviv/ = §F
extra- —bdv/ vk + e287% + ef v/v* + ef vV vK + f2v20ivk = e28/F + (—bd + ef + ef + fv2)vivk =5k . (4) =
gllzzziun- (4) geht nur, wenn (—bd + ef + ef + f2v2)vivk = 0k = —bd + ef +ef + f?v2 =10..(5)
gen (5)in (4) = 26’ = §/k = e(v) = +1; aber bei v’ = 0! muss gelten ¥ = x'; =der Ansatz lautet aber:
T =d@) vt + e(v) x' + f(v) vi(vix)) = e(0) = +1 = Unstetigkeit vermeiden = [e=1]..(6)
a?—bdv:=1..(7) : —
6)in (1), b(a—l—fvz)=0...(8) B)=a-1-fv =0:---(11)
2),3),(6) dd-—a+fv?)=0..9
“bd+ 2f + f2v? = 0...(10)
Betrachten

) (E_)_ a(v) b(v) v/ (t)
nunvon [ ein i\ )= dW) vt e() Y + fw)vivi ) \xJ

Objekt, das
sich mit Ur-
sprung von |

x/ = vt
=
x =0

£y _ ([ a®w) b(w) v/ t
(Oi) - <d(v) vt e(v)8Y + f(v) vivj> (Vjt) -

. . i, Coal s . L P . . . . (6)
unten: 0' = dv't + (e6Y + fv'v/)vit = dv't + edUvit + fr'v/vit = dvit + evit + frPvit =vit(d + e + fv?) =

mitbewegt
T . . (11 _ (7)
(a'5h°'“€'“ 0l =vit(d+1 +fr) =d+1 +fr’=0=d=-1-fr* S5 d=-1-v =-1-a+1=[d==d]..(12) =
Ruhe ist
. —n2
Trafolil_' a’+abv:=1=abv’*=1-0a*>= .. (13)
(6),(11), . a 1-a? . 1-a? ; o uet el o
(12),(13)in 4~ = el e 7Y =( R ) bl mdiond o1%=
Matrix —av' &Y +—viv J|V = Ve —avel 6Y + (a—1eles )|V |A(v)”/1(u)1k =A(w)*|...(14)
. i—j . 1-an® g . . . . 1-aw®
Umbenen- ZU—>/1Jk:>]—)k Z}k=< a, ‘ ‘ . e v )Zt]_)ztk:]—)k Zlk=< a,, . ' o e ' )
nungen vou —a,ue’ 6%+ (a, —Deler vow —a,we’ &%+ (a, — 1)e'e”
2
Einsetzen in a, It o a, 174’ ok a, 1aw” ok
14) ) - ayv . ) ) ) ayu . = ) ) awyw )
( —a,vel 89 + (a, — 1e‘e/) \~a,ue/ 6% + (a, — 1)ee* —a,wet 5%+ (a, —1)elek
—a..2 P
lLo.:a,a, —ayu laa" ele =a,, ..(15)
. —a, v o e‘e" +[6Y + (a, — 1)e‘e/1[67% + (a, — 1)ele¥] = 6% + (a,, — Dele
—qp =8 - elek + 6% + 8Y(a, — Dele* + 6/ (a, — De'el + (a, — 1(a, — De'er = 6% + (a,, — Dele|-6% =
—a,,vaL k + 68U (a, — 1ele* + 67%(a, — Dele/ + (a, — 1)(a, — 1e‘e* = (a, — 1)e‘e
u
—q, = o i gigh 4 (a, — De'e* + (a, — De'e* + (a, — 1)(a, — De'e" = (a, — De'e”|: (e'e") =
Aus —a,v ”“+(au—1)+(av—1)+(av D@, -D=a,-1=
Matrixansatz 1“
extrahierte —a,v aa“ +a,-1+a,-14+aya,—a,—a,+1=a,—-1=
Gleichungen (15)
- a"l;(l -a)-1+aa,=a,—1=a, = —Z”Z(l -a,) +aya, .. (16) =
U
2
a,a, — a,u 1aa: =& (1 - a?) + aya,|—a,a, =
_ 1-a,® _ " AV _l-a)® _ aw 2. 1
@y u,,v - ayu (1 u ) u: a,v - a,?u? (1 u ) avu:
a,’-1 _ ay 2-1 .
e 2u2 Yu, v = a,,2v2 =k = const|...(17)
1
a,’ —1=0a,v’k = a,’ —a,’v’k=1=a,’(1—-kv?) =1=qa,% = — = | = m .(18)
a%-1 11-a2 (13) 1
a7 :k—ﬁ:—k—; = :—k—;b:b——ka...(l‘))
—n2 .
E a : az 17} 17@2 1-a?
(_i): oo )(an = k=t s k=1t L = —ka
Bestimmung i \X —av' 89 +—v'v/ @ av av
von K: — j
L BY_( @ —kav t
Was sich in . (Ei) = <—avi 5U + ﬂvi,ﬂ) (xf) =
einem BZ mit | _ o v: = ) _ . .
¢ bewegt t=at—kax’v/ = at — ka(% - V) = t? = a?t? — 2ka’t(¥ - v) + k2a?(X - ¥)% ... (20)
bewegtsich ¥ = —atv' + §ix) +a—_1viv’xj =—atvi +x' + av;lv"(vjx") =X=(-atv+ %)+ au—_zl(ﬁ )T =
hi N2
::Zerlgllw 87 ¥% = (—atd + )% + 2(— atv+x)—(17 X)v +(a 17 (7 x)?v?
mitc (Invari- ¥ % = a?t28? — 2at(B - %) + 2% + 2(—atB? + v-x)—(v X) +—— G 1) (7-%)?
anz von c) —i

¥% = a?t?3? — 2at(3 - %) + 22 —Zat”a 1(17 X) +2(- )a—l( X) +—— G 1) (7-%)?
—ii

Xx =a’t?*v? - 2at(V- %) + ¥* —2at(a—1)(# %) +2—(v X)? + a1y 1) ( -%)?2...(21)
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Fortsetzung:

Die Front eines Lichtblitzes, der zum Zeitpunkt t =
xixl = (ct)? |c L= xixi=¢2 . (22)
Dasselbe gilt aber auch im System I (Invarianz der Lichtgeschwindigkeit):

—i—i ! —\2 ! _i—i =2 0)(1)
xx = (ct) |c =l=xx =t —

0 im Ursprung von I ausgeldst wird, ist eine Kugel im Raum mit Radius ct:

o 5 oov o 5 1,5 o 12 . 5 o 22)
t?a?v? — 2at(v+ %) + ¥* = 2at(a— 1)@ %) + Zav—zl(v -X)?2 + M(v ‘%)% = t?a? — 2ka’t(% V) + k2a?(X - ¥)? =
—_ 2
t2a?5? — 2at(v - %) + t* — 2at(a - D@ %) +25 @ 9+ 1) (B 3)? = t2a? - 2ka’t(¥ - D) + k2a? (R - )
o S o (18)
KV.t2:a?P2+1=a? = a? - a*¥? = 1= a?(1 - Z)=1:>1—17 i:>1— 2=1—kv?®=[k=1]..(23)

KV.t': —2a(@ %) — 2a(a— 1)@ X) =—Zkaz(f-ﬁ)=»—2a(17~5c')—2a2(v X) +2a(@- %)

—2a2(#- %) = —2ka?(®-v) =
-1,5 - (a-1)? 1)

Zau—z(v-x)2 2 (3-%)?% = k?a 2(x ¥)? =

Uiz(az—l)=k2azz>Zz—v—kZ k:>

K ist 1/c? und definiert die invariante Geschwindigkeit (Grenzgeschwindigkeit); ist hier 1, weil c bereits in der Def. von t steckt.

=—2ka’(x-v) =

wx)? x)

KV. t°: ——Ra-2+a*-2a+1)=k*** v)?=

—B2_
=1 1 ~ i_”_i:”_i_ﬁi. 1-y? 171_1132 B llfﬁzl __rr_ﬁzﬂz__ 1 -
Vi—kvZ  J1- 172/C2 B vB? Qg B2 - (1-B%)p? - 1-p2 =7y
Endergebnis 1-p2 1-p2
Trafo I 51 _ij a 1-a? y ﬁ] % —yp
= av? = 752 = ) . pigi
—avt U 4% Lyiyi —yBl U+ yﬁ_zlﬁiﬁj -yBt Y+ (-1 52
,ausge- / y —YBx s —YBy —YB. \
schriebene” | B 1+ — l)u y-1)=2 BXBy -1 % |
LT-Matrix A=1 |
= [f’ [f’x B ﬁ [f’ Bz
fiir Trafo -vBy -1 y 1+ -1 % -2~ y
vl Bzﬁx BB 262
151 B, -DEE -DEE 1+(y—1)’*;j
[ _ 42 i o N . 7 xHxV = xHxV
Minkowsi- xx o= t=-t+ rx = O} —t?+ xix' = —t? + x'x' invar. & x* = (ti); Xt = (f) Mo . M
Metrik Fxi=t?=-t?+xx'=0 x xt N = diag(=1,1,1,1)
Abstandquadrat ds? = —dt? + dx? + dy? + dz? ... Invariant fiir alle Inertialsysteme unter LT
e Ansatz linear in t und x?, rotationsinvariant, universell. Einzige bevorzugte Richtung: Richtung von v*.
e Index von x%, x7 auf x7 angleichen und GLSYS als Matrix/Vektor-Gleichung anschreiben
o Trafo-Matrix ZU: 1 5 I mit pos. Vorzeichen, Trafo-Matrix A¥: 1_1 I mit neg. Vorzeichen im ersten und dritten Quadranten
o Weil universell: [ - T — I = A4’ = 1= Um das anschreiben zu kénnen, Indexumbenennung AY — Ak
o Vier Gleichungen; Gleichung r.u.: e267% + (—bd + ef + ef + f2v?)v/v* = §/* = —bd + ef +ef + f?v? =0 und
e2§/k = §ik = e = +1
e Bei v! = 0! muss aber gelten x' = x!, wegen Ansatz = e(0) = +1 = Unstetigkeit vermeiden = e = 1 (iiberall)
e ¢ = 1 einsetzen in andere Gleichungen, vier neue Gleichungen = f = —1
Zusammen- .
fassungder ¢ getrachten nun aus I ein Objekt, das sich mit Ursprung von I mitbewegt = Trafo % Imitx) = vitund @ = 0F
Herleitun, —a?
& ¢ Gleichung unten: d = —q; einsetzen in a®? — bdv? =1=b = 1avaz

® Neue Trafo- Matrlx in der nur mehr a vorkommt.

o Transitivitat: I—> T —>1 23 —>1 = AW)Y AW’ = A(w)”‘ Indexumbenennungen /1(17)” - A@)’ AW - A(w)ik
-1

o Gleichung l.o. und r.u. nach a,, auflésen, gle|chsetzen =1 21;2 = ﬁ vu,v =2 Zv
Ay

=k = const.

® In Trafo-Matrix /1

o Trafo- Gleichungen aufstellen und quadrieren (1:2 =
!
e Invarianz von c: xix! = (ci:)2 =t %% = (ct) =t = xix! = ¥'%' = einsetzen = KV bei t? baw t! = k = 1.

xx =---).
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Vektorrdume

Man nennt (V,T) einen Vektorraum V tiber den Skalarkérper I' (z.B. R, C), wenn folgende Bedingungen erfillt sind:
3 Vektoradditionsoperator +:u, v € V —» (v + w) € V (,abgeschlossen in Bezug auf Vektoraddition”), so dass gilt:
V1: Assoziativgesetz: Vu,v,w € Viu+ (v+w)=(u+v)+w
V2: 3 neutrales Vektorelement 30 € V:Vv € Viv +0 =0+ v
V3: 3 inverses Vektorelement Vv € V 3(—v) € V:v + (—v) = 0
V4: Kommutativgesetz: Vo,w e V:v+w =w+v

Basis erzeigt
werden kann

Vektorraum
3 Multiplikationsoperator A € T, v € V — (1-v) € V (,,abgeschlossen in Bezug auf Skalarmultiplikation), so dass gilt:
S1assoziativ: VA €T, Yv,w € V: 1- (v +w) = Av + Aw (linear)
S2 distributiv: VA, u €T, Vv EV:(A+ ) v=Av+ uv
SI:VALu€erl, VvveV:A-(u-v)=Qu v
S4:neutrales Element 1: Vv €V:1-v=v
- 52 Kiirzen wegen V3 erlaubt -
=0v=0.Bew.:0-v=(04+0)-v=>0-v=0v+ 0 v—————>0v=0m
Lineare Un- 4 pje Vektoren (17) 4¢; sind dann und nur dann LU, wenn gilt: A%1, = 0 = Va € [: A% = 0.
abhangigkeit: . . X
Definition o Die Darstellung v = A%y, ist eindeutig.
= - vy LU
und Beweis o Bew.: Annahme: sei v = A*v, = u*v, = A"V, —p“v, =0 => QA  —pu )y, =0=—a € A* —pu*=0=
Eindeutigkeit Ve el:A*=p*m
von 1%y, ® Wir suchen ein ,maximales” LU-System (d.h. es kann kein LU Vektor mehr hinzugefligt werden)
(4, <) ist eine teilgeordnete Menge, wenn gilt:
(1) YVa€e A:a<a,(2)abeAdia<bAb<a=a=b,(3)abc€EAia<bAb<c= a<c
Teilgeord- def
nete Menge Beispiel: Potenzmenge (,Menge aller Teilmengen“) A =P(x) ={T:T<x}; T,,T, €A, T, <T, =T, ST,
(VYT EATCTY, 2T, T,€e AT, CTLAT,CT, =T, =T,v,3)T,T,,Ts€ AT, ST, AT, ST, = T, S T; v
Aber: echt Uberschneidende Teilmengen T; £ T, von P(x) kénnen nicht verglichen werden!
Kette K C (4, <) heiBt Kette, wenn jedes Paar von Elementen aus K vergleichbar ist: Va,b € K:a<bVb<a
Eine teilgeordnete Menge (4, <), in der jede Kette eine obere Schranke hat, d.h. VK € A3s € A:t < s Vt € K*, enthilt min-
Lemmavon destens ein maximales Element m € A fiir dass es kein gréReres Element in A gibt. Aquivalent zu Auswahlaxiom: ,,Wenn ich bei
Zorn einer Menge von Mengen aus jeder Menge ein Element auswdhle, bekomme ich wieder eine Menge”,
*Die obere Schranke muss nicht unbedingt Teil von K sein, z.B.wenn K = {k:0 <k <m:0<m < 1}
z.Z: 3 eine maximale LU Teilmenge M c (V,T) (,Man kann keinen zu den Vektoren in M LU Vektor mehr hinzufiigen®).
Eine , LU Menge“ ist eine Menge, die nur zueinander LU Vektoren beinhaltet.
Sei L ={L:L € (V,I) AL ist LU} c P(V) (Menge aller LU Teilmengen L von V)
Definition: L, < L, &3 L, € L,
Anwendung Sei K c L eine Kettein £,d.h.VL;, L EK: L; S L;VL; € L;
Lemmavon ®SeilL" die Vereinigung aller Elemente L aus K: L = U,¢x L. Offensichtlich gilt: L; < L" VL, E K =
Zorn: Zeige, d.h. offensichtlich enthalt L* alle Elemente von K.
dass es in o " ist aber nur dann obere Schranke von K, wenn L* € £, d.h. nur wenn L* LU ist.
einem end- 022:L" €L S L = (Vp)ger ist LU= A%, = A%, + -+ + A%y, = 0o va% =0
lichdimensi- o Beachte: In einer LK dirfen nur endlich viele A% vorkommen. D.h.: Nur eine endliche Anzahl A*1 ... A*" sind (potentiell)
onalen Uberhaupt ungleich null =wir betrachten nurmehr diese (endlich vielen) 1%* ... A% und vy, ... V.
Vektorraum olJedes v, € L*,und L* = U L = jedes Vg, ist Element mindestens eines Ly, € K: vy, € Ly, €K, ..., Vg, € Lo, €K
eine max. 0 {Lq, - Lq, } ist eine (endliche) Teilmenge der Kette K und ist daher selber eine Kette.
Anzahl LU o D.h: entwederist L, S Lg,, dann ist nicht nur v,, € L, sondern auch vy, € L,,, oderesist L,, < L,,, dann ist nicht
V.ektoren. nur v, € L, sondernauch v, € L, ;usw. = 3 obere Schranke L,,, die alle v, beinhaltete und Teil dieser Kette ist.
gibt (Basis) o)y 1." vl cl 2 * :
ayr o Vay ax
0(2) Lg istLU (weil L, EK S L= 1%y, =0 & A" =0Va €[
oaus (1)und (2) = L*ist LU
o =fiir jedes K C L existiert eine obere Schranke L*
e =Lemma von Zorn: 3 eine ,,maximales Element” in £ ; d.h. maximale LU Teilmenge M c (V,T) (LU Basis)
z.Z.: v € V kann mit Basis M = (E,)¢; erzeugt werden (M ist ein Erzeugersystem).
Achtung: E,, ist ein Vektor, kein Skalar. Daher ist a ist ein Zahlindex (,,der wievielte Basisvektor”), kein Komponentenindex.
Zeige, dass trivialer Fall (1): fv}UM =M @ veEM = v =E,; =1 E, + 0+ E, = v € span(M)
ieder Vektor 2ll8- Fall (2): {v}UM ¢ M = Annahme: v & span(M) = M’ = MU{v}, M ist aber maximal und LU= M’ nicht mehr LU =
mit dieser mindestens ein A # 0. =

(i) Entweder sind ein oder mehrere A% # 0, aber A = 0. Dann wére 0= A%E,.Da M L.U. ist, missen aber alle A* = 0 sein|
42 Widerspruch.

(i) Oder A # 0, dann: 0=Av+ AE, >l =—-1"E, = v= —%Eu = v € span(M) Z zur Annahme v ¢ span(M)
= v € span(M).
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Dualraum

Der Dualraum V™~ &f {@:V - T: ¢ ist linear} ist ein Vektorraum, mit allen linearen Abbildungen ¢:V — T als Vektoren.

Bedingungen
B

Dualraum Definition Vektoradditionsoperator: (¢ + ) (v) & @(v) + Y(v) ETVV EV
Definition Multiplikationsoperator Skalar/Vektor: (1-@)(v) ¥ 1@(v) ETVveEV,1€T
(1) Beweise: {@:V — I'}ist ein Vektorraum (fiir beliebige @)
Vektoradditionsoperator (de facto ident mit dem skalaren Additionsoperator, daher ist V1 — V4 trivial):
V1: Assoziativgesetz: Vo, P, x € Vi) + (W) + y(v)) = (p(v) + (@) + y(v) v
V2: 3 neutrales Vektorelement (Funktion O(v) —» 0)30 € V™:Vp € V™ :ip(w) + 0(v) = 0(v) + p(v) v
V3: 3 inverses Vektorelement Vo € V™ 3(—@) € Vi () + (— (W) =0 v~
V4: Kommutativgesetz: Vo, € Vi (@ + P)(v) € o) + Yy (v) =yYp@) + o(v) € W + @) (v) v
Prifung Multiplikationsoperator (de facto ident mit dem skalaren Multiplikationsoperator, daher ist S1— S4 trivial):

SLVAET, Vo, p eVid-(@+ )W) € A(pw) +yY@w) =21- o) + 1Y) v
SEVALUET, VWweV:(A+w o) =A-p)+u- o) v

V™ istein S3:VAUET, VeVl - (u- o) =) - o) v
Vektorraum S4: neutrales Element 1: Vv € Vi 1- @(v) = p(v) v~
(2) Beweise: U = {@:V — I': @ linear} ist ein Unterraum von {@: V — T'}, und daher auch ein (abgeschlossener) Vektorraum
= z.Z:wenn @,y € U, d.h. @, linear, dannist auch (¢ + ) € U, d.h. dann ist auch (¢ + ) linear
=zZ wenn QP EU= (p+ P+ w)=(p+ P + (¢ +PI)W) und (¢ + P)(1-v) = A (¢ + P) ().
Lin.
c(p+PI@+w) E e+ w) + P +w) = (9(w) + o)) + (W) +Y(W)) E (¢ + PIW) + (p +P)(W) m
Lin.
e (p+P)A-v) Z oA v) +Y(-v) = 1) + A1) = A e(W) + Y() Z A(p +P)(v) m
= Damitist U = {¢:V - T: ¢ linear} ein Unterraum von {f:V — I'} und somit ein Vektorraum
Z’(b;‘?) dé;((pll Sei (E,) 4e; €ine Basis in V. Dann ist ¢ (v) durch die Wirkung auf die Basisvektoren E, eindeutig bestimmt: @(E,) & ¢, €T
estimmt ¢ ) .
Eindeutig  Beweis: (1) p(v) = p(v°E,) ‘= v p(E,) & v70,; (2) p(v) = v, "= v, & v P(E,) = Y(v°E,) = (v)m
X 1 0 0
¢ =(a,b,c)v= (y);E1 = (O); E, = <1>;E3 = (0)
z 0 0 1
1 0 0
¢ = (p(El) = ((Z, b, C) <0> =a; ¢ = (p(EZ) = (a,b,c) <1> = b; P3 = (P(E3) = (a, b, C) <0> =c
0 0 1
x
Beispiele o) =(ab.c) (i) Sabyte
1 0 0 X 0 0 X
e(W*E,) = (a,b,c) [x (0) +y <1> +z <O> = (a,b,c) (0) + (y) + (O) = (a,b,c) <y> =ax+by+cz
0 0 1 0 0 VA z
1 0 0
v*p(E,) =x(a,b,c) <0> +v(ab,c) (1) +z(a,b,c) <O> =xa+yb + zc
0 0 1
v¥p, = xa+ yb + zc
Duale Basis | Die duale Basis (e%),¢; ist definiert durch ihre Wirkung auf die Basisvektoren des Vektorraums V: e“(EB) o 6[3’
ist L.U. Die duale Basis ist LU. Beweis: 0 = 1,e%|E; =0 = (1,6%)(Ep) N e(Ep) & 2,85 =2 = Vg = 0= (€%)ye  ist LU m
Beweis . 1 . 1 1 1 )
Beispiel: Wahle Ep = E, = 8 = A, e*(Ep) = 2,(1,0,0)[ 0 | +2,(0,1,0){ 0 | + 25(0,0,1)( 0 ) = 0 = A, = 0 (genauso fiir A,, 15)

0 0 0

Koeffizienten

Jedes Element ¢ € V™~ l3sst sich als LK der Basisvektoren (eﬁ)ﬁy darstellen, wobei (fiir endlichdimensionale Vektorraume) gilt:

¢ =1geP = @(Eg)ef = ppef =

A == oL
. o endl.dim.

¢ = (pﬁeﬁ Beweis 1: 9(E,) = @, = <p365 =g ef(Ey) = (cpﬁeﬁ)(Ea) ]

Beweis 2: g = (p(EB) = (Aae“)(Eﬁ) enddim. Ay e“(EB) =205 =Nz m

1 1 1

Wahle Eg = E; = (0) = gp=¢,=a=(abc) (0) = (2,(1,0,0) + 2,(0,1,0) + 25(0,0,1)) (o) =
Beweis 2 0 0 0
Beispiel:

1 1 1
1,(1,0,0) <0> +1,(0,1,0) <O> +15(0,0,1) <O> =1, =X =¢,=a (analog g, = b, p; =)
0 0 0
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Bilineare Abbildungen/Vektorraume

Raum
bilinearer
Abbildungen
ist ein Vek-
torraum

Die Menge Bil(V,T) = {f:V X V — T fbilinear} ist ein Vektorraum.
Definition Vektoradditionsoperator: (¢ + ¥)(v,w) & @(v,w) + y(v,w) ET,VV,Ww €V
Definition Multiplikationsoperator Skalar/Vektor: (1@)(v,w) € A@(v,w) ET,VV,w €V,1 €T
e Beweise: Bil(V,I) ist ein Unterraum von {@:V X V — T'}, und daher auch ein (abgeschlossener) Vektorraum
= z.Z:wenn @, € Bil(V,T), dannist auch (¢ + §) € Bil(V, I):
e (p+P)(wy +vyw) E @(vy +vy,w) + Y(vy + v, w) = (@1, W) + @, W) + (W(vy, W) +Y(vy,w))
= (@ +Y)(w) + (@ + Y)W w) ¥ _
o (@ +PIWW; + W) E o, Wy +wy) + Y, wy +wy) = (@0, wy) + @0, W) + (W, wy) + Y(w, wy))
2 (p+P@w)+@+Pow)Y
* (p+P)A-v,w) € oAv,w) + Y(dv,w) ’gl Lo,w) + 29w, w) = (v, w) + Y(v,w)) £ A (g + P)(v,w) ¥

o (@ + Y)W W) = @, ) + Y, Aw) 'Z 2o, w) + 1Y(v,w) = A, w) + Y(v,w)) £ A (9 + ) (v,w) ¥V
= Damit ist Bil(V, ') ein Unterraum von {f:V X V — T'} und somit ein Vektorraum

f(Ear Bp)

Sei (Ey) qe; €ine Basisin V. Danniist f € Bil(V,T') durch die Wirkung auf E,, eindeutig bestimmt: f(Ea,EB) E fup €T

fap Bil.

bestimmt £ Beweis: (1) fw,w) = f(v*E,, wPEp) = pawh f(Eq Ep) & vowP fop;

eindeUtE  (2) f(v,w) = v WP fu T v WP geg 2 vWF g(Eq By) T g (v wPES) = g(v,w)
Sei ¢,y € V™. Die Wirkung des Tensorprodukts ¢®i € Bil(V,T) auf die Vektoren v,w € V ist: |(qa®1,b)(v, w) ¥ o(v) w(w)l
|®2V~ et {Zl(p,/,(p®1/1 O RUNS V~} = Bil(V, F)l(i.e.: Menge aller LK von p®: @, € V™)

;fggz'l;t Bew.: (1) ®2V~ C Bil(V,T) weil (p®¥) (v, w) = o) p(w);

(2) E(Ea Bg) = fug = fys0L87 & fys e (o) € (Eg)  (fy5(e"®e%) )(Ear Bp) =

f = frs(e"®e®) € ®V~ = Bil(V,T) € ®V~; aus (1) und (2) = n

Doppeldualraum

Doppel-
dualraum

Der Doppeldualraum (V™)™ & {®: V"~ - I': @ ist linear} ist ,der Dualraum des Dualraums”.

e @ € (V™)™ "schluckt" einen Dualraumvektor ¢ € V™ und liefert einen Skalar: ®:¢ - ®(¢) €T

e Jeder Vektor v € V kann abgebildet werden auf eine Funktion @, aus dem Doppeldualraum: P: v €V - &, € (V™)

e Diese Funktion @, aus (V™) (die eine Verbindung zu v aus V herstellt) ist so definiert:

e Anschauliche Erklarung: @, (@) “ist eigentlich dasselbe wie“ v(¢) (Identifikation Doppeldualraum/Vektorraum):

@, (@) = e(v) = (@, v) = v(®). (,Kanonische Paarung")

Additionsoperator: @,,,,(¢) & (v + w) T o) + ow) & &,(p) + D, () & (D, + D) (@) = Dyyyy =D, + D,
Multiplikationsoperator: &, (@) & @(Av) z 2o() € 1d,(p) = (19,) (@) = D,, = 1D,
Linearitat:

1) @@ +9) = (@ +P)(W) £ 9(W) + Y() = D,(9) + P, (Y) ET; YV EV;p EVT

2): 0,(A0) = Ap) V) L A@w) = 10,(¢) ET; VVEV, 9 EVAET
= @,(p) =v(p) =) =V < (V7)™ ... (1) (giltimmer)
AuBerdem: ®(e%) = ®* = <I>B5[;’ = PF e“(E,;) =@F Eg(e*)

(1), (2) = |(V™)~ = V|(wenn V endlichdimensional)

endldim.

(PPER) () = P =DFE; = (V) SV ..(2)

© www.goldsilberglitzer.at -16 - helmut@goldsilberglitzer.at




Multilineare Abbildungen/Vektorraume

Raum
bilinearer
Abbildungen
ist ein Vek-
torraum

Die Menge Mult,,(V,T) = {f:V X .. XV > T: f ist lin. in jedem Arg.} ist ein Vektorraum.
Definition Vektoradditionsoperator: (¢ + z/))(vl, ...,vp) def cp(vl, ) vp) + LIJ(Ul, ) vp) eV, -, Y, € %4
Definition Multiplikationsoperator Skalar/Vektor: (/1(,0)(171, . vp) def A(p(vl, . vp) ELYvy,.., v, EV,VAET

= Damit ist (¢ + ) (v, w) multilinear. Beweis:
lin.

o (p+ 1{))(u1 +uy, v, . vp) S q)(u1 + Uy, Uy, ,vp) + ljJ(u1 +u,, vy, . vp) =
CICAES P CREAINS) B CTORARS BRTORE) P
(p + w)(ul'vz' ey Vp) +(p+ w)(uz' V2, ""Up) v

e analog in allen anderen Argumenten

o (p+ lp)(/h;ly, vy, ...,vp) E (p(/lvl,vz, ...,vp) + LjJ(/Ivl,vz, ...,vp) = Acp(vl, Vs, ...,vp) + /hjj(vl,vz, ...,vp) =
AMo(vy, va) e, v,) + W(v1, v 1)) A (0 + ) (vy, Vg, 0, 1p) v

e analog in allen anderen Argumenten
= Damit ist Mult,,(V,T) ein Unterraum von {f:V X ... x V — T'} und somit ein Vektorraum

Eindeutigkeit

Sei (Eq) ger €ine Basis in V. Dann ist f € Mult,,(V,T) durch die Wirkung auf E,, eindeutig bestimmt:

U (Bayr oo By ) & fuy €]

. a a lin
Beweis: (1) f(vy, ..., vp) = f (vllEal, ...,vp”Eap) =4, al’f( 0y ap) LYV o
lin.

(2) (01, 0rvp) = 0 0 fy o E 0 v gy v 0% g (B, Eay) S g (0 Eay s vy Eay) = 901, )

Tensor-
produkt

Sei @; ...0p €V und vy ...v, € V. Dann gilt: |((p1 ®.0¢,)(vy, ... vp) & @, (vy) ...qap(vp)|

|®”V~ et {lwl...%(ﬂl@ @ PP, ., Py € V~} = Mult,(V,T)|(i.e.: Menge aller LK von @, ..., @,).

Bew.: (1) ® V™~ € Mult, (V,T) weil (91 ® ... ® ¢,) (v1, ... ;) & 01(v) ... 0, (v, );
(2) f(Eul' ---vEup) = ful...ap = fyl...yp(szi - Vp “ fy1 Vp er (Eal) ..ep (Eap) £ (fyl.._yp (eh ® ®e'}’p)) (szlf ---szxp) =
f=fry, (@ ® .. @) EQVVT = Mult,,(v, I € ®"V~;aus (1) und (2) = |®1’V~ = Mult,,(V, r)| m

Tensor-Transformationsverhalten (a.k.a: Was ist also jetzt ein Tensor?)

kovariant,
kontravaiant

o Index unten &, kovariant” (wie die Basisvektoren), Index oben <, kontravariant” (entgegen den Basisvektoren).
e Anschaulich: , kontravariante Gréf3en werden kleiner, wenn kovarianten Gréf3en wachsen, und umgekehrt”.

o Die Basisvektoren E; des Basisraums V sind kovariant.

e Die Koordinaten v von Vektoren im Basisraum (v = vE;) sind kontravariant.

e Die Basisvektoren e’ des Dualraums V"~ sind kontravariant.

e Die Koordinaten ¢; von Vektoren im Dualraum (¢ = ¢;e’) sind kovariant.

T € ®ZV = (@"V)RX®TV™) = Mult, ,(V,V~,I) =T: V™ X .x V™ XV X ..xV - I:lin.in jedem Arg.

Definition p-mal q-mal
Tensor T T: 4, ..., Pps V1) ey Vg P T((pI, s Ppy V1, ...,vq) er
p ... Anzahl duale Vektoren ¢y, ..., @, € V7, die der Tensor als Input nimmt. Achtung: Er besteht daher aus p Vektoren € V!
q ... Anzahl Vektoren vy, ..., v, € V, die der Tensor als Input nimmt. Achtung: Er besteht daher aus q Dualvektoren € V™!
. Sei (E,) qe; €ine Basis in V und (e,) 4¢; die entspr. Dualbasis in V™ (E, und e, sind Basisvektoren in V und V™, a ist Z&hlindex)
Basis Dannist £y, ® .. Q Ey, ® efr ..® ePa eine Basis von ®$V und T =T%%g p By ®..QE, ® ef1 .. ®ePa
Sei (Ea)ae eine andere Basis in V und (&) 4¢; die entsprechende Dualbasis in V™. Wir definieren folgende Transformationen:
— — 1 ~ . - . .
|E = AP EB|... D; |E,; =1%E, | (2)= B, = NP 374E, = B, = AB 27,,5 =81E, = NP3, =61]..(3)
Basistrans- - ca lin. _, 5 lin. _, A
formation er =g eB (Zt)JE =>e"‘(Ey) (“ EB)(EV) =& =E° eﬁ( ) eﬁ(A ES) =E% yeﬁ(Ea) =
8y =E“ ,;AB 5":>Aﬁ JE% = B9N°, 68 = NP, 2% = E%AF, :2“B=5ul;:> e =3%ef|..(5) =
-®
T =TV, 4 E E, ®c% 8 = Taray, B, @&h .. @k
= 818 n® .. ®e ..Qe B1.-Bq e ®..Q ®e .Qeéfi=
Tensor.trans- T=T"" VP5 5 (E ylEa1)® ®(Z“pr~ )®(A‘51,; eﬁl) ®(Asqﬁ 6'8‘?)
formations- T=3%, . ypl\‘sl 1A5q qul ypélméanl ® ---®Eap Q&P .. é&Pa
verhalten

Tal"'apﬁl...ﬁq =3, ...ZavypA‘slBlA‘quqT”l"‘yv81___8q | Tensortransformationsverhalten (setzt Basis voraus)

,Minchhausendefinition”: Ein Tensor ist ein Tensor, wenn er wie ein Tensor transformiert.
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Abstrakte Indexschreibweise nach Penrose

Konventionen

o Abstrakte Indizes werden in kleinen lateinischen Buchstaben a, b, c ... geschrieben. Sie reprasentieren keine Zahl und
keinen Zahlindex, sondern definieren die Art des Objekts. Hochgestellter abstrakter Index: € V, tiefgestellt: € V™. Sie sind
also eher wie ,Vektorpfeile” zu verstehen. Vektoren mit abstrakten Indizes sind nicht basisbezogen.

o Konkrete Indizes (Zahlindizes) werden entweder mit griechischen Buchstaben «, 3,y ... oder lateinischen Buchstaben i, j,
k,l,m, ... dargestellt. Sie reprasentieren konkrete Zahlen und sind basisbezogen. Ein einzelner Index a ohne zusatzlichen
abstrakten Index steht z.B. fuir das a-te Element eines Zahlentupels. Ein Vektor v“ stellte einen Koordinatenvektor dar.

o Indizes, die Teil der Bezeichnung sind (z.B. erster und zweiter Parameter), werden Uber das Objekt geschrieben.

Vergleich Koordinatenindexschreibweise — abstrakte Indexschreibwese (wobei v,w,E € V; p,e e V™; v* €T ):
Der hochgestellte abstrakte Index a zeigt an, dass v ein Vektor aus V ist.

e ¢ — ¢, Dertiefgestellte abstrakte Index a zeigt an, dass ¢ ein Dualvektor aus V™~ ist.

e v®w — v*w” Ein Tensor der Stufe 2

o v -

Beispiele
abstfakte * o(v) =v(9) - g,v" = v,
Indizes Die Notation macht keinen Unterschied zwischen @(v) und v(¢), und integriert somit den natiirlichen Isomorphismus
v €V = (V™)™ (die kanonische Paarung (¢, v)).
e TE ®ZV - T;_'_’IZ” Durch die Anzahl und Stellung der abstrakten Indizes ist die Art des Tensors eindeutig definiert.
Ty By Oy 0) EBRY T P, P B
o v =v%E, - v* =v*EZ Der hochgestellte abstrakte Index a bei E{ zeigt an, dass E ein (Basis-)Vektor aus V ist. Der
Mischung hochgestellte Zahlindex « bei v* zeigt an, dass die Vektorkoordinate v® skalar ist, und sich kontravariant verhalt. Der
konkrete und tiefgestellte Zdhlindex a bei E¢ zeigt an, dass jeweils der a-te Basisvektor E mit v* zu multiplizieren ist.
abstrakte o il=viel
Indizes . e”‘(E/;) = 65‘ - efEy = 64 (Dualitatsrelation)

e v’ = v%el Die duale Basis e ,erzeugt” die Koordinaten v'.

(Minkowski)-Metrik und Lorentz-Transformationen

Der metrische Tensor dient dazu, mathematische Rdume, insbesondere differenzierbare Mannigfaltigkeiten, mit einem MaR

Definition fur Abstande und Winkel auszustatten.
Nap € ®YV = RV~
Minkowski NapEGER = Nqp = diag(—1,1,1,1)

Eigenschaften

Seien E2 und E2 ONB’s mit der Transformation £¢ = ABaE[?
Nap = nabE,‘;E[? = na,,EgE;; = diag(—1,1,1,1)...nur bei ONB!
Nep = NapEeEf = Nap (N (EF) (N GER) = AY (NP g EFER = AY ,A° g7, 5 .. Lorentz-Trafo (macht aus einer ONB eine ONB)

Topologie
o Eine Gerade ist eine autoparallele Kurve (Tangentialvektoren sind immer parallel)
Gerade o Eine Gerade ist eine geodatische Kurve (kirzeste Verbindung zweier Punkte)
Z.B. auf einer Kugeloberflachen sind Geraden GroBkreissegmente (Schnittpunkt einer Ebene durch den Kugelmittelpunkt mit
der Kugeloberflache)
Menge Eine Menge ist ein Verbund von Elementen (keine Doppeleintrige, Reihenfolge egal). Z.B.: A = {1,7,3}; B = {x € R:x > 0}
Familie Wenn abzahlbar: Liste (Doppeleintrage erlaubt, Reihenfolge wichtig). Wenn liberabzahlbar: Funktionsartig.
z.B.: F=(0,1,1,3,2); G = (a;);¢; (I...Indexmenge)
Notation f:X = Y bezeichnet eine Abbildung, die von der Menge X in die Menge Y abbildet, wobei alle Punkte aus X abgebildet wer-
Abbildungen iden (X ist Definitionsmenge), aber nicht alle Punkte in Y erreicht werden miissen (die Bildmenge kann kleiner sein als Y).
Potenzmenge Die Potenzmenge P(X) einer Menge X ist die ,Menge aller Teilmengen von X*“, inklusive der leeren Menge @ und der Menge
X selber: P(X) = {A: A € X}
Eine Topologie X zu Menge X ist ist eine Teilmenge der Potenzmenge von X, wenn sie mindestens die leere Menge @ und
die Menge X selber enthalt, sowie alle endlichen Schnittmengen und beliebige Vereinigungen von Elementen aus X .
Topologie Mit anderen Worten: Sei X eine Menge, und P(X) die Potenzmenge von X. Dann ist X € X eine Topologie, wenn gilt:
(1) @ € X,X € X (X beinhaltet X and die leere Menge),
(2) 04, ...,0, € X = 0y N ...N O, € X (ein endlicher Durchschnitt offener Mengen ist wieder € X, und daher auch offen),
(3) (O) ges € X = Uge; O, € X (X beinhaltet alle beliebigen Vereinigungen von Elementen {0,: a € I})
Topol. Raum  iSei X eine Menge und X eine Topologie auf X. Dann nennt man das Paar (X, X) einen topologischen Raum.
offene Menge iJede Teilmenge O eines topologischen Raums (X, X), die ein Element von X ist, nennt man offene (Teil-)Menge von X
abgeschl. M.  iJede Teilmenge A eines topologischen Raums (X, X), fir die gilt X\A € X, nennt man abgeschlossene (Teil-)Menge von X

offene Umgeb

Sei x € (X,X), dann ist jede offene Menge O € %, fir die gilt x € O eine offene Umgebung von x.

Indiskrete Top

Die indiskrete Topologie auf die Menge X ist die ,,minimale” Topologie 7 = {@, X}

Diskrete Top. :Die diskrete Topologie auf die Menge X ist die ,,maximale” Topologie 9 = P(X)
Eine Folge (xx,)nen € (X, X) konvergiert gegen x*, wenn es zu jeder offenen Umgebung O von x* einen Folgenindex N gibt,
so dass fur alle n > N alle weiteren Folgenglieder (x,),>y Element von O bleiben:
X, o x" & (VOEX:x*€0):ANeN:Vn>N:x, €0
Konvergenz . IrT toyf)ol.ogischen Raumen miF der indi§kr§ten (gr.tibsten) Topolc?gie X, 7 konvergi‘ertjede Folge geggn jeden Wert x*, weil
einer Folge die einzig offene Umgebung jedes beliebigen x* in der Topologie von 7 = {@, X} die Menge X selber ist.

o In topologischen Raumen mit der diskreten (feinsten) Topologie (X,9) konvergieren nur quasistatische Folgen (das sind
Folgen, die ab einem gewissen Index N > n einen konstanten Wert x,, haben), da die Topologie 9 insbesondere auch
»besonders kleine Umgebungen” in Form von Einzelpunktmengen mit jeden Punkt x, € 9 beinhaltet.

e Wenn (x,)nen in (X, T7) konvergiert, und T, € T3, dann konvergiert (x,,) ey auch in (X, 75)
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Sei f: X — Y eine Abbildung von X nach Y. Dann ist das Urbild f~*(B) € X einer Teilmenge B € Y die Menge aller Punkte in

£ (Uges Ba)

Urbild x € X, so dass f(x) € B: f"*(B) & {x € X:f(x) € B}. ,Nur die x, die in B abgebildet werden, gehéren zu f~*(B)”
Stetigkeit f:(X,X) - (Y,9) ist stetig, wenn das Urbild f~1(0) aller offenen Mengen O € 9) wieder eine offene Menge € X ist:

f:(X,%) - (Y,9) stetig & VO € D:f1(0) € X

Sei f: (X, %) = (Y,9) stetig, g: (Y,9) — (Z, 3) stetig. Dann ist auch g o f stetig, wobei (g o f)(x) & g(f(x)).
Komposition 77 |f: X, %) - ,9), g:(Y,9) - (Z,3) stetig = V0O, € 3: (g H~1(0,) € }Z| Beweis:
stetiger
Funktionenist ' ¢. (X, %) > (¥,9) stetig < V0, € 9:f71(0,) € X..(1) (g0 H71(0,) €x—f1 <g1(02)> EXm
wieder stetig. . (v,9) > (Z,3) stetig < VO, € 3:g71(0,) €9 ...(2) (2)=€9

(1)=€X

Lemma Sei f: (X, %) > (Y,9); By, B, € Y. Danniist|[f (B, N B,) = f~(B,) N f~1(B,)] Beweis:
f7'(ByNB;) xefY(B,nB,) = f(x) EB,NB, =f(x) EBAf(x) EB, & x €f(BYAx€f (B = xef1(B)Nf(B,) m
Lemma Sei f: (X, %) > (¥,9); (B eer S P(Y). Dannist [f 2 (Ues B) = Uges f2(B,)| Beweis:

x € 71 (Upes Bo) & f(x) € Uye By = g f(x) € By, © Jagix € f71(By,) © x € Uy F1(B,) W

Sei X eine Menge (ohne Topologie), und f: X — (Y,9) eine Abbildung. Dann kann mittels Abbildung f eine Topologie X auf
X erzeugt werden: X, & {0:30" € 9: 0 = f71(0")}, oder einfacher: ¥; & {f71(0"): 0" € 9} ... (1)
»%; sind die Urbilder aller offenen Mengen in Y". Zu zeigen: X, ist eine Topologie.

(i) 8=f1@),X=f'(Y)m

T logi- (1)
OPOlog! (i) Sei0},04 €9 ..(2) und O; = 71(0}), 0, = £71(0}) ... (3) = 0,0, € X, ... (4)
sierung 9) ist Topologie (1) (Lemma) ®)
01,0; E)=——= 01 N0, €Y= 101 N0y €EX, == 10D NI 0) EX,=0,N0, EX, m
P 1y €]
(iii) Sei (Og)aer €D - (5) und (O)aer = £71(0g) ... (6) = (0p) aes € % ... (7)
, 9) ist Topologie , [ , (Lemma) —1/q1 ®)
(0)ae1 EY) === Upe1 00 €D = T (Upe10r) € ¥ == Ui F ' (0p) € ¥, = Upe/(0p)ges E X, m
Sei U C X eine Teilmenge des Topologischen Raums (X, X). Die Teilmengentopologie (auch: Teilraumtopologie, induzierte
Topologie, Spurtopologie) ist die natirliche Struktur, die die Teilmenge U vom topologischen Raum (X, X) ,erbt”.
Teilmengen-  iEine Abbildung i,,: U - X;x € U - x € X (,Punkt wird auf sich selber abgebildet” - Einbettung) induziert die Topologie
A a
topologie ¥, = i7" (¥) = {i7(0): 0 € ¥} ..(1) Abb. ,aufsich selber”: x € i7(0) = i,(x) S x€UNO .. (2) 8
|%iu ={0:0'"=0NUANO0OEX}={0NU:0€ %}|]ede Teilmenge U ist in Bezug auf die Spurtopologie X; offen.
Ein Hom6éomorphismus bezeichnet eine bijektive, stetige Abbildung f zwischen zwei topologischen Raumen, deren Umkehr-
abbildung g ebenfalls stetig ist. Zwei topologische Rdume heiBen homéomorph, wenn sie durch einen Homéomorphismus
(topologische Abbildung) ineinander tiberfiihrt werden kénnen.
Homaomorph Sei (i) f: (X, %) - (Y,9) eine Abbildung, (ii) g: (Y,9) - (X, X) deren Umkehrabbildung;

(iii) £, g stetig; (iv) g o f = id,; (v) f o g = id,, (stetige, bijektive Abb. - invertierbar), dann ist (X, X¥) homdomorph zu (¥, ).
1Y) = %; g 1(¥) = Y © f ist ein-eindeutig zwischen offenen Mengen in X und Y. &

1:1
Die beiden Riume sind topologisch nicht unterscheidbar = X & 9 < (X, X) = (Y,9)

Trennungsaxiome

Trennungs-
Jaxiome in
(X, %)

T, |Fur zwei beliebige Punkte x,y € X (x # y) gibt es immer eine offene Menge O € X, die den 7
einen Punkt beinhaltet, nicht jedoch den anderen Punkt (Es muss also nur eine Menge O geben). . ®

Vx,yEX,X):x#2y= (B0€EX:ix€O0ANy¢e0)VEBOEX:YyEOAXEO) ~—~

o=

T, |Fur zwei beliebige Punkte x,y € X (x # y) gibt es immer eine offene Menge O, € X, die den o
Punkt x beinhaltet und eine offene Menge O,, € X, die den Punkt y beinhaltet (Es gibt also zwei / A
Mengen O,, Oy, die sich auch uberschneiden diirfen):

Vx,yEXXix#xy= 30, €X:ix€0,Aye0)A(30, EX:y €0, AXx €0,)

o<

T, | ,Hausdorff-Raum“: Firr zwei beliebige Punkte x,y € X (x # y) gibt es immer zwei disjunkte offe-
ne Mengen Oy, 0,, € ¥, so dass die offene Menge O, den Punkt x beinhaltet und die offene Men- 7
ge 0,, den Punkt y beinhaltet (Es gibt also 2 Mengen 0,, 0,,, die sich nicht {iberschneiden diirfen). : | o | i @
Seix,y € (X,%);0,,0, € X;x # y.Danngilt Vx,y € (X,X):x #y = g ooy

30, €eX:x€0, Ay e0)IA (30, €eXy€ 0, Ax 20,)A(0, N0, =0)

,regular”: Fur jeden beliebigen Punkt x € X und jede abgeschlossene Menge A € X, die x nicht o p
beinhaltet, gibt es immer zwei disjunkte offene Mengen O,, 0, € X, so dass O, den Punkt x 7 {\‘ f (D )
beinhaltet, und O, die abgeschlossene Menge A. Vx € (X, X);VA={A S X:x ¢ ANX\A € X} L Y by
= (30,0, EXXxEO,ANACSO,NO, N0, =) - SEEy

T, |,normal“: Fur zwei beliebige disjunkte, abgeschlossene Mengen A;, 4, € X gibt es immer zwei 0}/-_-\ P ~~0,
disjunkte offene Mengen 0;,0, € X, so dass A; in O, und 4, in O, enthalten ist. 4 % N/ Y
VA, Ay: (A, N A, = BAX\A, EXAX\4, € X) = Wi\ )
30,0,:(0, N0, =PAA, SO AA, SO, N0, EXAOD, EX) NIT NI

Eigenschaften
von T}

(i) Ty impliziert Ty. (ii) In T ist jede Ein-Punkt-Menge abgeschlossen.
Beh.: V x € (X, X) = {x} abgeschlossen=X\{x} € X ... (1)

rre yexX\x)> (30,€Xy€0,Axg0,) = {y} S0, S X\(x}¥y € X\{x} .. (2)
N\ = Uy € Uyen{0y) € X\ 03 = X\x} = Uyenn{0y)

Eigenschaften
von T,

(i) T, impliziert T;. (i) In T,hat jede konvergente Folge genau einen Grenzwert. Beweis:

Ann:x, = x .. (Dx, =2 y..(2). zZ.:x =y.

Ann. Gegenteil: x #y..(3) T, = (30, EX:x €0, Ay € 0,)..(4d) T, = (30, €X:y €O, Ax € 0,) ...(5)
T,=0,n0,=0..(6) (1),(4) = 3IN:Vn > N:ix, €0,..(7) (2),(5) = 3IN:Vn > N:x, €0, ..(8)
(7),8) = VN:in>NAn>N=x, EO A%, €0, = x, €0, N0, Zzu(6) =x=ym

|sonstiges

T3 AT, implizieren T,, T, AT, implizieren T,
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Standardtopologie von R"

offene e-Kugel

K(x,e) @ {y e R™ |y — x| <¢&}; e € RY; |x| & Vx% K, % K(xq, &)

Standard-
topologie.

Die Standardtopologie R™ von (R", R™) ist: R"™ & {O0: 0 = U,er K} (alle méglichen Vereinigungen offener Kugeln)
2.Z. R™ ist eine Topologie. Bew.:
() 2)8=Uaep®R™) € R V5
(i) b) Beh: R™ = UyeyK(0,N), Bew.: Vx € R" AN, € N: N, > |x| =
1)
x € K(0, Ny(x)) Vx € R™ ... (1) K(0, Ny(x)) € UpnenK(0,N)Vx € R"...(2) = x € Unen K(0,N) Vx € R™ v
»Jedes x € R" liegt in einer Kugel um den Nullpkt. mit Radius N, > |x|, daher auch in der Vereinigung U ey K(0, N)”

(i) Beh.: 0y = Uge;Ky3 05 = Upey Kg = 0,00, = (Uyec Ky) € R™
Trivialer Fall: O; N 0, = @ € R" K
Nichttrivialer Fall: O; N0, = K; N ..N K, # @

Ao = |x —x4| < &5 dg = | —xﬁ| <& ..(3)
Mo = € — dai Np = & — dgi 1" = min(7, 1) ... (4)

Beweise, dass alle y € K(x,n*) immer in K, N K,, liegen:

|9 = ol = G = D)+ G = I < |J = 2|+ |do[ 1 >y~ x

|y_xot| SN t+dy<g = |.’)—}_fa| <& :>yEKu---(5a)
|9 = 2| = |G =)+ (F = Z)| < 17— %]+ |dg|| " >y — x
|9 —%5| <n*+ds < g = | —%| < e = y €Ky ... (5h)
(5a),(5D) =y €K, ANy EKg = y €K, N Kz = K(x,n") € K, N Kp ... (6)
(6)
{x} S K(x,n") € K, NKz =
UXE(KanKB){x} € Uxe(kankp) K(x,n) € Uxe(KanK,;){x} =
UxE(Kar\Kﬁ) K(x,n") = UxE(KanKB){x} UxE(KanKﬂ){x} = (Ka n KE) = UxE(KanKB) K(x,n7) = (Ka n KB)
Da die Standardtopologie R"™ It. Definition aber alle moglichen Vereinigungen aller méglichen offenen Kugeln beinhaltet,
ist auch Ue(kynkg) K(x,n*) in der Topologie enthalten: Use(kanip) K(x,n) ER" =K, NKz € RV’
(iii) Beh.: (Og)ger S R™ © (Uger0g) ER™ ... (7) z.Z.: (Uge;Og) € R
7

Jede offene Menge O, in R™ besteht It. Definition aus der Vereinigung von off. Kugeln: Va € I 31,: 0, & Uge,, Kg =
Daher sind beliebige Vereinigungen von offenen Mengen U,¢; 0, dasselbe wie beliebige Vereinigungen von beliebigen
Vereinigungen offener Kugeln. UaE,(UﬁE,a Kﬁ). Doch das ist wieder nur die Vereinigungen von (bestimmten) offenen
Kugeln Uyer, K- Da die Standardtopologie R" It. Definition aber alle méglichen Vereinigungen aller méglichen offenen

Kugeln beinhaltet, ist U,¢;, K, in der Topologie enthalten: Ue; O = Uaer(Upger, Kg) = Uyer, Ky € RV’

kompakt, parakompakt

Ein topologischer Raum (X, X) ist kompakt, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: (i) (X, X) ist T,
(i)) V(O daer € ¥:Uger O = X = 304, ..., 04,:0g, U ..U O, = X ,Fiir jede offene Uberdeckung (0,) ¢, , die ganz X

I3 k . .
ompakt abdeckt, kann ich mit einer endlichen Teilmenge {Oal, . Oan} aus dieser Uberdeckung wieder eine Uberdeckung von X
erreichen
” v i U ’ i 7 i i i i i )ty i U -
parakompakt Fir jede Uberdeckung (0,)q¢; , die ganz X abdeckt, kann ich mit einer endlichen Teilmenge {OM1 Oa,,} aus dieser Uber:

deckung eine Uberdeckung einer offenen Teilmenge U, erreichen

(Differenzierbare) Mannigfaltigkeiten

Der topologische Raum (M, M) ist eine Mannigfaltigkeit, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: (i) (M, ) ist T,

schnittsbed.

:‘\:Iiingrlllegi-t (i) (M, M) ist parakompakt (i) (M, M) ist lokal in der offenen Umgebung O € M (mit ,,geerbter” Spurtopologie) homéo-
morph zu (R*,R™): Vp e M I 0 € M: (0,0 N M) = (R",R™)
Sei p ein Punkt in (M, M), O € M eine offene Umgebung von p, ®: 0 - R?*; ®:p — (x*(p), ..., x™(p)) € R™ ein Homdo-
Karte morphismus (bijektive, stetige Abbildung) zwischen O und (einer Teilmenge von) R™ (® erzeugt lokale Koordinaten x*). Dann
ist (0, ®) eine Karte der offenen Umgebung O des Punktes p, und O die sogenannte Kartenumgebung.
Atlas Ein Atlas A der Mannigfaltigkeit (M, 9%) ist eine Menge von Karten (0,, ®,), so dass die Vereinigung der Kartenumgebung die
ganze Mannigfaltigkeit M abdeckt: A = (O, @) 4e;: Uge; O = M
Seien (0, @), ((_‘7, E)) Karten mit iberschneidenden Kartenumgebungen O N O # @. Die Abbildungen ® und ® ,erzeugen” fiir
Kartenwech-  einen Punkt p € O N O die Koordinaten x* und ¥* € R™. Dann ist die Kartenwechselabbildung ) = ® o ®~1: ¢>(0 n (5) -
selabbildung  &(0 N 0); Y: (x, ..., x™) & (&, ..., ™) die Abbildung, die die Koordinaten x* in #* umwandelt. Die Kartenwechselabbil-
dungen reichen aus, um die Mannigfaltigkeit (M, ) topologisch eindeutig zu beschreiben!
Notationsdefinition: Ogp = Oq N Og; Pap = Py 0 CI>§1 (Kartenwechselabbildung von Koordinaten x;; zu Koordinaten x%)
Dreifachdurch- : Dreifachdurchschnittsbedingung: 1,, = g5 © Vp,.

Bew.: gy = Yap © Ypy = (o0 @p1) o (Pp o @y?) = g0 (Pl o Pp) o Pyt = Doyt =4, W

Dreifachdurchschnittsbedingung (,3DB“) ausreichend. Bew.: {5 = o5 © g, © Pys 2P Yoy © Yy 328 PYos M
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tionsgesetz
eines Skalars

® a+Bti=n=a+p="=p="—-a..(1)
i tan(a) = p..(2); tan(B) =p..(3) =
74 - sine WsinG-a)  cos@) 1 @1
[ p= m - cos(g—a) - m T tan(@ ; )

. ) Wy .5 5 .
E:IriZLerechsel x= pe;, = %E‘L’ .% —x = %E‘L’l p = é; -
:;fs:’ber' " \\\ - / xt= % e, =[xt = % = I:%; analog: |¥ = :— = ;?

S 3 Coy) = (x2+y2'x2+y2) &3
Die Kugel S? hat zwei Umgebungen: 0; = S?\{N}und 0, = S?\{S}. Beide sind homéomorph zu R?. @, projiziert S auf (0,0)
(,,unteres R?“ in Skizze), kann aber nicht N abbilden, ®, projiziert N auf (0,0) (,oberes R?“ in Skizze), kann aber nicht S ab-
bilden. Die Kartenwechselabbildungen kénnen daher nur R2\{(0,0)} » R#\{(0,0)} abbilden.

. Eine (r-fach) differenzierbare Mannigfaltigkeit hat einen Atlas bei dem fiir alle Karten (0;, @;), (Oj,cbj) mit tGberschneidenden
Dllff.ba.re Man- Kartenumgebungen gilt: 0; N 0; # @ = ®,;, ®; 1 ist (r-fach) stetig differenzierbar auf CD-(Oi n 0-) (sind CT). Aquivalent: alle
nigfaltigkeit . 7 J J J

Kartenwechselabbildungen W, sind C™

Sei F: M — R,p » F(p) eine Abbildung, die jedem Punkt p der Mannigfaltigkeit (M, ) einen skalaren Wert zuordnet. Sei
Skalar.e = (Og Do) e €in Atlas von (M, M). Dann wandelt jede Karte (O,, ®,) Punkte einer Umgebung 0, in Koordinaten x um.
Funktion Zu diesen Koordinaten gibt es eine (zur Karte passende) Funktion f,(x}), die diesen Koordinaten x/,(p) = ®,(p) denselben
pufM skalaren Wert zuordnet wie F(p). f, (x%(p)) & F(p) = |f,l(x,§,) =F(d ' (x})) =Fo d1:d,(0,) S R" > lR{|
Transforma-

Beh.: Falls p € Opp = |f,,(sz(p)) = f,;(x};(p))|. Bew.:fg = Fo®pt =Fo (bl o dy) oyt = (Fody) o (g0 dp') =

fy = £ 0 o = f5(xh) = Eo (Vg () = £, () S5 [ = )] m

Gerade

Eine Gerade in der Karte (0, ®) ist gegeben mit x' = x} + tv’, wobei x{ der Startpunkt der Geraden ist, und v' dem Tangen-
tenvektor (,Geschwindigkeitsvektor”) entspricht. Die korrespondierende Kurve in der Karte ((5, Eﬁ) isti.A. keine Gerade:
%t = i(xk + tv*) mit Kartenwechselabbildung : x! — &%, oder in einfacherer Notation: X' = !(x¥ + tv").

Aquivalenz von
Kurven

Zwei Kurven xi(t), x5 (t) in einer Karte (0, ®) sind dquivalent, wenn sie (i) einen gemeinsamen Startpunkt x§ = x(0) haben,
und (i) der Tangentenvektor v beider Kurven am Startpunkt x} gleich ist:

xi(t) ~xh (1) © (x£(0) = x5(0) = x§) A (vE(0) & %1(0) = %(0) (D)

Zwei dquivalente Kurven in einer Karte (0, @) sind auch in einer anderen Karte ((5, ff)) dquivalent:

xi(t) ~xi(t) & %(t) ~ %L () | Bew: Sei P (x*) = #!(x¥) ... (2); YP:x' » & die Kartenwechselabbildung.

(i) trivial: x;'(o) = x5(0) = x5 = %(0) = %4(0) = (xo) Vi) (2) = F D) =PI (D) =
w(x"(t))—(zll)(x{"(t)) x{‘(t)— (x1 @®) - xF ()" ()6"( () - x{‘(t)"—‘~‘r (x1 ®)- 17{‘(t)|t—0:~

51(0) = ”" G (0) - vk(0) = 2 (3)analog:ﬁ2‘(0)— 22 (2 (0)) - vE(0) = 2 o)-vo:ﬁ1(0)=ﬁz(0)\/

v = i:
X vl

"Zum besseren Verstandnis: Darstellung in Vektorschreibweise in R3:

oy’ oyl oyt "‘/’ %! 3“' 2 3
ax1  9x?  9x3 Xl(t) ® + ® + ®
> _ 29 7o 0oy 3oy 0 Temy L 30y — | 0¥ 0y oy .2 _61[11 awz 3
§=F=LIGO) = 5@ 0 = 0G0 = | 5 S 5 8 =[x+ 2L+
réchet— s oyd oy X s ., s ., Bl/) 3
Ableitng = =/ = e - ok
ox!  9x?  ox3 ox?! X (t) + ox? X (t) + dx3 X (t)
2 ())(0)
Trafo Tang.vek- = Vektorkomponenten v* im Pkt xJ* = p transformieren kontravariant*: (3) = |t = oF' ) g _ 9% k| _ L(xm) vk
torkomponent. i*... Merke: kontravariante Transformation = “Tilde oben” T axk T oxk » Lo
~ a
Trafo Basis- — Die Basisvektoren transformieren kovariant** (Penrose-Notation): E; = ax(;O)Ea = (]‘1) (x(‘;) EZ **_.“Tilde unten”
=B
vektoren . P a(zy (1) gxa(zY o KVP
L0 — LAa — S Sa x("o)ﬁ a_a"(xo)~ﬁ ax(xo)~[j a _ sppa a_ax(xo) a
Bew: v = v Ea—v Ef..() v = = v =—200 > =29 Ey = PP Ef — Ej —7Eqgm
Differential- o . . . ry der 0 3 qer 0
operator Definition: i hangt von der jeweiligen Karte ab: 6L|X5n =5l und 6,|)Z Py o
. 5 2
Trafo Diff.- 0 =5 6k = §;xk0,|= ( ) (x3") Ol Bew.: 0; & % = ﬁ% oo %Bk (alles an der Stelle x*)
operator ; Differentialoperatoren d; transformieren wie Basisvektoren E; kovariant = 0; sind Basisvektoren
- i 5 KV 0% . k Deov YL
Trafo Vektor vt =pk 9% =it =P ax =L pk = ¢ a’ii =|pk = ‘aii ... Vektorkomponenten transformieren kontravariant
komponenten — ox ox
Basis
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Anhang: SRT, 4er Formalismus, Minkowski-Metrik

Beta und y = %; B == |Ind Raumdimensionen bzw. D Raumzeitdimensionen gibt es d Boosts und ey @ Rotationen.
Gamma N Rotationen gehdren zur Gruppe SO(d). Postulate: Konstanz von ¢, kein bevorzugtes IS.
Lorentz- Sei §* das , bewegte” System, und S das ,,ruhende” System; |Aktive LT: Wie sieht ,bewegtes” |Passive LT: Wie sieht ,ruhendes”
transfor- d.h. die Geschwindigkeit und die Richtung von S* gegen-  |S’im ,ruhenden” S aus? Sim ,bewegten” S’ aus?
mation: tiber S bestimmen die GréRe und das Vorzeichenvon 8. |a* = A*,a" a'* =7A*,a"
Aktive LT v By 0 0] aktive Lt v 0 By O aktive LT y (1) g %V Eigenschaften:
Boostinx, A%, = ﬁo}/ )6 (1) 8 Boostiny, A*, = gy %) 3 OO Boostin z, A*, = 0 0 1 0 Ar, = (A™HH,
’ . ! . ! .
S'>S: o 0 0 1 S-S [0 0 0 1 S-S By 0 0 y det(A) = +1
r _ - 1 _ 1
Passive LT Y Br 0 0 Passive LT 14 0 =By Olpassive LT }(; (1) 8 l(?)y QTEELSBG 1
Boostinx, 4K, = By v 0 Olgoostin y, Ak, = 0 1 0 Olfgoostinz, A#,= 0 0 1 o0 * ’
S 0 0 1 0 S -y O 4 0 5o Lorentzgruppe
: 0 o 0 1 : | 0 O 0 1] ’ =By 0 0 vy ] |orthochron
Drehung: Aktive Drehung: Objekt wird in festem Koordinatensystem gedreht. |Passive Drehung: Das Koordinatensystem wird gedreht.
Aktive (1) (1) 8 g Aktive (1) 0 g 0 Aktive (1) 0 0 8
- o cosa —sina b cosa —sina
Drehfmg b 0 0 cosa -—sina Drehfmg D%, 0 0 1 0 Dreh.ung D%, 0 sina cosa 0
um x: L0 0 sina cosal UMY 0 sina 0 COS um z: 0 0 0 1
Passive (1) (1) 8 g Passive (1) 0 g _0 Passive (1) 0 _0 8
Bu — Hu — cosa sina Hr — cosa sina
Dreh%mg P%=10 0 cosa sina Drehfmg b%=1o 0 1 0 Dreh.ung D% =10 —sina cosa 0
um x: 0 0 —sina cosal [VMY 0 —sina 0 cosa um z: 0 0 0 1
s 1 1+8 1 E+c|p| . _ n1tva
Rapiditat: & = artanh(B) = Eln (E) = Eln (E—ZIZI) B =tanh(§) iy = cosh(¢) By = sinh(§) Sges =81+ &, Vges = 17
Einfache x =y +vt") x' =y(x—vt) v, = LJ:VV; v, = 14, i Uy = "Z,, 7
LT'sala Ort: iy =y* y =y Geschw. ) 1::‘_? ’ 7’(”’;96;_2) , 7’(””?}2_2)
GDPH 1 =7 7=z T Y T ) T )
t=y(t’+12x’) Dauer: T = YT, L -
- : c : o |lnge:l= b _p [ _ B, _f
Zeitpunkt: vy (t B ix) Masse: m = ym, ange " Frequenz f = f; ' fr="fo vl feraversal Y
C2
Invariante: | ds® =7;; dx' dx’ = c2dt” — dx* — dy® — dz*; ds® > 0: zeitartig, Kausalitit; ds* < 0: raumartig; ds® = 0: lichtartig.
Energie: E =Ey+ Epin = moc? + me? —myc? = me? = ymyc? = \Jp2c2 + mac*; Eyin = E — Ey = \/D2c? + m3c* — myc?
E? — p%c? = m3c* = EZ ...invariant

4er Formalismus mit Minkowski-Metrik

der- a 1 0 0O 0 4er-Vektoren u
Vek 0 der- _3 au—|Minkowsi- § -
kjn:?r P _(ao) Ger;— o= éat Qua; [1=0,0"= m:arlriclivzlf::\r- w0 =1 0 0f, det(n)= ~1 Tensoren und ihre
i a |"\a/l, “\'s ) |bla: Sz —A M= =0 0 -1 of My )= Skalarprodukte sind

ravari- a dient \% c? th. Koord.): _ S

3 0 0 0 1 Lorentz-invariant.
ant
Index unten &, kovariant”, Index oben <, kontravariant”. Indexwechsel ko/kontra in Metrik(+,-,-,-) = Vorzeichenwechsel bei a,, a,, a;

Rechen-

"0, = gh, = 8

[ I S
a =npa’ at=n"a,

AR = Al P = A

A;w = Auﬁn[ﬁ’v = TYWAMU/?V

regeln

AMYBMT/ - Aulml)’vBuv - A“KBW" = Ak, BW

Skalarprodukt in R>*:

a b =(a,b) = ayby — a;b; — ayb, —azb; = a"n b = a*n,,b” = a,b*

Jeder Tensor 2. Stufe kann in einen symmetrischen und antisymmetrischen Anteil zerlegt werden: A, = = (A, — Ay,) + % (Aw +4,,)

2

4er-Ortsvektor
(kontravariant)

X

()

Eigenzeit Tin S’

ds? =ds? = c?dt’ —dx® —dy’ —dz® = ctdr” = di’ =

ds®

2 B2 2 —l

4er-Geschw. dxt _ dxtdt dxt c 145 - N
(kontravariant) utt = ﬁ = %d_‘r = % =Y (17) = (yﬁ); i, =y(et =) = ¢* > 0 Szeitartig
dy 3a? 4@V Beschleuni- ayw
der- at —d—uu—i(yc) _)’d (yc) =V Cdt = <y < = 4 ¢ gung nurinia* = <y4%>
- Tar ar\yv) T Tac\yw) T \avs ST v, o] Qv o o =\ 4

Bgschleu T T \Y Y . Ptvd y3 = Uty y‘c—zv +v%d / |x-Richtung: Y ax
nigung

; 0 e 2 S
(kontravariant) (a’) =" = a, =yia,* afu,=0=a" Lu* afg, = —a® < 0 =raumartig. (d...3er-Beschl. des IS, in dem 7=0)

X

4er-Impuls et = m (VC) % moc + E’:” php, =pi-p*= 5_22 — p? = Masseteilchen: E = /mjc* + p2c?

A = = S ) = = c > N I
(kontravariant) P 0 o\yv P > m2c? ... invariant masselose Teil.: E = |p|c = hf;p = hk :%

4er-Kraft
(kontravariant)

F

m
uw— @t _

dar

dptadt _

dt dt

F=myyd + m0y3?17 (firmy = const.) = F 4 d (auRer 3|ld V ¥ L @)
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