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Photonen und Warmestrahlung
_ Reduz. Wir- h |Ener- Im- E_hf ho h2m _h

. — . 34 — = = = ==L =—= ===
Planksches Wir- b = 6,626 -107/s kgsquantum::"~ — 277 |gie: Epnoton = hf = hw = pe puls: PTCT TS hk =5 =3
kungsquantum

[h] = [Wirkung] = [Energie - Zeit] = [Impuls - Linge] = [[ L dt]; L... Lagrange-Funktion
Spektrale _ Moden- _1dNW) _ «? nf .
Energiedichte &(w) = o— = (E)n(w) dichte : M@) =, === —=; n(f) = —- ... Dichte alle Moden <  bzw. < f
h Bolzmannverteilung e FE 1 |Erwartungs- ©
Rayleigh-J E; — B=— = : =
ay el..g e?ns Wabhrsch.dichte: p(E;f) = e PE ag’ A ksT |wert Energie () fo Ep(E; B)dE = ksT =

(nur fur kleine

Frequenzen): e (w) = (E)n(w) = kpT-2s  &x)(f) = kpT n(f) = kT L
Wiensch’es Ge- a3 R Wiensches: wmax _ . _Cw.p _ .
setzf. grofe w g,(@) = Aw3e™? Ausey(w—> ©): A= 2o P = verschges, ksT const; Ape(T) = 25 Cy = 2,898 mm - K

Bose-Einstein Wahrsch. P _ Erwartungs _yw —_ T
Planck’sches  pro diskreter Energie B (En; B) = pe~PEn’ iB =7 En = ham wert Energie (E) = Xn=o EnPy = ol
Strahlungsges. ? 1

(@) = (BYn(@) = 25—

_ _ 1 0 0 1 0 0 0 0\ _/n @«
¥) = @11 + @l10) + @501 + w00y = oy (; )+ (5 o) +as(] o)+aly 1)=( o)

Verschrankung

a; «a
Wenn det ((a; ai)) = a a4 — a3 # 0 = vollst. bestimmt; verschrankt. Wenn a; a, — a,a3 = 0 = nicht verschrankt

Materiewellen

_h_h__h __h R lp=hk o
De-Broglie, my  Vmmo? J2m§mu2 VZmEin|ip _ 2 relati- lw :f =mc? = ymyc? = g" v=cl- (Eofgk- )
klassisch ©  Ex p? 7 P Apz vistisch :hk = 7= P =mv=yme TN 7z "
Uphzzzﬁzzmhkzﬂ;‘l]G:E:Z K:E p_; oEkin + kin

Schrédingergleichung

- - & .0 e @ (ke
Allgemein EW(xrt) = A¥(x0) |E = ih 2, weil: (- Ae 500 = how = EY
(1D)Z ; i - O=F. = _h_za_z . i(kx—wt) — n?k? — ﬁ — m?v? — ‘m_v

e w(x,t) = AW 6) A = By = — 1o weil: — mer Ply—Py_m ¥ =E,Y¥=>
Freies Teilchen ‘zh Y(x,t) = ———‘Il(x t)‘ mit Potential: # = E,;, + Epot = zh—m;?+ V(x) =
Teilch. im Pot. zfl '1U(x t) = (_EF + V(x)) Y(x, t)‘ im konservativen System: E = const. = ¥ (x,t) = ¢(x) e”¢t =
stationar ‘E 6 = (-2 2 4 V() pG|; x) = px) e

. . SN[ B2 [8?
3D-Gleichung i W(F,0) = [~ 1= (35 + 2+ o) + VD (7 0) = [ =8 + V(D] ¥ G0
NTeilchen iAZW(F, 7y, . Poyt) = ARG |+ 28N G - 7) PG
at 2 i L 1 2m 1 i g &t jixj Y2\ J 4
Ekin Eﬁﬁf Epot Teilchen-ww

Potentialstufe bei xy: (1) p(xg) = d(xF); (2) ' (xg) = @' (x)
Anschluss- Delta-Potential V, 8(x — x¢): (1) ¢p(xg) = ¢p(xe) = dp(xg); (wenn V, < 0: ,attraktives DeIta—PotentiaI")
bedingungen h* 9%

BUNBEN (@) timg [1F B 00 di = lim, g [27F (= 3o 4+ Vy 8(x — %)) p (1) dx = ¢/ (x) — ¢/ (1) = 25V, 6 (x0)

Eigenschaften

e SG ist partielle DGL

e SGistlinearin ¥, d.h. ¥ kommt nur in erster Potenz vor = Superpositionsprinzip anwendbar. Beliebige
Linearkombinationen von Lésungen der SG sind wieder Lésungen der SG.

e SG ist eine homogene DGL, d.h. es ist kein Term vorhanden, der nicht mit ¥ behaftet wére

e Keine Aussage Uber die Amplitude. Normierung notwendig.

e allg. SG ist parabolische partielle DGL, d.h. B2 — 4AC = 0 fiir DGL AY,, + B¥,; + CA¥,, + DAY, + E¥, + F¥ =0

o stationare SG ist elliptische partielle DGL, dh. B> — 44C < 0
GauBlsches Wellenpaket
Ansatz — AL (@ Lilkx-wb) g—(k—k)?d? _E_ p® _ k% _ hi? — 4L i(jex *) ~(k—ko)2d?
Y(x,t) Amf_me e S dk|w=s= == P (nt) = A f_ 0)%d” dj
X kndz)z
—k§d2+<12; 2 (x=vot)?
Losun = A igmttd? 24 T2a2a2(140%), = = fko, A 1t
& lp(x' t) L € o ! |ll/(x’ t)l V2md?(1+42) € Yo m A= 2md?
m

(x)e = (@lx|9) = vot; (p)e = (¢IplP) =

hky = py = my, = const.;

Eigenschaften _dw _ d hk® _ hk _ . _ @ _1hk® _ hk _ vpn(k)
V= a Taram om0 U == T = < v
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Korrespondenz-ldentitdten (Operatoren), Erwartungswerte und Eigenfunktionen

Sei A irgendeine mit Quantenunscharfe behaftete quantenphysikalische MessgréRe (, Observable”), z.B. Ort oder Impuls.

Erwartungswert i(A) == 2:1 A; (Der Erwartungswert <A> ist der zu erwartende Mittelwert bei wiederholter Messung.)
Operatoren A (A) = ('P|A|11’) Sooreicn w*Awdr (A.. Operatorvon A)
Kprrespondenz- Observable Operator 1-dimensional Operator 3-dimensional
Ortsvektor 7 bzw. Koordinate x |X = x fw’ =7
Potentielle Energie E,,o; Epor = Epor(x) = V(%) Epor = Epoe(®) = V(@)
. . . ~ h2 92 ~ K2
kinetische Energie Ej;, kin = 52— vin = — 5
—~ ~ 2 2 —~ A 2
Gesamtenergie E = Ey;p, + Epol H =V — :—;7 (Hamilton-Operator 1D) |H =V — Zh—mA (Hamilton-Operator 3D)
7 5= —inl =12 5 — _ihv="V
Impuls p bzw. p p =—ih = 1o p ihV : \Y
Drehimpuls L z-Komponente von L: L, = —ihi L= —Lh(r x V) = —ih (e(p = 2 Si:ﬁi)
. = P2 _ 272 172 — _p2 10
Drehimpulsquadrat L LP=13+L5+1L;=-h [Smw) P (5111(19) ) e awz] ‘
Mittlere quadr. 5 n ., .22 B
Schwankung (A% ==3"_ (A, —(A) = A%% = [y A vdr Unschirfe:  1AA = \[(A42%) — (A)?

Wabhrscheinlich
keitsdichte:

dP(x,t) = p(x,t) = || (e, ) = W(x, ) ¥ (x, 1)

Wabhrsch. dass
Teilch in (a,b):

b +o0
P(x,t)=(‘}’*|‘}’);f ||w>|2dx;f 1@ dx = 1

Eigenfunktion,
Eigenwert

Es gilt: (A) =

Wenn gilt: AV = AY & f‘l’*/i Ydr=A[¥* ¥dr, dannist A eine Eigenfunktion und A ein Eigenwert.
A; (A%) — (4)? = 0; d.h. die mittlere quadr. Schwankung von A=0, man misst immer denselben Wert von A.

Haben Operatoren A und B zu den GréRen A und B dieselbe Eigenfunktion ¢, dann lassen sich die GroBen A und B am
Teilchen mit der Wellenfunktion ¥ gleichzeitig scharf messen. Die Operatoren sind vertauschbar. Es gilt: ABY = BAY.

Fourier-Transformationen

Hier: Konvention

1
Faktor =

bei Hin- und Ruicktrafo. Etwas schlissiger bei §-Funktion ware Faktor 1 bei Hin- und i bei Riicktransformation.

k-Raum, - o s ) -
stat?:rzgr b o) = \/%f_a,(p(x) e~ dx Riicktrafo: ¢(x) = ‘/%f_m P(k) eth* dk
k3-Raum, 5T e " B P T VT
stationar, 3D é(k) = " fffmg o(@) e Riicktrafo: (7)) = 7 fffk3 qb(k) e dk
Iz(e::)a:suTD Pk, w) = \/Ef IZ wx,t) em =90 gy gt Riicktrafo: W(x,t) = «Ff 12 Bk, w) e"0¥=90 dic doy
k3, w-Raum, > _ o R i(Fi—wot) o B Loy 1 o SN (Fot) o7
seitabh., 3D P(k,w) = = Lo ¥@ e i(kf-wt) g7 gt Riicktrafo: W(7,t) = E[_w Wl Bk, w) e+ilEF=0t) g doy

-Raum, _ . 1 o = iP.
ftationér 1D é() = J_f d(x) e ™ d Riicktrafo: ¢p(x) = ﬁf_wqb(p)e“n" dp
&-Funktion 1D \/% = Ef_cl 8(x — x,) e &%) dx Riicktrafo: (6(x — xp) = \/_f w‘/_ etik(x=x0)
schlissiger mit . . . )

1 1=[_6(x—x) e~ tl=x0) gy Riicktrafo:  6(x —x0) = —J 1 -etikGe—x0) g

1/;—Konvent. 2n

Transfer- und Streumatrix; Wahrscheinlichkeitsstromdichte

Geg.: Potentialstufe; links Bereich I, rechts Bereich II. Wellenfkt. zweigeteilt: ¢,(x) = Ae’¥1* 4 Be~4ikiX; ¢ (x) = CetukeX 4 pe~Aukzx

flussnorm. ¢, (x) = /i\/ze’l'"i" + EJZe“'klx; ou(x) = f\/ze’l”"z" + EJZe‘A"kzx =>A4A= J\/Z;B = E\/Z; C= f\/Z; D= 5\/1
k1 k1 ka ka ks ks ks ks
Transfer- A\ _ C\ _ (M11 M12> C A=M;,C+ M,;,D . A=A(D)=CM,+DM,,
matrix: (5)=u(p)= My My, (p)=5- My, C + My,D = 05€5 — B(C,D) = CM,, + DM,
Streu- May _ MiaMay S S \/7
u. B _ A _ 511 512 A B = 511A +S12D _ | M1 M22 Myq Lo _ " 2 ka _ \/E \/77'
matrix (c)_i(p)_ S; S (D):>C:S A+5,0 87| 1 me |87 “\\T VR
(unitar): ot g e 1 22 M1y T My 521\/% Soo
. RETA L1h . . . ) _ ) . ' — )
Wahrscheinl J[¥]=Re (¥ 25%) = Re (¥ 222w); ji = j[A7] jop = J[B(A) €44 ;e = j[CeP¥'x] Kontinuitatsbedingung
i L. _ hk . . ' k! hk o _ _ 2% =
stromdichte i = ][Ael,kx + Be /llkx] — 71(|A|2 —|BI?); jy; = ][Cel"k X 4 pe~tirk x] — 72(|C|2 —1D]?) = "= =pv
jou IC12 _ Icl ks 1 ke 2ke
Tlizj._t=~_=__= = =18al*=
in 1412 A2k IM111% k k
TR Sl Ve Ml Pk TR (AP — 1B = k(CT - 1DP)
Ri= [ 1 = 3w = ar = Bl = [,
Verschiebg. . . . Lo X ks Koo oo ky _ (eikL 0 )
Stufe/ um L Sei M, die Transfermatrix bei x = 0, dannist M, = M"} M,M,?; mit M,? = 0 ek
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BraKet-Notation

Bra-Vektor:

(Y| € H* |Ket-Vektor: |1/)) EH |—> darstellungsfrei, d.h. keiner Basis zugeordnet! |(1p| = |¢)I; [p) = (p|t

Eigenschaften
von Vektoren in
H

HH ist ein co-dimensionaler Hilbertraum isomorph zu C* (co-dimensional: es gibt unendlich viele LU Zustandsvektoren)
Fur (1), [2) € H gilt:

V1) + (192) + [93) = (I9h1) + [$h2)) + [1hs) (Assoziativgesetz)

V2:30 € V:[y) + 0 =0+ [¢) V|p) € H (neutrales Element 0)

V3: |¢) + (—[y)) = 0 (inverses Element)

Va: |[Yy) + [,) = [,) + ;) (Kommutativgesetz)

Fur [Yq), [W2), [Y3) € Hund @, B € Cgilt:
SLa([yy) + 1¥2)) = aly) + alp,)
S2: (a + PIy) = alps) + Bl,)
S3: a(Bl1)) = (@B)1)
S4:1- ;) = |Y;) (neutrales Element 1)

Skalarprodukt
— komplexe Zahl

Sesquilinear:
(Wilay, + Bys) = al,|Y,) + B(Y,|p3) (Linearitdt im ersten Argument des Skalarprodukts)
(ap; + Bl Ys) = a* (P |Ys) + B* (P, |s) (Semilinearitdt im zweiten Argument des Skalarprodukts)
W1l2) = (WPolipy)”
Wil = 0V[p,) EH
W1lP) =0 < [P;)=0
Schwarz’sche Ungleichung:

I(wlIwz)Iz < (W1l1) - (W2l 2)

Norm:

II¢1II =4 (¢1I¢1>

Regeln i) + B 1) 2 ' (Wl + B (Wl o [) = lay) 2 (Pla” = (ay]
Entstehen aus duRerem (Tensor)produkt: A = @)y = ([YXeDt  |Alp) = |14Iz/)) - (/Ill;I = (p|At
Operatoren (AE)I = BtAt - AB|y) = (wl(/Il?)I = (p|BTAY I(a/I)I = a4t | ) = (dTo|p) = (<p|£Ill))I

(0]Aly)" = (|At|o) |Projektionsoperator: Py = [uXul - Payl) = lup(ulyp) = aly), analog zu P, d = é,(&, - d)

Spektraldarst.

A=Y, 4;|a;)Xa;| (mit A;..EW, |a;)...EV) Vollst. der Basisprojektoren: ¥;|a;}{a;| = 1

Hermitesche
Operatoren

At =A = A, =Ap, =EWAER |(1[)1|(A|1[)2))) ((W118)[92) = (1|4, (Klammern unnétig)

Messwerte < EW von A: Aly) = Alp) = ( ) =2YlP) =21 = (lAl) wenn: (YY) =1= 1=

(WlAly)

Wly)
AIIP) = AL,y = (1/}1IAI1/}2) = (1| ,,) = 1,1 1,)

Kommutieren-
de Operatoren

Wenn AB = AB = (1) A und B bilden einen vollst. Satz kommutierender Observablen, (2) besitzen gem. Eigenfkt. (EV),
und (3) sind gleichzeitig scharf messbar (AAAB = 0)

Projektion auf
0GB
(Vektor/Matrix
Darstellung)

Ficenbasi A Basis Koeff.
igenbasis von —_———
i la) (a;|y) =

1
Ala) = Aila) = [9) = 3, PPy = Sila)a; 1) =

A;...Eigenwerte
|a;)...Eigenvek-
toren (Basis)

+

Ket: @I = (o, [), (e ), ) ALY = (a;| A|ay)

Operator:

Basiswechsel

\von Basis
{lai) laz), ..}
zu Basis
{1D,), |bo), ..}

o (@l
W) = { (g, ) | jpra:
| I

b)) = Tlay)| (@l = bl = UlaXa S = ib)ail = U ZlaXal = U= Zilb)(al = b)) |p)@ .
I I I

b} — gAY

Trafo Basisvektoren |b;) = 0|a;)[Trafo Vektoren: [y} =

0~ ) = 0t jy)

Trafo Operatoren:

\Wahrscheinlich-
keit, Erwartungs

Operator A (,Observable”) mit EW 4, ... A, (entspr. ,Messwerten) und EV |a; ), |ay), ..., |a,);

A wirkt auf Zust. [) (,Messung”) = A|y) = dann ist die Wahrscheinlichkeit W; des Auftretens von EW (Messwert) 4;:

wert Wi = (P) = ([P |w) = (Pla)alp) = (alp) (a;|y) = [{a;[p)|* . Erwartungswert: (4) = (|Aly) = X, WA
Wahrscheinlichkeit W,, das System in Zustand ), zu finden: WO =(Pyy=(p |PO|IIJ> WX Wol) = [{Wol)|?

Erweiterter bisher: abzahlbare Basis {4 (x), ¢, (x) ... }: (Pn]Om) = Opm
Hilbertr. mit
Diracvektoren  lietzt: kontinuierliche Basis ¢ (x) k € R: (Prlpr) =8k’ — k)

o bisher: abzdhlbare Basis abstrakt Basis Koeff. konkret Basis @;(x) Koeff c(D)=c;
profextion 2, (0,9, () .} W) =%l olv); ¥ =% &) {ol¥) =Zeo)c

)k ER jetzt: kontinuierliche Basis abstrakt Basis Koeff. konkret Basis @i(x) Koeff (i)

X ~ 0 M M/ 3 —— 0 —— —— . 0 ; .
x pi(x),i ER: [0y = [ loo{pdpydi; px) = [ (xlp) L@l di=[__ o;0)p@)di
8. Eigenft, d. [P0 = ) = (xl) = (x[l[w) = [ el ) g dx” = [ (ela) [} dx” = [ [6Cx — xD]p(x) dx’ = )

Ortsoperators y(x) = [, = (xIy) = (x[i[y) = [T xIp)plp)dp = [T xIp)plydp = [T | Y(p)dp =p(x)
(xlP) = ()5 (pIY) = P(p); (xIZIY) = RYICD; (xIplY) = BY)(x); allg: (i|A|p) = (Ap) (D)

Umformungen: [(x|x) = ¢, (x) = 8(x —x'); (x|p) = ¢, (x) = —e +ig, fwz -e (- x)dp 8(x —x');
PlIp") = 9, @) = 8 —p"); (plo) = 0, () = = ¥ [7 e e dx = 8(p - p);
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Zeitentwicklung

(1) Geg.: Wellenfunktion W(t = 0), ausgedrickt in Basis B, so dass ¥(0) = Y; ﬁ,lb ). (2) Berechne die Eigenenergiebasis, also
Rezept 1: Eigenwerte (Eigenenergien) E,, und Eigenvektoren |E,) des Hamiltonoperators H@3 )Transformlere Y(0) in die Eigenenergie-

basis (z.B. mit |1/)){H} U*lz/)){B}), sodassW(0) =Y; yilE). (4) YO =X, e _‘_tynlE )

(1) Zeitentwicklungsoperator U = e“iit. (2) Berechne die Eigenenergiebasis, E,, und |E,,) des Hamiltonoperators H.

Rezept 2: N En ~
(3) Spektralzerlegung U = ¥, |E, E,le ™ 2 " (4) W(t) = T W(0)

Harmonischer Oszillator 1D

potential ly — Lmwtat = = 2ttt |EE g 00 = (22 e HE ( J@x);gn = oo (n+2)
Ezgféf; Y= ﬁipo = Vmho; y =x£n: én =:_:);V =§ha)y2 =y, = _6y2 +5 Sy2uy(x) _\/ﬁe P H,0); e, —n+—
Aufsteiger [at = \/x_ @_\/i_ ﬁ% — \/iixio _%% - %y _ %;_y atlu,) = VA F Tlu,.,) ([iazf]Tjrih;;fr:iIenga _
s |1 = [+ =+ =y o) = 199 =0 Glag0) 41 apian
oo[:esr-ator *= %J%&i +ah=2@+ah  |®=F0la+a’y)=Zwlalw) + wlatw) = 2 (wla) + @plv)
e 1=t [P @—an = L5 @t [(0) = A wIa — 6T = e GPlal) - HIaTe) = oA Cwlan) = @l

Besetz.- |- Hamilton | 1 P
operator N =a'a; Nlu,) = nlu,) operator H = hw(aa® + a'a) = hw (a a+ 2) hw (N + 2)
Zeitent-

En —i(n+t
wicklung lp(x' t) = Zn Cn un(x) e_th = Zn Cn un(x) e 1(n+2)mt

,Kohdrente” Glauberzustiande

Glauberzustinde |¢@,) sind Eigenzust. von @: §&|<pa) = a|@g); aeC ‘cx(t) = et = |ale e (@ lpq) = 1; {Palpq) # 8(a —a’)

2
a2 —iwt -2 2a0x )2

e ze z e PeVoe 2

1Pa(0)) = e Zn or @ )i 9o (D) = e 2 e Zn —o 7z @ () |un) =

xoVT

(x) = %(%ld + %) = %((%l “aly) +{polat - 19a)) = j—%((%l “alpg) +{pla - loq) = j—;(lX(%Wa) + a@alpa)) =
(x) = x—"(a +a*) = %2 Re(a) ; analog: (x?) = ﬁ((oz +a")?+1); Ax? = (x?) —(x)? = X—"
= (@—a)? =1 p? = ) — (P = 1 :Apr——z

«» _ h
<p) L\Fx( _a)_iﬁxu

(x(D) = 2 (a(®) + a’ (1) = V2x, a| cos(wt — 8); (p(D) = (a@®) +a(®) = —«/fsm(wt —9)

h/—x
Drehimpuls
3 3 _505_ 2 hg hiso o 9 = h Gl 9 B h(_ @ Gl =~ h 9 ha

Operator L: L=rXxp=rXx (;V) =?(r><V) = kX 5 L, :?(ya—za); L,= l(za—xa); L, :—( X"V ) ey
Vektoroperator: Ein Operator/f ist nur dann ein Vektoroperator, wenn gilt: [L,-,A]-] = ihegAy. 7, 5,2 sind Vektoroperatoren =
Kommutatoren: [L;, x;] = lhsu,cxk, [Lop] = lhsukxk, [LiLj] = ihegjply ‘Operator I2: ZZ =2+12+12
Kompat. zu L;: | H, 12, 82,72 ﬁz kompat zu [2: H L;,5%,8;, ’Z,ﬁz ‘Erwartungswerte:%(Lx) =(L,)=0; (L2) = (Lﬁ,) > %hz

) . I2|lm;) = 1(L + DA%|Im,) Bahndrehlmpulsquan- [=0,..,n—1 Magn. Drehimp.-QZ
E tinde 2 L o s re A ={-1,..,+l

lsenzustande L,|lm;) = m;h|lm;) tenz. [ zu Operator L2 (I = s,p,d,f, g, - m, zu Operator L,: { }

Leiteropera- Ly=L,+iL,; nichthermit: L} =L ; It =1L, Auf- Absteiger: (L, |lm) = JAFm)( £m + DAl m; + 1)
-~ 1,5 -~ =~ FEIP2S =~ - 1,5 = PSP ~ 2
toren Le=c(Lo+L ) Ly=—-iy(L, -1 ) [*=_(LL_+L L)+L,

. L L _ _
Gyromag. Verh ¥ = lul _ lal |Bohrsches ueos = lel_p. st = delp allgemeines i, = sign(q) ug - sign(q) ugm

ILl 2mq|Magneton 2mec 2me Magneton sign(q) yz

Entartung n,| :Entartung = Y1=3(21 + 1) = n?(ohne Spin)

Eigenzust. allg. iSeien A2, A, irgendwelche Drehimpuls-oder Spinoperatoren. Dann gilt: A2|1)) = a(a + 1)h2|y); A,1p) = m hlp)
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Spin

. L § _ z|landé- @ . Spinquan- iQuantenzahl s zu Operator $2. Ferminionen:
Spinmoment i, = sign(q) HBYs3 = ¥S Faktor: 195 = 2,0023.. ~ 2 tenzahl: halbzahlig (Elektron: s=1/2). Bosonen: ganzzahlig.
s, . ;
Magn. Spin- m,==2={-s,..,+s Spin 1 1 Spin 1
gn-spin. e =5 =1 VPR Js=tme=d =im=m =00 fs=tm =2 =1n ==
quantenzahl  {— e = +1/2 up: 2 2 down 2

Eigenzust. S,: i S5,|1) = IT) S, = ——IT) Eigenzustand $2 §.§2|T) =s(s+ 1DA?|M) = hle) $2|ly = s(s + DA2|L) = hzll)

Kommutator: [SL,S] = LfleukSk‘kompatlbeI 2u S;: H L1782 ‘kompatlbel 2u §2: H L,1%8;

(V) = [Yrum)®l5) € H = Hyppy @FH W) = (Wrum WD - (Yrim)®IWs)) = (Wrnim [ Wnim) * (Wslihs)

Produktraum: 1o > 2 2
dim(#) = dim(H ) dim(3) = 21+ 1)(2s+1) = (21 +1)-2 |Operator §2: §2 =85+ S, +S,

_— _ s _ (@ . . _ Operatoren &6 _h & _h_ & _t
Spinor: o) = alt) + BIL) = ) = ((p) mit Basis {5,} = (I1), 1)} .55 Smioa S=jo S=ja
Operator S Sa = g(nxax +ny0, + n,o ) = ﬁ(a sind cos ¢ + o), sindsing + g, cosz9) mit|A| =1; A = (nx, ny, nZ)T
Leiteropera- 5+ = Sx T iS,; nicht herm. ST=38,; 8t=38, 8, |smg) = /(s Fmy) =181 = |b)

. . [ N 1ra & a ih ||\ & ih
toren S =2(8.+8) = SIN =21 SV =310 |8, = —i5(5, —8) = SIN =TS, = =211
X i _ (0 1 {z). . 0 —i {Sz). _ 1 0 {Sz}
Paulimatritzen g, = |1)(l| + [L)(1] = (1 0) 5 oy = (=D + XD = (. 0) 5o, = [T = [0 = (0 _1)
L 5 3 Spin- . - [Larmor- s qB |Bloch
. —_i. B=1%p=-2 - i
Spinrichtung: 5 = fl<ly s 11/) Hamilton: Hs =—iis - B frequenz: =y Is1 m |Vekt. 1) = COS( )lT) te sm( )ll)

I

EV. inxy-Rich- 1T) =5 (N +1) [1,)=Z (N +ill))  |Herleitung mit Bloch-Vektor. ZB. [1,) = (9 = 2,0 = ) =
tungz.Basis 2 [L) = Z(N =) [4,) = 5D =il {|1,) = cos (T) N +eZsin (T) 1) = SN +i 510

Produktbasis, gekoppelte Basis

Produktbasis Observable {L?,L,,S%,S,} mit QZ |L, M; S, M) |Gekoppelte Basis: §Observab|e {L2,5%,]2,],} mitQZ |L, S,], M,-)

J=L+S§

[]i,]j] = ihegy ‘Ges.drehimp.QZ: [l=s|<J<|l+ 5| ‘magn. Gesamtdrehimp.-QZ%Mj ={—/,..J}

Gesamtdrehimp.j7 e . P -
J,=L,+S, J2=(L+5) =I[*+S?+2LS

(1) Finde Tabelle passend zu (j;, j,) = (51, 5,). (2) Finde rechts oben die Spalte mit den zu transformierenden Werten fiir
Clebsch-Gordon (],Mj) = (S, My). (3) Darunter stehen die Koeffizienten der Produktbasisvektoren (Wurzel hinzufigen) (4) Die passenden
Werte m,, m, fur die Produktbasisvektoren |j;m;)®|j,m,) bzw. |s;m;)®|s,m,) stehen links.

Schrédingergleichung fiir Wasserstoffatom und wasserstoffartige Atome

absolut |/ 52 pE ) RN Relativ- i, . Relativ- | 5,  Mype-m.By |Gesamt-

Pe 4 N _ = = == M,,. =m,+ M,
Koord: (Zme + 2My Ire—r | W, 7v) = EW (T, 7v) koord. i e W impuls: P Mges masse: ges € N
SP- p? p? Ze2> s S = SP- 5 _ Teme+PyMy |Gesamt- - - Reduz. _ meMy

= ——|¥Y(#,R) = E¥Y(",R R="—"—— =75 =—
Koord: (Zu 2Mges T (r ) (r ) koord: Mges impuls: P=pe+ Py Masse: # Mges
relativ- N iRE P2 ze? e o iEnerg Kin. Energ.: .sp nK?  |Kin. Energie ip? |Kern-i ze2

w— LKR:(___) - - sP P _ - L _z

koord. b(@)e 2u 7 $() = £o() Rel.bew. =E—Ejn des SP: kin ™ 2Mges |Relativbew.:izu |pot: r

3D Schrédingergl.: (—562 + V(r)) o) =¢ ¢(F) Coulomb-Pot.:V(r) = —EZTZ = (—562 - EZTZ) o@) =edp( =
h2 (0% 20 @) ez h2 (0% 20 e’z N e
( (6r2 + ;E) + 2ur? ) - )(])(T') =& (])(T')

P =R+ DY = (-2 (L4 22) Bl
Produktansatz: ¢(#) = R(r) Y/"(9, p) = ——(

2ur?

or2  ror

h? l(l+1)

92 29 n2l(+1) ez _
=+ — 22 |R() = eR() mit

effektives Pot.

2ur? ... Zentrifugalpotential

Transformation zu Sturm-Liouville EW-Problem: R(r) — M mit Dirichlet Randbedingungen u(0) = 0,lim,_, u(r) =0 =

2 2 .
(—%% 1(21:21) - i + kz )u(r) =0mitk? = ZuIEI unda =— und ay, = —2 Lésung mit Frobenius-Methode u(r) = e *r®+1 ¥ q.rt

5 m _2 [((n-t 1)') (21‘) 2141 (ZZT) _r Atom- a=% Bohr cgs _ M s _ 4meoh?

Losung ¢’nlm(r) - ¢nl(r) Yl (19 QD) ((n+l)'a3 L € na Yl (19 <P) radius Z |Radius: o ne?’ o ne?
Eigen- . p __ R 1 o, 1 |Rydberg: ,cgs _ wet g _ pet _ 2 ( 11 )
energ.: Geb. Zust: ie < 0 E, = REyPh A Ru 2 |konst.: Ru = R = senic E,—E,=2Z =T
Paritatstrafo: Ffo—fFforornd-on—U; ¢ > ¢+ |Parititsoperator: §ﬁ|nlm) = (=D nim)

Kommutatoralgebra

Kommutator: :[AB] = AB — BA IAntikommutator: %{AB} =[AB], = AB+ BA AB = [AB] + BA

[4,8] = -[B,A]; [4,A] =0; [4,5B] = B[4,B]; [A,B+C]=[AB]+[Ac] [4[B.C]|+ B [C.A]]+[C.[AB]]=0

Rechenregeln:

[4,BC] =[A,B]C+B[A,C); [AB"] =Xn,B“'[4B]B™=; [41]=[14]=0 ‘V[A Bl=c=[4,B"] =ncB"!

Hermitesch  :Falls [4, B] hermitesch (EW reel), dann ist [A,B]+ antihermitesch (EW imaginir) und umgekehrt.

© www.goldsilberglitzer.at -5- helmut@goldsilberglitzer.at




Diverses

cos(z) = cosh(iz) = elzz—e_lz sin(z) = —isinh(iz) = # cosh(z) = cos(iz) = # sinh(z) = —isin(iz) = z_ze—z
tan(z) = —i tanh(iz) = % cot(z) = i coth(iz) = % tanh(z) = —itan(iz) = :i:j = :z: coth(z) = :i:j

Ae™ + Be™™ = (A + B) cos(x) + i(A — B) sin(x)

Ae* + Be™

(A + B) cosh(x) + (A — B) sinh(x)

Hermitesche
Polynome

H,(x) = (=Dre*’ %e"‘z; orthogonal bzgl. Gewichtsfunktion e *": ﬁf:o H,(x)H,,(x) e
Ho(x) = 1;H,(x) = 2x; Hy(x) = 4x% — 2; Hy(x) = 8x3 — 12x; H,(x) = 16x* — 48x2 + 12; ...

-x? _
- Ynm

Zugeord. Lagu-
erre-Polynome

(a+p)!

(B-m)!(a+m)'m!

m

L) = 35 _(-D™

K(x) = 1; L¥(x) = —x + k + 1; LE(x) = §(x2 —2(k +2)x + (k + D(k +2))

Kugelflachen-
funktion

(1-m)!
(1+m)!

V(@ 9) = |5

P"(cos ) e™®

Vim = (D™ V(@ =9, + @) = (=1)' Y, (9, 0)

o09) = [ 110,00 = [Zsin@) e 1,000,9) = [Zeos0); 14069 = = [Zein(o) e
1 1
Voo(8,0) = = | == (3052 (®) = D ¥i0(0.9) = |22 1,100, @meo = Yim (T, @mso = 0 ¥ig(m, ) = (~1)" /—
~
=0 =1 =2 =3 =1 f s =1
m=0 m=0 o m=0 m=0 m=-1 m=1

Herleitung Schrodingergleichung

Allgemeine Wellengleichung:

,3)
E¥Y(x,t) =E¥(x,t)=—

lg. Lsg. ) L, n2 92 @
ZWnt) = 52w ) =S () = Aeiron ih=W(x, ) = == W(x,0)|=
9 - i(kx-wt) — _; . 2 92
at'la’(x, t) iwAe ‘ IwAY(x, t).| ih= EW(xt) = _zh_mﬁl'u(x' t)‘
tho W (x,t) = ho - Ae'® 0| ho = E, Ae' 9D = W(x,0) = Hamilton:
0
9 = E = H(x, P(x,t) =
Herleitung zfzat'l’(x, )=E¥(x1t)..(1) o (x,p) |- P (x,0) Her.p) =
e o ae — e () - ORI
riptum: 2m
2 2 52 2 2
i () a0 = =50 (7) K v e EW(r,t) = 2 W0x,6) + By P(x,0) =
n2 92 h2K2 )
“L Ly =+ v ) [Pk =t = LTy ) W)=
_"_zilp(x t)—+£lp(x t) (2)|E—E _ _mvz_mzvz_ﬁ: 72 o2 €]
o V00D = H V@0 - @ F = Fu =5 =50 =05 Tew(on = (22 4 v) (oo
h? 9
—— =¥t =E¥Y(xt)...3) ) W2 92
2m 9x? ih-Z = (-2
m dx ih at‘lf(x, t) = ( 2 o + V(x)) Y (x, t)|
nz 92
EW(x,t) —V(x)¥(x,t) = _Eax_ij(x’ t)
Allgemeine Wellengleichung: n? 92
azg ! azg ga”g. boo. oty EW(x,t) = ———=¥(x,1) + V() ¥(x,1)
ﬁqj(x‘ t) = Eﬁlp(x't) —= ¥(x,t) = Ae ’E‘I’( 0 ( "2 o2 e )) w( t)‘ @
f 2 . . 2 X, =\ X X,
92 2 2 2y2 2 . —¥Y(x,t) =—iw¥Pxt) | hw=E=>w=->
(ke kein W) = =) B = =T 2 P g, P00 = 0¥ )| S
“ _ =Y, t) =—-E¥(x,t) > E=—-—
,Guesswork”) %lp(x, £) = =22 Eyin ¥ (%, ) |2+i > 2t a)MJ RE¥ 0 iot
E=ih—=
n? 92
EpinW(x, t) = —Eﬁqj(x' t)“Ekin =E—Ep =E -V(x) = E—— —
) w2 9
’maw(x, 0=(-22 4 vw)wis t)|
Delta- und Heaviside-Funktion
8(x) & gl = 89l = @(0) & [ () p(x) dx = @(0) 8(x — %) 8y, [9] = (o)
- ) b 1,fiur 0 € [a, b d
Delta- 1 8(x)dx = 1 J7 (1) dx = {ofird (@8] sy = LH(o)  #) 8(x — x0) = F(x0) 8x —x0) 18(6) = 5(—x)
x8(x) =0 8(ax) = ﬁ&(x) lx] 8(x?) = 8(x) 8(f(x)) =X, ﬁ?(;;‘l), x; ...einfache NST | [ §(x) dx = H(x)
Heavisid 1firx>0
eaviside- _ oo ) B _ [(*—%o ) S R
Funktion H(x) & H[p] = fo @) dx; H(x —xo) = [_ "6 dt; H(x) S furx=0
0 sonst
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Quadratisch

e n,n-Matrizen

a; by c5 + b, ¢,
a b ¢ by c, az + a; (=)™ b; c3
Determi- a, by _ ab,— oo s (P Gayby— _ 142 |F2 G2 e ah
nante: det @ bl = ba det|a, i)z ol=d-(bx?)= obhoa— = by (=1)"*? |, Cs| + = ¢&jabicy
a3 D3 G ¢, by a; — _1)1+3 (%2 b,
. Cl( ) b
c3 by a, as D3
invertierbar: {3B:AB =1 < regular |Invertieren: G_>auss -11 |Invertieren 2x2: (a b)_l = ! ( d _b)
) ' g Flan] (114~ "\¢ &/ T ad—bc\-c a
rR:gc;in det(AB) = det(4) det(B) det(A”) = det(4) det(A™!) = det(4)™  det(sA) = s" det(A)
selbstadjung. iin R™: selbstadjungiert=symetrisch (s.u.) (A%, y) = (¥, Ay) |n C™: selbstadjungiert=hermit (s.u.) (4X|y) = (X|Ay)

hermit:

‘A=A"=A" < EV bilden 0GBD < 3: 0GB D:UtAU =D |herm.:> VA; € R; h.=diag.bar; h.=selbstadj.; h.= normal

unitér: (A € C*

Myt =0 < U Ut =1 < ||Z|| = ||UZ|| |unitir = det(U) = 1; unit. = VA; = €%, unit. = diag.bar; unit. = normal

diag.sierbar: 3T:T AT! = D < 3 Eigenbasis D: A = X D X'V A;:algebr.Vielfachheit n = geom.Vielfachheit g < AB = BA
normal: Aist normal, wenn [AA*] = AA* — A*A = 0.
orthogonal: AER™ AT = A1 < AAT =1 < ||X] = ||AX]| |0rthogona| = det(4) = +1; orthognal = V4; = +1
ewi ey AU = AV Eigenvektor v € C"\{0}; Eigenwert A € C.Wenn A € R™"a pos. definit = V1; € R A V2; > 0.
’ Berechnung EW: AV = A0 = AV = Mo = A0 — Ao = 0 =
EWundEV  EW: p(1) = det(4 — A1) = 0; EV: ¥, ,, € Eigenraum(4;) = Kern(4 — 1;1)

Hilbertraum

Hilbertraum H.

Allgemein

Ein Hilbertraum H ist ein beziiglich der vom Skalarprodukt induzierten Metrik vollstandiger Prahilbertraum (7, {,)). Das
heilt jede Cauchy-Folge konvergiert gegen ein Element im Raum.

Prahilbertraum

Ein Vektorraum, in dem ein inneres Produkt definiert ist (V,{-,)) , heiRt Préhilbertraum. Damit es ein inneres Produkt (-,-)
geben kann, muss im Raum eine geeignete Norm definiert sein (ndmlich eine Norm, die die Parallelogrammgleichung
erfullt; z.B. ||-||;), bzw. das Innere Produkt induziert die Norm:

llx]l, = {/{x,x) Vx € V.In einem Prahilbertraum ist ,,Orthogonalitit” x Ly definiert (x L y & (x,y) = 0), und es
existieren Orthonormalbasen.

Norm. Vektor-
raum (V, || - D:

Vektorraum

ottt orm V= REE > I sl = [1IFD A (1 + 311 < 171+ 1510 A (121 = 0; 171 = 0 < % = 0)

Vektorraum,
allgemein

Es seien V eine Menge, (IK, +,7) ein Kérper, @: V x V - V die Vektoraddition und @: K X V — V die Skalar-
multiplikation. Dann ist (V, @, ®) ein Vektorraum Gber den Kérper IK, wenn fiir die Vektoraddition gilt:
V1: u®(vdw) = (udv)®w (Assoziativgesetz)
V2:30 € V: VB0 = 0@V (neutrales Element 0)
V3:3(—v) € V:VB(—v) = (—v)®V = 0 (inverses Element)
Va: v@®u = u@v (Kommutativgesetz)
und wenn fir die Vektormultiplikation gilt:
51: a@udv) = (aOuw)d(a®v)
S2: (a + B)OV = (aOV)B(BOV)
S3: (a- B)OV = a®(BOV)
S4:31 € K: 1®v = v (neutrales Element 1)

furallew,v,w € Vund a, B € K. V1, V2, V3 besagt, dass (V, @) eine Gruppe bildet, und V4, dass diese abelsch ist.
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Modellpotentiale (1D)

Unendlich hoher (¥ = Aeik* + Be~k* Rand ¥(0) =0 :> B=-A4..(2) W = Csin (Ex) pomt_pt _n )
Potentialtopf mitk = |2mE (1) bed.: W(a) = 0 :> K=" (3) Losung: _ a zﬁr;: , 2m m
vonx=0bisa = - irla mitC =/2/a E, :Eﬁnz = En?
— ikx —ikx — —KX
stuf Wi =Aet” + Be Wi = De”™ mit Anschluss-  ¥;(0) = ¥,(0) = Ak+ B =kD .. (3)
Potentialstufe : 2mE Zm(Vo E) : Ly _w ; . _
tk = . (1 = 2 bedingungen: ‘¥W;(0) =¥,(0) = i-A—-i-B=-D..(4
V(x < 0) =0 mi 2 (€)) K= .(2) gung 7(0) 11(0) p p 4)
Vix>0) =V, 3) 4 (4) = B = —4 <t _ ikx _ KHIK _iex Ein- ¥Yu® ! 1|Wahrsch i; _ hk
mit E <V, @ +@® K—ik ¥ = A(e' K*ike ) Refl.- — 112 = 1|dring- w0 e strom Jin = m
(:3;D A 2ik yo=A 2ik erx koeff: 14|2 . -5 _ 17 — hk
T u ik—kc tiefe: = 24 dichte Jrefi
— ik'x o
WY, = Ae*™ + Be~ikx Wi = Ce™ " mit Anschluss-  (¥(0) =¥,;(0) =A+B=C..(3)
Potentialstufe  mit ... (1) k' = 2'"(E 2m(E—Vo) .(2) [bedingungen: (¥/(0) = ¥;;(0) = E,A - E,B =C..(4)
K K
Vix<0)=0
V(ix>0) =1V, . e 1 k=K' ik B2 [k=K'|?
mit £ > V, ((3?;) ~W=B=AT0 e W= A(e;x toaee x) Refl.- R=12= |k+k,| vel L mm)?
sung: — A2k —kx koeff: i _ 4kk’ Optik ny+n.
== Ak+k’ g W= A€ T= kK2 P e

Wahrscheinlich-
keitsstromdichte

. A L1hd , . ; , . i , . !
j¥]=Re (¥ 2p%¥) =Re (¥ 222w); jir = j[4™]; ey = J[Be ] joue = j[Ce™ ']

Kontinuitatsbedingung
ap 8]

ji = j[Ae* + Be~Ax] =L (A2 — |BJ?); ji, = j[Ceuk'x + De~hnk'¥] =M2(jcp — D) 5p =g = =pv
— ikx —ikx

Potentialbarriere i’ —:f}:eem i IB;Z""‘ Y(0)=¥,0)=A+B=C+D .
V(0<x<a)=V, q,” — Felk* mit AB ¥/ (0) = ¥;;(0) = ik(A — B) = k(C — D) T = 170
sonstV =0 m Y, (a) = ¥ (a) = Ce*® + De™*@ = Eetke . - 1—%+Esmh2(m)
mit E <V, k= , zm(v" £) Y (a) = ¥}, (a) = kCe* — kDe @ = jkEetk

Y, = Ae** + Be~ik*
Potentialbarriere lyI = Coik'* 4 pe-ik'x Y,0)=¥,00=A+B=C+D
Viosx<ayvy T8 T 0C g ¥I(0) =¥i(0) = ik(A -~ B) = ik'(C — D) - V%—l
sonst V =0 mp = Bermmi ¥, (a) = ¥ (a) = Ce* '@ + De~ik'@ = Eeika T -1+2sin?(ka)
mit £ >V, k= /2;"_25 K = /%j’o) Y, (a) = ¥, (a) = ik'Ce’¥'@ — ik'De~'e = jkEeka

1 2,2 (P 1 _h oo L 2,2
V(x) = Smeixt = EY(x) = ( oo T3 m(u x )‘{’(x) = EY¥Y(x) = Zmax( x‘{’(x)) +omox Y(x)..(1)
reduzierte Einheiten: E = Awe ... (2a) X9 = o (2b) x =yxy...(2c) >y ==..(2d) :> ...(2e)
h? 8 (0P ay\ ay =
W) - T BEB(y) = iy (Eax) e
Ty) = 20 (1N 1 2 2 _(_ R 132 (2b)
EY(y) = zrnay(ay XO) poy mw ?P(y)=EP(y) = ( 2m ¥2 977 +1 mw x )‘P(y) =
~ "2 mew 9 ~ (ZL) (2b)

E‘P(y)=(—m76—y2+ mw?x )‘{"(y) =(——hwa—y2+ mwzxz)‘{’(y)zﬂ
Harmonischer E ®(y) = (——h — - mw y —) P(y) = (——hw += hwy )‘TJ(y) &4
Ostzillator _ az —

hweP(y) = (——hw— +-hwy )IP(y) =eP(y) = E(_F +y2) YHy)|...(3)

y
2

Ansatz: P = e yz h(y) mit Potenzreihe h(y) = L OaLyL Spezialfall Grundzustand: h(y) = 1= ¥ = e 7 . .(4a) =

0% 2 2y _ ¥ ¥ v g P , ¥ = 120 g 1

P —y92:>a—2——62+yez (41))28162—562— yiez | =g == =2

(2a)
81—%: Allgemein: |E, —hw(n+ )

1
1

y2 = 1me n
Eigenzustande: @i, (y) = \/=e_7 H,(); u,(x) = (%)4‘/2;e E Hn( ,m—;)x) mit H, (x) = (=1)"e*’ %e"xz
xoVm2hn!
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