Quantentheorie Il
5.12.2023

Orts- und Impulsdarstellung

Ortsdarstellung in 3D (fiir 1D: ,,hoch 3 weglassen)

Wellenzahl- bzw. Impulsdarstellung in 3D (fiir 1D: ,,hoch 3“ weglassen)

{k]7) = 0. (k) = Jﬁe

—ik7

Ortsbasis (#|I#'y = @, () = 8§(F — #') ... Orthogonalitit L . | i
BI7) = ¢, (D) =\/ﬁe h
(F|E) =@ (@) = —,1—3€+ﬁ'F 2T _ 2\ _ S(T T
Impulsbasis (Zf) B <k_, kj - (pk(li) - S(If, ]f,)} Orthogonalitat
(7Ip) = @, () = \/ﬁeﬂw BIp" = 0,() =8 —p")

Vollstandigkeit ff;l?)(?’l d*r=1

J2JR)E | d%k = [ 1B)E' 1 d°p = 1

. P = e (KPR = ¥, (k- B
] = "y = -7 N X '\ =
rtsoperator r=7r= (r 7|7 ) 78(r —7") 2 iV, = (ﬁ Flﬁ') = iV, (5 — )
Impulsoperator |f = 2= (F|f>' 7) = ?V‘d(? ) p=hk= (I?|;§'|E’) =nk 5(; - E’)

. = SN\ 12 = = =1 e NI\ — 1 oy — 1 ® i(k-k') 7
Potential FIVE 7Y = V@) 8GF - 7) (V) k') = s V(K = k') = 5 [, e D7 ar
- Sy 1 oo T (Rl - o _ 1 o i(k-k"7
. S(r—r):mf_we‘k(rr)tﬁk S(k—k)—wf_we(kk) d3r
Deltafunktion .. L e B L. L e B
5(T—T)=(2nh)3f_me" d’p S(P—P)=wf_me ndr

Fl)y =@

Wellenfunktion

(Klw) = w(k); Blv) = v@)

Schrédinger- N W o D T\ KR 1o &P T (T 35,0
leichung S Fy) = (=572 + VD) Fly) i 5 (k) = S (kW) + 75 S, V(e = 1) (k') @2k
—~ p —~ p 2 =3
Harm. 0sz.1D | =2 4 1me?x? = —ﬂ—za—zz+lma)2x2 A =24 I (ihi) =£V2—lmwzﬁza—2
2m 2 2m dx 2 2m 2 ap 2m 2 ap

Transformationen

1

P(E) ~ 9@ W@ = [LEREW) k= 2=

f_°°m e+i§-f w(z) 43k

p@® - p(k) ) = LA ko= == [T e

—ik-F Y@ d3r

Schrédingergleichung in Matrix-Darstellung

Sei A ein Operator mit diskretem Spektrum und {@,.} eine VONS von A

,so dass A|@,) = a,|@,).

ih S [P () = BIP©)] (0] = ih 30| W(©) = (0, A W(0) = %

2 @l A1 Pm) (P |¥ (D)) = T Hon W (6) = | iAW (E) = H P ()

Hnm Win(t)
- A P ~
Trafo A-Darstellung mit A|@,) = an|@n): A P() = HY(®) ($(t) = ¥, Uy W (£) = UP (1)
diskret: | B_parstellung mit B|x,) = bnlxn): haiql(t) =B P(¢) H=UHU" mit U unitar, so dass UT = U™ = UTU =1 (Norm erhalten)
L HY L8 < g =4 gy
Trafo kon |A-Darstellung mit (F|A|F’) =ds(F—-7") Q(Z, t) = fjom (2,11&)3 e kT D@ e)d’r
tinuierl.: |B-Darstellung mit (k|B|k') = b 8(k — k') i

Zeitentwicklung im Schrodinger-Bild: Zustandsvektoren zeitabhangig, Operatoren zeitunabhangig

Zeitentwicklungsoperator U(t) §|l{JS(t)) = U(t, ) [Ps(to))| to 0= |Ws(0)) = T(t) |¥s(0)) ... (1) ‘kommutiert mit H: §[l7(t),ﬁ] =0

iR () = AIO)| [¥(0) = D@0)¥(0)) = i3 0() [9(0)) =

0(0) = e = 5 (-2)

ik

k!

it
h

0 = H = _
EU(t) _L_hU(t) =0=

AU W) = =T(0) [$(0)) — = AT() [¥(0) = 0] : [¥(0)) =

BWGL Erwartungswerte (gilt in allen Bildern): %(fl\i(t» = %([Qi(f)

A = A 250 = 5[5, ) = (—5-A)

Exponent von Superposition aus
Pauli-Matrizen:

eJ_rla(n-zr) —

lcos(a) +i(7i-d)sin(a) mit|ni|> =1; ¢ =

UX
Oy
UZ

; (i - 8) = nyoy4n,0,+n30,

)
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Zeitentwicklung im Heisenberg-Bild: Zustandsvektoren zeitunabhingig, Operatoren zeitabhangig

zeitunabhéngiger Zustandsvektor |y ) durch Umkehrung von (1) |¥(0)) = A‘l(t) (W) =T0T() W) = |¥y,) = ||Wy) = |¥(0))

zeitabhangiger Operator: 4, (t) = Ut(t) 4, G(¢) = e%m/ise_%m Hamilton: HH UTHU = UYUHg = Hy

d » o lprr _ip lpeoa » _ig _L _L'A i = lgr o~ _lgy i lpgp & = _lp
EAH(t):Ee"HtAe L eth—ASe L HtA Ht:iHethAse th_ithtAsHeAth
Bewegungsgleichung iA=0, (As zeitunabh.) ELHONERYO) 0t o
d - LT A T Tt A i A d 1[5 —~
—An(®) = (HU'A;0 - UT4;0R) = —(HA,.,(t) Ay H) = [A,4,0] = | Au(®) =E[AH(t),H]‘
o, 1 P I A A1 ~
Hamilton’sche BWGL —ql(t) _n[ (0, H] = a_mH’ Epi(t) = E[pi(t)’H] = —7H

BWGL Erwartungswerte —(‘?i(t)) = _—([ﬁi(t),ﬁ]) = (%ﬁ); if?i(t.‘) m([p‘(t) A)) = (——_H)

Ehrenfest Theorem ( H(q p)) = H((q) (r); ( H(q, p)) = H((q) (p)) wenn V(q) héchstens Potenzen vom Grad 2 hat

Zeitentwicklung im Wechselwirkungs-Bild: Zustandsvektoren und Operatoren zeitabhingig

Aufspaltung H in zeitunabhangiges A, und zeitabh. Storung V(t) H = H, + V(t) |Losung H,: Bol0,) = eal0n); Uy(t) = e*;iﬁot

Intermediarer Zustandsvektor beinhaltet nur Zeitabh. von V (t) ¥, () = ﬁg (t) |¥s(t)) (Zeitabh. durch H, wird von ﬁg (t) entfernt)

Operator: |4,(e) = 0}(6) A; Uy(¢) = er™* Age "
. 0 5 S .yt 0 =t 17
ih 2| We(1)) = A We(0)| U] - = ih0] < |%s(6)) = O3 AW ()
_‘_, ~—

Schrédinger- RE

geichung LI = ih0] 2 (T,001%(0))) = in0} 2 (UOI‘P,(t))) ihOf (S 00+ 0y 2) 1%,(6)) = ihD} (2 A0 + Oy =) 1%, ()
im Wechsel-
Im Wechse LI = (lhﬁ UJUOHO + thJUO E) |“Pl(t)> = (Ho + lha) H"I(t)) - (1D

irk bild LN ., ot/ R _ PN PN . Y ~
(Herlettng)  RE = OZAO,OL1%5(6) = O (Ho + 7(0) 0o 1%,0) = (T3 8,0 + L V(©) To)I9,(6)) = (Ao + TO)¥ (D) . (2)

(D) = @) = (Ao + ih ) 1%©0) = (A + 7)1 ©) = |ih 2 1%,(0)) = 0,0) [9,(6))| mit ¥,() = T 7(0) Oy

A0 = O3 AsDo|in s = in L A,(0) = in & (0 As00)| Oy = €170 = in L4, (2) = in 2 (oot Age i)
zh A ) =in (( ehH"t)A e ot + ehH"t (at/is) e it  erflot 4, (%e_iﬁ"t)>
. N . =~ tgesr L L d ~ _ig i gt~ ~ i
zhEA,(t) =ih (iHOehHDfASe hHOf + ehHDtd—FASe aHot - iehH°tASH0e hH"E) ‘
Bewegungs- ih%A,(t) =ih (—%Hoei”otfise‘a”ot + %eiH"tﬁsﬁoe_iH"t + ea”of%/ise‘#’otﬂ e whot = [,
gleichung A PPy R R PN
ih A,(t) = U} Ay T — Bo03 A,y + in0} = AsO,| A, 0, = Uy,
ih < A,(t) = 0} AsO Ry — Bo03 45Dy + inT§ = AsOo| A, = UL 4SO,
. d A PPN PN st D A
ih—A,(6) = A H, — Hod, + ngEASU0 —A (@) = —[A (®), Ho| +UJ - AU,

nur wenn
Ag zeitabh.

Dichtematrix und Dichteoperator

. ch [2 8
Reiner Zustand: i b e

~ ~ —— ~ —— ¥ ~ —— .
Intrinsische Wahr- (4) = (ly|A|Lp> = Yn Zm (Pleo,) (‘pn|A|‘pm) (PP = Zn2m Cn<(pn|A|‘pm)Cm = Yo Xom U {@n|Om) CrCm
scheinlichkeit p,  (4) = X B G SumCim = [(A) = Fn @nCaln = T 0nPn|

o 0

'>— Y 12nzm<w<l>|wn <wn|A|wm><wm|w<l>>——z L S Eom 8 (0| Al @)Y

(A = %2?’:1(

(A_) = Zn Zm (‘pn
Anm Pmn

theoretisch: Summe Uber alle Teilchen: p,,,, = —ZN LD -

Dichtematrix p

praktisch: Summe (ber alle Zust., gewichtet mit stat. Wahrsch. p;: ‘pmn = p,c( )c(l) = ﬁi(¢m|‘l’(i))(‘l’(i)|<pn)’

Diagonalelemente: p,,,, ... Mittlere Besetzung der Zustande |¢,,) (,populations®).
Koharenzelemente Pnm; N # M... beschreiben die Evolutlon der koharenten Superpositionen (,,coherencies”)

Reiner Zustand: p =p; Tr(pz) =1 ‘Gemlschter Zust.: p #p; Tr(p?) <1 ‘Normlerung Tr(p) =1

Eigenschaften
hermit

selbstadjungiert (hermltesch) ot =p;pi,=pi; VA, ER ‘sonstlges ipositiv semidefinit —— (X|P|X) =2 0

Dichteoperator p [ =3, p,|¥@)w@] | mit I‘P(”) = T ¢ 19n) Anwendung: (@, 1510n) = B Bi(@m| PONPD@,) = Brcsy et

Wahrsch., dass Syst. reiner Zustand: |<P0 lIJ|P0|q") (P[P (W |¥) = |(Lp0|lp)|2|

in Zustand | ¥, ) gemischter Zustand: [P, = Tr(f’},p) = Tr(|WoX¥olp) = 2 ﬁ,-|(‘~}’(i)|‘~}’0)|2(effektive Wabhrscheinlichkeit)

Bloch-Vektor aus p 15y = 2Re(p12); s, = —2Im(p;;); Sy = P11 — P22
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. . ' Po|¥) Pol¥)
; CEY = W) = [N |W) = By|W) (nicht normiert) = ||W') = z = = |¥,)

reiner Zustand: NN T J(‘*’If’of’o\‘*’) J(‘*’lﬁol‘*’)
Kollaps nach der
Messung: p=pun =X DiPs |LP(‘))(‘P(‘)|P0 |Wo)Po (W, | (nicht normiert) =

gemischter Zust. | , _ pfpp, PopBy  _ PopPy _ PypBy , _ PopBy

= TR o) e ks =|p = o) mit Projektor Py = |Wo (W, |

(1) (4) =Tr (ép) ist einfach zu berechnen, wenn p = ¥; 5;|¥@)(¥®| diagonal ist. Dies ist der Fall, wenn

Einfache Berech- ; - - A
_ @) = i isi i = =Y. A.p::

nung von (4) | z |@n) eAlne Basis ist. Dann ist (4) = Tr (ég) YiAipii )

(2)(A) =Tr (4;_)) ist einfach zu berechnen, wenn p auch in der Eigenbasis von A diagonal ist.
I P o oy 5 B : ) — B 4P . o — PmischPPmisch
ntensitat: z.B. nach Stern-Gerlach-Apparat: I' = Tr(pyy) = Tr(PlpOPl) Strahlen mischen Ppiscn = P1 + P55 p' = e Ponp)

misch

Zeitentwicklung der Dichtematrix

Schrédingerbild: p(t) ersetzt bei gemischten Zustinden W(t) und ist daher im Schrédingerbild zeitabhéngig.

Zeitenwicklung:

ps(®) =% BU[PPONPD(0)|TT = |ps(t) = Up, U | (Achtung; daher U rechts!)

Liouville-von-
Neumann-
Gleichung,
Schrédingerbild

L 55(t) = = [A,p5(0)] =

%[I:I\,ﬁ,.,]‘ Beweis: SGL: lh |‘P) Hl‘{’):> |‘P) —ﬁ|l{1),__(1)

—P = 2% pYONPO| =3, fi (5 [P ON W] + |‘*’“>)—(‘*’(‘)|) =
-y, pl< AwOYwO| + [wO) (o] (-1 )) =1Ap—LpH ==

Heisenbergbild: p;; ersetzt bei gemischten Zustdnden Wy und ist daher im Heisenbergbild zeitunabhangig.

Zeitenwicklung:

=3, P ONEL )] = ih2py = ih2ps(0) =

Wechselwirkungsbild: p,(t) ersetzt W (t) und ist im Wechselwirkungsbild zeitabhingig.

Aufspaltung H in zeitunabhangiges H, und zeitabh. Stérung V(t)

Lhot

ﬁol(pn) = gnl(pn); ﬁo(t) =e

H=H,+V(t) |Losung Hy:

Intermedisre Dichtematrix beinhaltet nur Zeitabhingigkeit v. V (t)

()= U* ) ps(t) Uy(t) (Zeitabh. durch Hy wird von ﬁ;f (t) entfernt)

Liouville-von-
Neumann-
Gleichung im
WW-Bild:

d . d 5t
b =5 (0 on)——UJpon+UJpS—UO+U —psuo|uo—e ot

_Pl(t) _eﬁ Otﬁ e i +€ﬁH°tf5 ” e_ﬁH°t+eh m p o iflot

Zp,(t) =gHoeh pse ~flot —ieh psHye hH°t+eh —p e_hH"t ef%ﬁ“t =T,

£5,(6) = £ B 0F psTy =+ 03 psHolo + Uf 5Ty = = = Ao03 psTo + = HoUF psUy + U3 0| - in
ih%ﬁl(t) —H,03 psUy + Ho U} f’sUO +in0g if’\sﬁo| dg ﬁsuu =P

ih 5, (6) = —Hop; + Hop, + ih0} =psUy = —[o, ;] + 0] £ i psTo| s = = [A, ps]

ih=p,(t) = =[Ao, p/] + ih=- 0 [H Ps U0| A=H+V() = Lh—p,(t) = [Ao p:] + T [Ho + V(). 55Ty
ih%ﬁl(t) _[Horpl] + U [HOrps]Uo + UJr [V(t) PS]UO = [HOJ Pl] + UJr (HoPs —psH, )ﬁ 175{ [V(t),pS]UO
ih£p,(6) = =[Ao,p,] + U3 AopsTo — U3psATy + T [V(6), ps)To| TSy = Ho03; Aoy = Uy Hy

od A P Aot o b o mbro o 1m | At A
lh;pl(t) = _[Horpl] + HOUJPSUO - ngSUOHO + U(;r [V(t),ps]Uo| UJ PsUo =Dy

ih <, (6) = =[Ao, /] + Hop; — piHo + g [V(),p5]T, = ih 5, (6) = =[Ao,p/] + [Ao, p] + T} [7(0), 5] 00
ih%ﬁ,(t) =0 [ps, V]0o = TF (Vs —p 17) o= U03Vps0, - ug psVU, = U V1ps0, — UF ,35]117170| 1=0,-0f
ih%ﬁl(t) = ﬁgﬁﬁo ’ Uo psUo — UJPSUO' V0, | U+VU0 =V;0 0 Pon =P

i 20,0 = 0, = %) = [7,5:(©] = [£5:(6) = £[7,p,®] mic ¥, = 0] V() Uy

Noether’sches Theorem

Zu jeder kontinuierlichen Symmetrie eines physikalischen Systems gehort eine ErhaltungsgroRe:
Energieerhaltung <& Homogenitat der Zeit; Impulserhaltung < Homogenitat der Raums; Drehimpulserhaltung < Isotropie der Raums

Symmetrie-
transformation

ErhaltungsgréRen A erzeugen in der QM eine kontinuierlich Symmetrietransformation Z7A(a) = ei“"i; a €ER

ZeitentweEnergierh.:

U(t) = e ith/h ‘Translation elmpulserh. [T(%) = e~#9/h  |Rotation HDrehimpuIserh.:éﬁﬂ((p) = g-iofL/n

ErhaltungsgroBe A

HUy() |¥) = &|¥)

LAy == [Ay(®),A] = 0 = [O4(a), A] = 0 = AW) =
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Rotationen

Aktive/passive Rot.:

R(p) W(#) = W(R*(p) 7) mit R... Rotationsoperator, aktive Rotation; R~'... Rotationsmatrix, passive Rotation

Herleitung Rota-
tionsmatrix fiir Ro-
tation um z-Achse

) —sin(p) (9) —sin(@)) _ .- cos(p) - sin(p) 0
(0= () - (o) = 2= () “omion) === )

Rotation von 7#
um z-Achse

0 0 1
0 1/ ‘z z

—sin(gp) cos(p) 0
cos(p) sin(p) 0\ /x x cos(g) + ysin(p)
<— sin(p) cos(e) O) (Y) = (y cos(p) — x sin((p)) =
R,(p) ‘P(r) = W(x cos(g) + ysin(g),y cos(p) — xsin(g), 2)

Operator R, (n) fur
infinitesimale
Rotation um
z-Achse mitn < 1

R,(m) W) = W(x cos(n) + ysin(n), y cos(n) — xsin(n), 2)| cos(n) ~ 1; sin() ~ 7
R, W) ~ W +ym,y —xm,2) = @) +ym 55—y 5 (@) = (1 +n (v —x )) w(F) =

HOMGE (1 +n (v —x )> Y@@ =

w=<1+n<m—x;;>)=(1—na%<x;—y%>)

() #[fam=(2e)

E( E—y ) Zz

infinitesimale Rotation um z:

Rotation um
endliche Winkel ¢

~ i S\ i 3 ~ n ~ PR
Ra(p) = lim,, o, (1= 2% L) |x 03[ = Ry() = limyoe, (1-2) = 7 = |Ry(p) = emi0%2/

Beliebige Rotation

R(a,B,y) = Re(y) Ry(B) R,(a) ..(1)

—_—
dritte zweite _erste
Drehung Drehung Drehung

R = R RMPB) R(-a) ..(2)

N
3) z-Drehung 2)n-Drehung 1) z—Drehung
restaurieren umy riuckgangig

Re() = R,(B)  Ry(a) R(») R(-0) R/(-p .03

—_— = AL/ <
5) n—Drehung 4) z-Drehung 3) §-Drehung 2) z-Drehung 1) n—Drehung
restaurieren restaurieren umz rickgingig  rickgangig

2)in(3) = R:(y) =R,(@ R, (B)R,(—a) - R, () R,(¥) R, () - R, () Ry(—=B) R, (=) ...(4)

2),(4) in (1) =

R(a,B,7) = R,(@) Ry(B) R,(—a) R,() R,(¥) R,(—=) R,(a) Ry(B) R,(—) - R, (@) Ry (—B) R, (—) - R, (@)
R(@,.1) = Ru(@) Ry (p)Ast Y ke R, (1) By Rt R, () Rt ki) R () it Ryt
R(@ B,¥) = R,(@) Ry(B) R, (y) RIRer—B> = |R(a, B, ) = e i@lalheibly/he=irI/h]

G| R, B,7) . m) = e3¢ 8 memir ] m) = e=5am' () =835/ )=

Drehoperator (,m'| R(a, B,7) |j,m) = e‘i“m'<j,m’ dg),m(ﬁ) |j, m)e‘iym aktive Rotation eines Operators: RART
1
2.B. fiir Spin 1/2: dgi,/rzn)([)’) = e‘i/;gy/"| S, = g"y = d%,)m([i) = e_ig"y =1cos (g) — ioy sin (g)
@/ _ (1 0 B\ (0 —=i\. (B\_(1 O B 0 —1\ . (8B
Wignersche Aot #) = (0 1) cos (5) -t (i 0 )sm (E) - (0 1) cos (5) + (1 0) s (E)

Rotationsmatrix

d4/9(g) = (COS(ﬁ/Z) - sin(ﬁ/z)) 1+cosf —V2sinf 1-cosf
mim sin(/2)  cos(B/2) fir Spin 1: A (8) =% VZsing  2cosp —VZsinp
1—cosf +2sinf 1+cosf

Rotation von skalaren Operatoren

Drehungsinvariant

Ein skalarer Operator S ist invariant gegeniiber Drehungen: [1 — r]% Z,f] =0= [ﬁ(u,ﬁ,y) ,f] =0

Kommutatoren

7,51 = 0 151 = 0 [1,8 = 0 [1,.5] = 0 [1., 5] = 0

Blockdiagonal und
proportional zu 1
innerhalb des
jeweiligen Unter-
raums zu festem j

In der Basis von {2, [} -reprasentiert durch die QZ |ajm) (a steht fiir alle anderen QZ) - hat ein skalarer Operator $
eine bzgl. j, m diagonale Matrixdarstellung und ist proportional zu 1 innerhalb des jeweiligen Unterraums zu festem j.

[{ajm[S]aj'm’) = S8y Smm | Beweis: () J2laj'm') = ' + DA |aj'm'y = laj'm') = s JPlaj'm') .. (1)
18]y D 2| @7 St 1728 i j(+1)h* T PTN
(gimlS|aj'm') = Germ(aml|S aj'm') = S (aiml2S|a'm’) = SR (ajm|S]aj'm') =

L =1 (i) Jolaj'm'y = hm'laj'm’) = |aj'm’) = =], laj'm’) .. (2)

(ajm|§|ajm’) 2 mln' (ajm|5’fz|aj’m’> = mln' (ajm|fZ§|ajm’) hm (zx]m|5|zx]m) h::, =1=
(iil) J4 laj(m — 1)) = JU—(m—l))(i+(m—1)+1)h |a1m> JG—m+D(G+mh-|ajm) =
jajm) = e ajm = 1)) .. (3) {jm|S|ajm) 2 ot {amlS] |ajm — 1)) =
(ajm|S|ajm) = mh(ajm|j+5|a](m 1) = mh(h(a]mﬂﬂaj(m—l))

(ajm|S|ajm) = mh (J_(ajm)|S|ajm — 1)) = Jim:(aj(m = D|S|aj(m - 1)) =

l(ajm|S|ajm) = (aj(m — D|S|aj(m — 1)) 1|
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Vektoroperatoren

Kommutatorregeln
fiir Vetoroperatoren
(kartesisch)

I? ist ein Vektoroperator, wenn , z.B.: []X,V] =0; []x, ] = thz, []X,V] = —ihV -

wegen [, =[, +if,undV, =V, +il, = |[]X,Vi] = Fhl; [, Vi] = —i0y; [J,. Vi] = itV + AV, = £V,

(29, = 0:..7] = 240, [[.,V.] = —24; [.7] = 0

Sphérische
Komponenten

k ... Stufe des Tensors (bei Vektoroperatoren: k = 1); k < [ der Kugelflachenfunktion Y™

7k — P11
Yo =Vq q ... spharische Komponente (—k < q < k); g <> m der Kugelflachenfunktion ¥,

V= L+if) =20 0=V V=S (% —if) =<0

071 = ant; lmq = /2 - @ £ D[ %] = 0

Drehung kartesisch

Vektoroperator verhalt sich unter Drehung wie ein klassischer Vektor, d.h. der Erwartungswert dreht sich ,klassisch”

la) > Rlay = (a|Vj|a) - (a|RTV;R|a) = Rij{a|V;|a) = R'V;R = R;;V;; RV,R' = R;;T}
Drehung sphérisch i |lm) = m,:_l|lm )(lm |R|lm) m,:_ld(l) |lm); IZI Rt = Z 1—q dfll)V1
Tensoroperatoren
Tensoroperatoren i, k... Stufe des Tensors; k & [ der Kugelflichenfunktion Y™
(spharisch) 9 g ...sphérische Komponente (—k < q < k); q ©& m der Kugelflachenfunktion Y™
Kommutatoren P P S P Sk P :
(spharisch) V.7 q] =qhT"; e T q] = hyk(k +1) — q(q £ DT44, .. gilt fur irreduzible Tensoren
Ein Tensor ist irreduzibel, wenn es keinen Unterraum gibt, der invariant gegeniiber Rotationen ist.
Skalare Operatoren sind irreduzibel, weil 1D. Auch Vektoroperatoren sind immer irreduzibel.
Tensoren sind manchmal reduzibel. Beispiel: T;; = v;w,
rreduzibel () Te(T) =% Ty =Y; vv; = V- w...skalar, dh. |rredu2|bel.
Ty — T,
(i) B x W = | =Ty3 + T3 |..Vektor, d.h. irreduzibel (bleibt bei Drehungen im ¥ X W-Unterraum) =
T12 - T21 .
(iii) Irreduzibler (spurloser, symmetrischer) Teil von Tj; hat 9-1-3=5 Dimensionen: T;; = (Tij + Tﬂ) - ;Tkk&-j
Akl . . . ., ; A yitn?\ — (3 N 5
(ajm|T¥|aj'm’) = Gmkqlj'm'y - (@iIT*llaj’) [gei. (@mI¥ilam’) = Gmkalj'm'y- GI%l")
- ! . (PR B . (2j+1)(2k1) , . .y
o s |P1S mit Gl = [ S50 G0kO10)

Wigner-Eckert-
Theorem fiir
irreduzible
Tensoroperatoren

(ajm|Tf|aj'm’) = (mkqlj'm’y - (ajIT*laj’) ... (1)

j,j" auf der linken Seite steht fur beliebige Drehimpulse (z.B. [ oder s)

m, m' auf der linken Seite steht fiir die zugehorigen magnetischen Drehimpulsquantenzahlen (z.B. m;, m;)
Auf der rechten Seite wird k als zusatzlicher Drehimpuls und q als zugehérige Magnet-QZ interpretiert

Jj, k entsprechen dann Drehimpulsen in Produktbasis; j' dem Drehimpuls in gekoppelter Basis

m, q entsprechen dann der Magnet-QZ in Produktbasis; m' der Magnetquantenzahl in gekoppelter Basis

Anwen- = Es sind nur Ubergénge méglich, wo |j — k| <)’ <j+ kundm' = m+gq.
dung: ixk X
= Clebsch-Gordon-Tabelle: M=m'
[m, = m;m, = q [(jmkqlj'm’)

= Hatman (ajm|’f’k|aj’m’> fir eine bestimmte Kombination j,m,j’,m’ berechnet, ergibt sich

k
(@iliT laj'y = =T,
berechenbar wird.

(ajm|f¥|aj’'m’)

, womit Uber Gleichung (1) (ajm|ﬁ;‘|aj’m’) auch fir andere m, m' leicht

Diskrete Symmetrien

Wigner Theorem

Jede Symmetrie wirkt wie ein unitarer oder antiunitarer Operator

Unitdrer Operator

Unitarer Operator fiir diskrete Symmetrie ¥ = 1: N € N,; N > 2 Kommutator: [17, A)=0

Antiunitarer Op.

Al W)II = [|1%)]] [antilinear:

Aist antiunitar, wenn A antilinear, 34~ und Ay |Wy) + 6, |W,) = ciA|¥,) + c;A|Y,)

o IR = T) (FITT = (F|T = (-7; (7 |1'l|‘*’)—(—T|‘P)

v=n Wi 5. 5 S 3 =532 =3 it = l'l (hermitesch),

N=2 kung: Ei“ =—7; fipll= —p; OLA = (—7) x (-p) = L; EN = —E; BNl = B fit = fi-* (unitan)
Paritatsoperator HT = 1, wenn k gerade, sonst —1; fI|nim){l = (—1)!|nlm)

Eigen- [H|n) = l'IEnln)|[H,H] = 0 = HIi|n) = E,I|n). Wenn keine Entartung: TI|n) = +1|n)

werte: Paritit ist ErhaltungsgréRe. Ist |¥(0)) Superpos. von symmetrischen Zustinden, dann bleibt |¥(t)) symmetrisch

geai FurVeR:t-—tund T = K (Komplexkonjugationsoperator); wobei K~ = K

N =2 mitSpin:t - —t und |T = e~imy/hR = Ry(n)|Fur Spin —-Tellchen T= LO'yK T-1 K(—iay)_l
Zeitumkehr- Wirkung T#T-1 = 7 TpT-' = —p; TLT ' = # x (—p) = —L; TET* = £; TBT ' = -8
operator o o o o PP PP

Eigen- TIZPIT = TinT ' = TepT~! — TpTaT " = TRT 9T - TAT'T2T " = —2p + p2 = TiT '

schaf  i[%P] = —TzT 1h (1) Aber: TI[%, p]1T = finll = [z,p] = HillA ... (2)

ten 10,2 = ... Tist ein antilinearer Operator = |7‘c|‘¥) = c*T‘l‘P)|; |T‘2|q1) = il‘l’)|

Kramers Theorem

Ein System mit Zeitumkehr-Invarianz und halbzahligem Gesamtspin besitzt nur mindestens 2x entartete Eigenwerte.
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Storungsrechnung, nicht entartet (Rayleigh-Schrédinger-Stérungsrechnung)

Hamilton H = Hy + AV, H,...ungestorter Hamilton; EW-Problem H, |, )=5,|d,) gelost; V...Storung, 0<1<1...0rdnungsparameter
Voraussetzung Energieeigenwert &, zu |¢,) nicht entartet. H|W) = E|W) mit E nahe gy, |¥) nahe |¢,) = |¥,) = o)
Entwicklung [E = Eg + 1B, + PE, + | mit[Ey = & [I¥) = [¥o) + AI¥;) + A2[W,) + | mit[[¥o) = [¢o)]

H®) = E|¥) = (Hy + AV) T2 AW = (20 A'E) T2 A W)
Einsetzen in (Ho + AV)("PO) + A|W) + /12|l{—'2) +0) = (Eo + AE; + /12Ez + o )(|l}!0) + A|¥) + /12|ly2) + e )|EU = &p; |Wo) = |¢o)
sGL (Ho + AV)(Upo) + A1%1) + 22| Wa) 4 ) = (80 + ABy + 2By + -+ )(Ibo) + A1¥y) + 22[¥) +++0) =

ﬁo'd’o) + /U"I\o|lp1> + /Izﬁom"z) + /“7|¢0> + /1217|‘P1) +oe=
olo) + Aeo|Wh) + 1260 |Wy) + AE; [Wo) + 12E Wy ) + 12 E, | o) + -

Koeffizienten-

2°: ﬁ0|¢0) = &l¢o)

At ﬁo"ﬂ) + I7|¢0) = g|Wy) + E1lgpo) = ﬁ0|W1) &|W1) = Eqldo) — V|¢o - (D

vergleich A2 H0|lpz)+V|lp1) = go|W,) + E1|W1) + Ez| o) :>H0|‘Pz)_50|lpz) E1|lP1)_V|‘P1)+Ez|¢0 .(2)
nullte Ordnung IEO =& [1%) = [$0)]
(Pol(D) = (¢0|H0|‘P1) —{Poleo|W1) = (@ |E1lo) — <¢0|I7|¢0) =0=E, — (¢0|‘7|¢0) =|E; = (¢0|I7|¢0) . (3)
£o{pol¥1) En(¢n|‘|’1) E1(¢o|¢o)
Energiekorrek- 0 _ )
nergiekorrek- (1) (4 1701w,) — (gyleol¥y) = (BalEuldo) — (Bal7]00) = (e — £0)(hul¥2) = —(]7]h0) =

tur und Wellen- -

: en{pnl¥1) £o{pnl¥1) E1{pnldo)
funktion erste Sovnzo
Ordnung (P, W) = (¢n|V|¢o) () - = ) (D, W) = M’")E(‘:M Yo, =

S ) ,) = 5 Bk L Olln) |5 )l ¥1) = [91) = |1#y) = B, Bkl ()

) (pol(2) = (¢o|ﬁo|q’2) —{@oleo|Wz) = (P, | E1|W1) — <¢)0|I7|‘P1) +(@o|E;|9pp) = 0 = _(¢0|V|q’1) +E,=
Energ|Ek0rrEk' go{pol¥2) £0{dolW2) Eq{$ol¥1) E2{$olpo)
tur zweite T » J DA_ _ 1
Ordnung E, = (po|V|w,) = |E, = Z;o=1(¢o|V|¢n)(¢n|V‘¢o)

E0—¢&n

Storungsrechnung, entartet

Hamilton

H = H, + V, Hy...ungestérter Hamilton; EW-Problem Hy|p,)=¢,|®,,) (mit mehreren ¢,) geldst

Entartung

Wir betrachten den Unterraum U = {|¢,), |p2), ..., |n)} mit N-fach entarteten Energieeigenwerten (&, = &,,/) oder N-fach
fast entarteten Energieeigenwerten (g, = &,/| < |&, = &|, wobei g, der nichste nicht entartete Energieeigenwert ist).

Nullte Ordnung

Ansatz: Linearkombination der (fast) entarteten Eigenzustinde | |¥) = ¥N_, a,,|¢,)

Séakular-
gleichung

Einsetzen in SGL: H|¥) = E|W) = (Hy + V) IN_; a,l¢,) = E XN_; ayl¢n)
M=t anﬁ0|¢n) + Yy anVlfbn) =Y anE|¢n)|(¢n’| - mit |¢,) €U

Zgzl an(d)n’ |ﬁ0|¢n) + Zﬁ=1 an(‘bn"l\f)ld’n) = g=1 anE(¢n’|¢n) _

2¥=1 AnEnPn|Pr) + Zﬁ:l Al pn |V [n) = 2ﬁ=1 anE(dn|n) = ia +

&

Vd=E1d =

Fast entartet: (H0 + V) d = Ed mit ﬁ_

En

:>|Z[j:

Vollstindig entartet: &,d Z (E — &)@ = Eyory@|... EW-Gleichung der entarteten Stérungstheorie

det (Z —1(E — 80)) = det(V — 1Epp,) = Ol ... Sdkulargleichung

= Berechnung der Korrektur-Eigenwerte (E — &) mit
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Variationsrechnung

Energiefunktional (E[(¢|, |¥)] & T:J:; ;mit A ... linearer Operator, und (¢|, |¥)... variable Funktionen. Voraussetzung: (¢|¥) # 0

Wir suchen (¢| und |W¥), so dass E stationar wird (Extremalwerte liefert) = —- (¢\ =0; W = 0 (Variationsrechnung)

D.h.: Wir variieren z.B. (| = (¢| + &{a|; € K 1infinitesimal (freie Variation).

{pl+e(aDHIY) _ (@|HIW)+e(alHIW) _ (p|H|P)+e(alH|WP) (¢|FI|‘P)+€((1\FI|‘P) 1 1
= = = = ~1-—

E[(@] + eal,1¥)] = (pl+e(al)|¥) (p19)+e(alw) <¢w>(1+g(<g'|“;§) (9IW) 1+s§;'|“’; T+x x
Herleitung der (DA +e(alAIY) (1 _(@lP)) _ (PIHIY) (@lAlY) _ _(DIHIY) (@l¥)  ;(alAl¥) @l¥)| o
schrodinger- | L@ E@l W]~ 00 ( <¢|~v>) @ T T E G e E o el S O

. . (plH|®) (alHI¥) _ _(DIAIY) (@l¥)| (PIAIY) o
\g):r'icarl?:ngsm't B+ eal 1) ~ 5o + £ 00— £ 0w <¢|w>| @i = ELLIP)]
- _ (alBlW) (al®)
rechnung BI(¢] + e(al, 1¥)] = EL(@L, 19)] + &S00 — e E[(@], [9)] 52 . (1)
(Freie SE= B@| 4. D (@l gy L) 2
Variation) 9 le=o € ( (plw) ElaL %) (¢Ilv)) -(2)
]
8(pl = 32 (9| +eaD)| _ de = (alde ..(3)
(@A)

o8 (2 ( rey ~ELSLI)] ¢|\p) (HI‘P) E[(¢], [W)] 19 ) AI-ELeLIIIY) L

5(¢l {alde (pI¥) (p|¥) (pl¥)

[A1%) — EL$L, 19)]11¥) = 0]

Annahme: Testfunktion mit variierbaren Parametern a, 8,7, ... |¥Yr(#, &, B,7,...))

] _ (Wr@aBy, DAY G aBy...))) i ; OB _9E _9E_ . _

Beschrinkte Wir suchen a, 8,y, so dass E(a, 8,7, ...) = Wy NGty extremal (minimal) wird = ’60{ =% -Z- " 0’
Variation Funktioniert deshalb, weil wir damit im Raum der gewahlten Funktionen diejenige finden, die den geringsten Energie-

eigenwert hat. Wiirden wir diese Funktion als Superposition der exakten Eigenfunktionen anschreiben, kimen am
wenigsten ,angeregte” Zustande vor. EX3n = (¥ |H|¥;) = ¥, (Fr|n)E,(n|¥Pr) = T, En|(‘T’T|n)|2 > Eo(Pr|¥y) = Eo

Zeitabhangige Storungsrechnung

Hamilton

Furt < 0: H = Hy; Hy...ungestorter Hamilton, nicht zeitabhingig; EW-Problem Hy|¢,,)=¢,,|$,,) gelost; |¢,) stationar;
System nicht entartet. Zum Zeitpunkt t = 0 wird zeitabh. Stérung V (t) eingeschaltet. Neuer Hamilton: A = H, + V(t).

Aufgabe

Fur t < 0 sei das System im Eigenzustand |¢;) (i... ,initial“). Finde die zeitabh. Wahrscheinlichkeit P;¢(t), das System zum
Zeitpunkt t im Eigenzustand |¢)f> einer Observablen F zu finden (f...,final). |¢>f) ist nicht unbedingt EZ von H,.

Zeitentwicklung
(Volterra
Integral-
gleichung)

Ist der Hamilton zeitabhéngig, kann die Zeitentwicklung nicht durch G(t) = e‘m(t)/h angegeben werden.
Schrédinger: Lh |‘P(t)) H®) |w(D)) = |‘P(t)) —ﬁ(t) ¥ (b)) = fo " ¥ (tH)ydt' = —f H(t) |w(t))dt’
1PN = ;fo AGE) ) e = [¥(0) - [9(0) = <y BE) ey dt’

W) = () + 3 Ae) [W(e)) de'| w(©) = U() [¥(0))

() 1¥(0)) = [$(0)) + = J At T(e") e’ [W(0)] : W(0) = |G(t) =1+ [JAE) O dt’ | .Volterra Integralgl.

Analog im Wechselwirkungs—BiId (um triviale Zeitabhangigkeit loszuwerden):
schrodinger: ih - [%;(6)) = V() [W,(£)) = S %,(0)) = =V, () [W,(8) = [ 1%, (£ dt’ = = [7V,(£") [%,(t)) dt!
RGN fo V() %)) e’ = [9,(0) = [¥,(0)) = 7 f, V(&) ¥, () dt’
|9,(6) = [%,(0)) + - f5 V() [¥, (£} e .. (1| W, (6) = T, (6) [%,(0))

0,(6) 1%,(0)) = [%,(0)) + = [ V,(") D(t) dt’ [%,(0))| : ¥,(0) = [0,(6) = 1+ = [ V(¢

'|...Volterra Integralg|.

Iterative LOsung

Nullte Ordnung: | [¥[°'(6)) = [W,(0))|... (2)

Erste Ordnung: (1) = [¥[1(0)) = [W,(0)) + = [, (¢ [/ (1)) dt’ 2w ©) = 1w,0)) + =1 ) |w,(0)) ar
[(©)) = 1%,(0)) + 1%,(0) = [ ¥, )= (145 [V de’) 1%,(0)) = O () |%,(0))].. (3)
Zweite Ordnung: [ () = [%,(0)) + = [£9,(¢)) [9/(0)) dt 2

|2 (0) = 1%,(0) + [0, (142 [ T, de”) |9,(0)) e

|97 () = 1%,(0)) + = fv,(t')(n+iihf(j'v,(t”)dt”)dt'|w,(0))

|9 (0) = 1w, (0) + = f; (V,(t’)+$\7,(t’)fot’V,(t”)dt”)dt’ |¥,(0))

[¥P(0)) = ¥, (0)) + —f (%, ﬁf' () Ve de”) de’ [9,(0))

w2 () = w,(0)>+(mf T e+ 0 0,60 T de” de') [%,(0)

(lh)2

Iw}2]<t>)=<“$f§v,<r'>dt'+(i) B 9@ 9" de” df’)'%»:G,“Rr)lw,(o» (8

vertauscht nicht

Exakte Losung: [T, () = 32 0( ) f dt, ftl dt, .. ft”’l dt, V,(t) V,(t,) . Vi (t,) = Teiihforvl(t’)dt’ mit T ...Zeitordgsop.
Im Allgemeinen: [V;(£) V;(t")] # 0.
Nur wenn ¢, t': [V, () ,(t")] = 0 = T,(t) = X2 0( ) LN dt = e o Ui(e)ar’
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Berechnung
Ubergangs-
amplitude und
Ubergangs-
wahrscheinlich-
keit

Annahmen:él‘l’,(o)) = |¢:); 1¢:), |#5) sind EZ von H, Ubergangsamplitude: éaif = (¢f| ,())

)|2 orth.

Ubergangswahrscheinlichkeit: P, = |al.f|2 = |(¢y] ‘~Ir',(t))|2 0. Ordnung: Pl.[o] = |(¢f|ly,[°](t)>| = |(¢| ¥, (0)

Berechnung 1. Ordnung. Ansatz: Seien |f,) die (finalen) Eigenzustinde einer Observablen F. Dann gilt allgemein:
[W; () = X0 air (1) |fn)|(fm| = finl Y1) = (finl Zrmo @i (0 ) = Zmo @i (8) {finl fo) = Zivmo Qi (£) Spm = a3 (8)
Qi (©) = (ful 90 = (fn] (19,00 + 2 [T 19,0 dt")) = (ful 9, 000) + 2 4ful 1,0 1,60y e
ay () = (ful ¥,(0)) + if Ul U () W, () dt’
Al (©) = (il Wi(0)) + = [ funl B, () |91 (1) ") = [¥,(0))
[”<t> = (foul W (O)) + - [ (fmIV,(t ) |w,(0)>dt |Lv,(o> = |¢ ) (gem3R Annahme)
PO = taled + 2, <fm|v, i # f = fuld) =
[”<t> = 5l fnl @) 190 de |v,<c IENHCNGIAG
alf@® ==, ol DD V) Do) ) dt” = = [ fmle™r MUY eteit/ M)y dt' = = [Te

V() 1¢:) dt’

ey & (1] 2
lall () = 2 Jy el V&) @) dt” ity 2 L] = P = [ et <fm|V(t')|¢i>dt'|

Goldene Fermi-Regel (Wentzel)

Storung ist zeitunabhangig wahrend der Wirkungszeit

aff(©) = 5 Iy e ful VgD At = 5 V1) f; e’ d

1 s iw;
= i Ul Vet |, = o IV (e — 1)
iw; ft m)[ft left lef )

a0 = 2 ful VIR0 (1= e0) = (Vg (3 e —e 2 e

Ubergangs- ‘
amp”tude lm t _lﬂJ,:ft l(A)Lft . 7l(Ulf[ I(A)lfr -
[1] 2 —e 2 2ife 2 —e 2 _ . _ Wi _ wif
F () = (fmlVI;)e 2 v P ” = sm( . t) = sm( . t)
2isin
(t) = ~(fnlVIg; )e 2 L (D
v Ztsm( f v wif

Obergangs. [P (0= lai 1O 2 |~ Tig0e s T Ffnl g0 sin? (%) 2

wabhrscheinlich-
keit

Lf (t) = |(fm|v|¢ )l sin ( 3 t) (wir/2)°
lim,_ e pl_f (t) = 2mt S(wif)ﬁ |<fm|v|¢i)|

lim,_, o, (sm ( - t) o) ) = 2mt §(wy)

Asymptotische
Ubergangsrate

lim, o, Wiy = ilimm PP =2 (2’" 8(wir) [l VI9]") = 22 8(wig) [l V1) 2801 = 8(Reoyy)
lim o, Wiy = 22 8(hawr) |(fm|V|¢) )| oy = R L

=g —¢

lim,,q, Wiy = 75(5f — &) |(finlVIgy)| ‘ Fermi’s Goldene Regel (Wentzel); asmyptotische Ubergangsrate

Einschaltvorgang, Sudden Approximation

Einschaltvorgang

Im Zeitintervall [—T, T] wird symmetrisch um t = 0 die Stérung V mit einer ,Switch“-Funktion f(t) eingeschaltet:
H(t) = (1 — f(t))H, + f(t) A, wobei f(—=T) = 0 und f(T) = 1.

Transformation auf skalierte Zeit: s = % = [-T,T] - [-1,1]

Evolutionsoperator: U(t, —T) = 1+ if_tTﬁ(t’) U(t',-T)dt' > Uy(s,—1) =1+ if_sl A(s)U(s',—1) ds’

Der Parameter T des Operators U, gibt ab, wie schnell der Ubergang von H, auf A, erfolgt.

,Sudden”
Grenzfall

f(t) = 0(t); T = 0; limp_, Ur(s,—1) = 1. War die Wellenfunktion |¥,) vor zum Zeitpunkt t = 0 — & noch ein
Eigenzustand von ﬁo, dann ist sie unmittelbar nach dem Einschalten t = 0 + & zwar noch unverandert, aber kein
Eigenzustand des neuen Hamilton H; mehr. Die weitere Evolution erfolgt mit U, (t) = e~ifit/h

Seien |n) Eigenzustinde des ,neuen” Hamiltons H,. Dann gilt:

Y1) = Tnmlm¥m| T1(8) In}(n|¥y) = X mlm¥mle™Ent/An)(n|Wy) = 3, mlm)e™ Ent/Mm|n)(n|Wo)|(m|n) = 6,

WD) = Zalne /M n|Wo) (| - = (¢ W) = ai = Zn(d)fln)e_%(nl%) - (1)

. 2 () _iBnt 2
Ubergangswahrscheinlichkeit: P = |a;|" = P |= |Zn(¢f|n)e h (nI‘PO)|

2 B _i(En-Em)t
P = Sl ) 11902 + 2 Re (s [l W) (s ) (mlwoye ™ 7 )
Mischterme verursachen "Quantenbeats"

e Wird ein unendlich hoher Potentialtopf plotzlich schmaéler, musste die Wellenfunktion im ersten Moment in den
,verbotenen” Bereich hineinragen, was unendlich viel Energie kosten wiirde (und daher nicht méglich ist)

e Wird ein harmonisches Oszillator-Potential pl6tzlich schmaler, hat die Wellenfunktion im ersten Moment einen héheren
Wert im , duleren” Bereich, als dies dem stationdren Zustand entspricht. Dies ist nur mit Energiezufuhr maoglich

e Umgekehrt: Wird ein harmonisches Oszillator-Potential pl6tzlich breiter, ist die Wellenfunktion im ,,duReren” Bereich im
ersten Moment null, weswegen weniger Energie benotigt wird (Energie wird abgegeben).
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Systeme identischer Teilchen

Zahlung von
Zustanden

Das ,naive” Zahlen von Zustanden fiihrt bei nicht unterscheidbaren Quantenteilchen i.A. nicht zum richtigen Ergebnis.
Beispiel: Zwei Teilchen kénnen die Energieniveaus 0 und 1 besetzen. Naive Z&hlung: {|00), |01), |10}, |11)} — 4 Zusténde.
Aber: Tats&chlich kann nicht zwischen |01) und |10) unterschieden werden. Tatsichlich gibt es die folgenden Zustande:

Bei Bosonen: {lOO),%(lOl) +110)), |11)} — drei Zustande (symmetrisch)
Bei Fermionen: {i 101) — |10))} — nur 1 antisymmetrischer Zustand, |00) und |11) nicht erlaubt (vernachlassige Spin)

PU - vertauscht i und j, 2.B. 7; & 7; p; & p},P12 ‘~I—'(x1,x2) - l}’(xz,xl) Kommutator: [ i H] = 0 = 3 gem. Eigenbasis

Transpositions-

Eigenschaften: P? = 1; P;; = P;;* (Beispiel: BV )P, V@i, ) By = V() =V, )) (sich), weil 7, j) = Iler}l

operator

Weil ﬁz = 1 nur Eigenwerte +1 maglich.

Jeder gemeinsame Eigenvektor PL H ist entweder symmetrisch (bosonisch) oder antisymmetrisch (Fermionisch)

jr

Bei N>2 sind nicht alle Permutationen durch einfache Transpositionen darstellbar, aber als Produkt von Transpositionen:

Permutations- P, 3labc) = P,,P,;|abc) = Py,|ach) = |cab) Achtung: Sequenz von Transpositionen kommutiert nicht: [1312, f’23] 0=
operator 4 gemeinsames VONS fiir alle Transpositionsoperatoren. Es ist nicht fiir alle Eigenzustinde von H méglich entweder
vollstéandig symmetrisch oder antisymmetrisch unter Transpositionen zu sein.
Symmetrisierer Antisymme-: . _ pp P .. beliebige Permutation Symmetri- s _ 1
. i, A= Zp(—l) P e A =—2pP
Antisymme- trisierer: (—1)P=—1 wenn ungerade Zahl von Permutat., sonst 1  |sierer: N!
trisierer Eigenschaften: ($2 = §; A2 = A; SA=AS =0 |Unterréume: Hy = SH; Hy = AH; He 0 H, = )
Konstuktion [a), [a), [a), la); ...i-tes  |Konstruktion [a), la), |a),
Slater- komplett W) =L [b), |b), [b), [ Teilchenim  [Komplett W) = 1 |b)1 |b), |b),,
Determinante  iantiymmetr. A VNI | ... Zustand a symmetrischer
Zustand: ly,  w, [w),| (@ 2 alleQz) |Zustand: |ll)1 (W), (I,
Zweite Quantisierung

Der Fock-Raum H 7o entsteht als Summe der einzelnen Hilbertrdume fiir kein Teilchen (), ein Teilchen (#,), zwei
Teilchen (H,), usw: HFok = I, @H, DH, ® ... DHy D ... Die Basis B, von H, ist B, = {|0)} = {|vac)}. Achtung:
|0) # 0]0), sondern (vac|vac) = 1. Die Basis B; von 3, ist B; = {|®;)}. Die Basis B,, von H, ist

Fock-Raum VN! .

Bn _{ mlcbal)lq)az)---ld)om)} mit

N ... Gesamtzahl Teilchen, n; ... Teilchenzahl im jeweiligen Zustand und O = $ fiir Bosonen bzw. O = A fiir Fermionen. Ein

VONS fiir £ Fo°k ist gegeben mit By = {n,,n,, ..., n;, ... }.

Ein System aus N ununterscheidbaren Teilchen und diskreten Energieniveaus kann dann im Fock-Raum sehr kompakt mit
Besetzungszahl dem Besetzungszahlformalismus angegeben werden. Der Fock-Vektor |ny, n,, ..., Ny, ... ) = % | P N DP2) o [ Pan)
formalismus g

bedeutet, dass n, (ununterscheidbare) Teilchen im ersten Zustand, n, Teilchen im zweiten Zustand und n,, Teilchen im m-ten
Zustand sind, wobei die Reihenfolge der Zustande beliebig festgelegt werden kann, aber dann konstant gehalten werden muss.

Erzeuger: c’if [ny,ny, .m0 =Yng + 1ng,n,, .on + 1, . c’i;r lvac) =|n, =0,n, =0,..,m; =1,...)
Bei Fermionen: Zustinde héchstens 1x besetzt: ﬁ? Iny,ny,..,m;=1,..)=0
Basisoperatoren Vernichter: ‘@ [ny,ny, ..., ny, ...} = \nyny, ny, o,y — 1,.0) |@; Ing,np, ..., m; =0,...) =0
PR
Basis erzeugen:§|n1.nz. oMy ) = 1\/_(a+) ‘lvac) &i&? |ny,ny, ey, ) = (p + 1) Ing,ny, o, ny, )
Besetzungszahloperator: N, |n,,n,, ..., n;, ...) = df&i In,ny, o, ny, ) =1y Ing,ny, ., ny, L)
~ At A ~ 1

ajajlvac) = 2 (192),101), = [92),191),); afaflvac) = Z(102),192), = 192),192),) = |goce  [atal]=[a, 4]0
Fermi-Algebra | . atat — [Taf ,\Jr ~ A . .. Y

a; aj =-—a;a; [ = [ai,ajL = 0| Zustéande hochstens 1x besetzt: [al, ] =6y Algebra [al, ]] 8ij

Einteilchen-
operator

Wir suchen eine Darstellung eines allgemeinen Operators £V durch @t und @, wobei der Operator £ als Summe von
Einteilchenoperatoren gegeben ist: FV = fl(l) + 132(1) + ot f,\gl) =yN, fi(l). Ein Beispiel ware der Hamilton-Operator ﬁV,
der sich aus der Summe der Einteilchenpotentiale V(#;) ergibt: H, = Y, V(7). Die Matrixelemente eines Einteilchen-
operators f( ) ergeben sich in der Basis B, = {|®;)} zu f(l) (@4 fP|®g). Damit kdnnen wir den Einteilchenoperator
f(l) als Matrix anschreiben: f(l) Zaﬁfu) |d>a)i(d>ﬁ|i. Dabei sind |®,); die Basisvektoren berinch des i-ten Einteilchen-

operators fim Nun kénnen wir den Operator F schreiben als F® = ¥V | fi(l) =%, Zaﬁf [ Do) (¢ﬁ|

F® = Zaﬁf(l) N D) tl>5| ‘ Wirkung von F®:

ﬁ(1)|n1, s Ty e, g, ) = Zaﬁfu) i=1|tl>a)i(cl>3|i |n1, s Mgy weey Mg, )

~ ~ VNI N 1
FOns, g, e g, o) = T firfd Tal @) (@], 0 = Ees 1962) @02) . [ @) [2.B. Bosonen: 0 = 5, P
ﬁ(l)lnl, v N,y ""nB' > = WZanu) ZPP Z 1|®a) (q)ﬁ’l |®a1)|®a2) |q)aN)

Zwei Félle: (1) Aai: a; = B =Produkt null (2) Jai: a; = B = a;wird durch a ersetzt. Wir entfernen also ein Teilchen im
Zustand @,; = @, und fiigen ein Teilchen im Zustand @, hinzu =

ﬁ(1)|n1, s Mgy weey Mg, ) = Za;;f(};) ng V;"‘: | Ny, ey Ny e, Mg, ) = Za_ﬁf;}g) n5&2&5|n1, s Mgy weny Mg, )

Jaynes-Cumm-

WW 2-Level Atom im quantisierten Lichtfeld einer Mode in Resonator: H/c = Hperq + Hatom + Hyw; Hrorq = ho.d'a;

ings Modell ﬁAwm = hw,b,6_mit &, = |e)g| = &,|g) = |e);6_ = |g)e| = 6_|e) = |g); Hyw = hg(@é, + a'6.)
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Relativistische Quantenmechanik

Motivation

2
Schrodingergleichung mit kinetischer Energie E = zp_m nichtrelativistisch, daher nur fiir v < c. Relativistische Dispersions-
relation: E2 = p?c? + m?c* = E = +,/p2c? + m2c*. Problem: Negative Energien?

1. Versuch

Wir kimmern uns nur um E = +,/p2c? + m2c*. Neue ,relativistische SGL” fiir freies Teilchen: ih%‘l’(ﬁ H=H¥Y#t) =
i W(F, ) = (P27 + m2ct W(F, £) = V=RZCZA+ mPc* Wi, t) = |ih - W (7, t) = mc? /1 - mﬁ%zw@, 0]...(1)

(1)
VI—x=1-I-T S inlw@n~me(1- L W N ) L (2)

2m?2c? 8m*c*

Probleme: (1) = Zeit-Raum-asymmetrisch, (2) = Enthalt Ableitung beliebiger Ordnung = hochgradig nichtlokal!

2. Versuch:
Klein Gordon
Gleichung

2
Quantisierung von E% = p%¢? + m?c*: ,Quadratische relativistische SGL“: —h? :?‘P(F, t)=E*¥Y(7t) =

—h? %‘P(F. t) = (P22 + mEcH W(F t) = (mR*c2A+ mPc) W t) = —h2cPAY(F t) + m2c* W 1) (hPc?) =

2

L8y ) = —APR ) + u

c? dt?

< Wi t) — ‘(A L), ="l (0 ‘ .(3)

2 c? dt? h?

ID Y t) = k2W(#, t)| ... (4) Klein-Gordon Gleichung (mit [ ] = (A - ii) ke = %) Lésung: “P(?, t) « PG

c? dt?

Vorteil: Ort-Zeit-Symmetrie. Nachteil (?): Negative Energie-Losungen
(5a)—(5b)
YW = —k2WW . (5a); WP = —k2WW° .. (5h) —— W[J¥ - $[J¥" = 0 = ¥’9,04¥ — ¥3,0"¥" = 0 =

0, (W ory —wory) =0 = 22 (W Ly —wlyr) - (T - ¥T) = 0 =
o (YW - W) = V(W T — wiy) Sos (vt —w Sy )| = V[ (v - wie)]

2ot at
vgl: ] == (WY —wiw) = [ (¢ 2y —wly)| =V jloghZp=-V.j=

ih
—_ =
2m

ih
2mc?

Wahrscheinlichkeitsdichte ‘p = (‘4’*%‘{" - ‘P%‘P*) Wir erwarten: p € R,p > 0.

Problem: z.B. bei freier Losung W(#,t) = e 7P gt p<O0furE <O0.

3. Versuch
Dirac-Gleichung
(Losung)

Ansatz: ih =W (7, £)=H, W(7, t) mit Ay = cdp + fmc? + 7 ..(1) = |ih = W(7,t) = (cdp + fmc? + V) W, 0. (2) =
(A, - 17)2 @ (cdp + Bmc?)? = p2c? + m?c* = (cap; + pmc?)(ca;p; + pmc?) = pc? + mic*
apiapic? + pPmic* + mcda;p, p + medBa;p; = pc? + m*c*|a; und B von x* unabh.= [a;,p;] = 0,[B,pi] = 0
aapipic? + Pm*c* + mcip(af + fay) = p*c* + mict + 0 =
ao; = 1= aa; + aya; = 268,55 f* =1; a;f + Pa; = 0 ... Cliffort-Algebra
Wir brauchen 4 Dimensionen um GLSYS zu lésen (Matrix-GLSYS)!

Y, (7, t)

. 0 o 1, O . LGRS ) .
L T = ‘); =( 2 2);\1J =] 2 ... ist kein SRT 4er-Vektor, sond 4er-S € C*
osung: a; (ai 0 ﬁ (D)z _]12 (1" ) ‘{’3(7’, t) IST Kein er-vektor, sondaern ein 4er-spinor

W, (@, t)
Wahrscheinlichkeitsdichte |p e U@ (G EDL AL AGH t)|
Wahrscheinlichkeitsstromdichte: |f =Yt@E ) ca W@ t) |

Kontinuitatsgleichung: ih~ (W) = WA, W — (A,%)"W = —ihV (Wtcaw) = |~ p + Vj = 0| = positiv definite Dichte »
[ ] AR —— N at

P I

Losung fur
freies Teilchen

- @) S o S . S N S
V=0= ih%‘}’(r, t) = (cap + pmc®) V(7 t)| c= Lh%%‘l’(r, t) = (ap + pmc) ¥Y(#, t)| B
ihﬂ%%‘i’ = (B@p + fPmo)®|p = 1= ih[)’%%‘{’ = (B@P + mc)¥ < ihd*d,¥ —mc¥ = 0

Freies Teilchen

: S
BE2W = mclW = iR W = mc?1W = ih(ﬂz ®2)(7)=mcz(”):>lh”— me*n

ohne Impuls 0, -1,)\x X ihy = —mc?y
Immer noch Lésungen mit negativen Energien! Dirac’s Losung: Der makroskopische Vakuumzustand ist dadurch
gekennzeichnet, dass alle Zustdande mit negativer Energie bereits besetzt sind. Die mit positiver Energie sind unbesetzt. Da
Fermi-See fir Fermionen das Pauli-Prinzip gilt, ist es nicht moglich, einen Zustand mit negativer Energie neu zu besetzen. Bringt man

‘aber eine Energie E > 2mc? auf, kann ein Teilchen aus dem negativen in den positiven Energiebereich angeregt werden.
:Das Teilchen im positiven Bereich ist Materie; das ,Loch” im negativen Bereich Antimaterie.
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Quantentheorie |

5.12.2023
Photonen und Warmestrahlung
_ Reduz. Wir- h |Ener- Im- E_hf ho h2m _h

. — . 34 — = = = ==L =—= ===
Planksches Wir- b = 6,626 -107/s kgsquantum::"~ — 277 |gie: Epnoton = hf = hw = pe puls: PTCT TS hk =5 =3
kungsquantum

[h] = [Wirkung] = [Energie - Zeit] = [Impuls - Linge] = [[ L dt]; L... Lagrange-Funktion
Spektrale _ Moden- _1dNW) _ «? nf .
Energiedichte &(w) = o— = (E)n(w) dichte : M@) =, === —=; n(f) = —- ... Dichte alle Moden <  bzw. < f
h Bolzmannverteilung e FE 1 |Erwartungs- ©
Rayleigh-J E; — B=— = : =
ay el..g e?ns Wabhrsch.dichte: p(E;f) = e PE ag’ A ksT |wert Energie () fo Ep(E; B)dE = ksT =

(nur fur kleine

Frequenzen): e (w) = (E)n(w) = kpT-2s  &x)(f) = kpT n(f) = kT L
Wiensch’es Ge- a3 R Wiensches: wmax _ . _Cw.p _ .
setzf. grofe w g,(@) = Aw3e™? Ausey(w—> ©): A= 2o P = verschges, ksT const; Ape(T) = 25 Cy = 2,898 mm - K

Bose-Einstein Wahrsch. P _ Erwartungs _yw —_ T
Planck’sches  pro diskreter Energie B (En; B) = pe~PEn’ iB =7 En = ham wert Energie (E) = Xn=o EnPy = ol
Strahlungsges. ? 1

(@) = (BYn(@) = 25—

_ _ 1 0 0 1 0 0 0 0\ _/n @«
¥) = @11 + @l10) + @501 + w00y = oy (; )+ (5 o) +as(] o)+aly 1)=( o)

Verschrankung

a; «a
Wenn det ((a; ai)) = a a4 — a3 # 0 = vollst. bestimmt; verschrankt. Wenn a; a, — a,a3 = 0 = nicht verschrankt

Materiewellen

_h_h__h __h R lp=hk o
De-Broglie, my  Vmmo? J2m§mu2 VZmEin|ip _ 2 relati- lw :f =mc? = ymyc? = g" v=cl- (Eofgk- )
klassisch ©  Ex p? 7 P Apz vistisch :hk = 7= P =mv=yme TN 7z "
Uphzzzﬁzzmhkzﬂ;‘l]G:E:Z K:E p_; oEkin + kin

Schrédingergleichung

- - & .0 e @ (ke
Allgemein EW(xrt) = A¥(x0) |E = ih 2, weil: (- Ae 500 = how = EY
(1D)Z ; i - O=F. = _h_za_z . i(kx—wt) — n?k? — ﬁ — m?v? — ‘m_v

e w(x,t) = AW 6) A = By = — 1o weil: — mer Ply—Py_m ¥ =E,Y¥=>
Freies Teilchen ‘zh Y(x,t) = ———‘Il(x t)‘ mit Potential: # = E,;, + Epot = zh—m;?+ V(x) =
Teilch. im Pot. zfl '1U(x t) = (_EF + V(x)) Y(x, t)‘ im konservativen System: E = const. = ¥ (x,t) = ¢(x) e”¢t =
stationar ‘E 6 = (-2 2 4 V() pG|; x) = px) e

. . SN[ B2 [8?
3D-Gleichung i W(F,0) = [~ 1= (35 + 2+ o) + VD (7 0) = [ =8 + V(D] ¥ G0
NTeilchen iAZW(F, 7y, . Poyt) = ARG |+ 28N G - 7) PG
at 2 i L 1 2m 1 i g &t jixj Y2\ J 4
Ekin Eﬁﬁf Epot Teilchen-ww

Potentialstufe bei xy: (1) p(xg) = d(xF); (2) ' (xg) = @' (x)
Anschluss- Delta-Potential V, 8(x — x¢): (1) ¢p(xg) = ¢p(xe) = dp(xg); (wenn V, < 0: ,attraktives DeIta—PotentiaI")
bedingungen h* 9%

BUNBEN (@) timg [1F B 00 di = lim, g [27F (= 3o 4+ Vy 8(x — %)) p (1) dx = ¢/ (x) — ¢/ (1) = 25V, 6 (x0)

Eigenschaften

e SG ist partielle DGL

e SGistlinearin ¥, d.h. ¥ kommt nur in erster Potenz vor = Superpositionsprinzip anwendbar. Beliebige
Linearkombinationen von Lésungen der SG sind wieder Lésungen der SG.

e SG ist eine homogene DGL, d.h. es ist kein Term vorhanden, der nicht mit ¥ behaftet wére

e Keine Aussage Uber die Amplitude. Normierung notwendig.

e allg. SG ist parabolische partielle DGL, d.h. B2 — 4AC = 0 fiir DGL AY,, + B¥,; + CA¥,, + DAY, + E¥, + F¥ =0

o stationare SG ist elliptische partielle DGL, dh. B> — 44C < 0
GauBlsches Wellenpaket
Ansatz — AL (@ Lilkx-wb) g—(k—k)?d? _E_ p® _ k% _ hi? — 4L i(jex *) ~(k—ko)2d?
Y(x,t) Amf_me e S dk|w=s= == P (nt) = A f_ 0)%d” dj
X kndz)z
—k§d2+<12; 2 (x=vot)?
Losun = A igmttd? 24 T2a2a2(140%), = = fko, A 1t
& lp(x' t) L € o ! |ll/(x’ t)l V2md?(1+42) € Yo m A= 2md?
m

(x)e = (@lx|9) = vot; (p)e = (¢IplP) =

hky = py = my, = const.;

Eigenschaften _dw _ d hk® _ hk _ . _ @ _1hk® _ hk _ vpn(k)
%= T wcam = m = R Vo = = = o = < vk
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Korrespondenz-ldentitdten (Operatoren), Erwartungswerte und Eigenfunktionen

Sei A irgendeine mit Quantenunscharfe behaftete quantenphysikalische MessgréRe (, Observable”), z.B. Ort oder Impuls.

Erwartungswert i(A) == 2:1 A; (Der Erwartungswert <A> ist der zu erwartende Mittelwert bei wiederholter Messung.)
Operatoren A (A) = ('P|A|11’) Sooreicn w*Awdr (A.. Operatorvon A)
Kprrespondenz- Observable Operator 1-dimensional Operator 3-dimensional
Ortsvektor 7 bzw. Koordinate x |X = x fw’ =7
Potentielle Energie E,,o; Epor = Epor(x) = V(%) Epor = Epoe(®) = V(@)
. . . ~ h2 92 ~ K2
kinetische Energie Ej;, kin = 52— vin = — 5
—~ ~ 2 2 —~ A 2
Gesamtenergie E = Ey;p, + Epol H =V — :—;7 (Hamilton-Operator 1D) |H =V — Zh—mA (Hamilton-Operator 3D)
7 5= —inl =12 5 — _ihv="V
Impuls p bzw. p p =—ih = 1o p ihV : \Y
Drehimpuls L z-Komponente von L: L, = —ihi L= —Lh(r x V) = —ih (e(p = 2 Si:ﬁi)
. = P2 _ 272 172 — _p2 10
Drehimpulsquadrat L LP=13+L5+1L;=-h [Smw) P (5111(19) ) e awz] ‘
Mittlere quadr. 5 n ., .22 B
Schwankung (A% ==3"_ (A, —(A) = A%% = [y A vdr Unschirfe:  1AA = \[(A42%) — (A)?

Wabhrscheinlich
keitsdichte:

dP(x,t) = p(x,t) = || (e, ) = W(x, ) ¥ (x, 1)

Wabhrsch. dass
Teilch in (a,b):

b +o0
P(x,t)=(‘}’*|‘}’);f ||w>|2dx;f 1@ dx = 1

Eigenfunktion,
Eigenwert

Es gilt: (A) =

Wenn gilt: AV = AY & f‘l’*/i Ydr=A[¥* ¥dr, dannist A eine Eigenfunktion und A ein Eigenwert.
A; (A%) — (4)? = 0; d.h. die mittlere quadr. Schwankung von A=0, man misst immer denselben Wert von A.

Haben Operatoren A und B zu den GréRen A und B dieselbe Eigenfunktion ¢, dann lassen sich die GroBen A und B am
Teilchen mit der Wellenfunktion ¥ gleichzeitig scharf messen. Die Operatoren sind vertauschbar. Es gilt: ABY = BAY.

Fourier-Transformationen

Hier: Konvention

1
Faktor =

bei Hin- und Ruicktrafo. Etwas schlissiger bei §-Funktion ware Faktor 1 bei Hin- und i bei Riicktransformation.

k-Raum, - o s ) -
stat?:rzgr b o) = \/%f_a,(p(x) e~ dx Riicktrafo: ¢(x) = ‘/%f_m P(k) eth* dk
k3-Raum, 5T e " B P T VT
stationar, 3D é(k) = " fffmg o(@) e Riicktrafo: (7)) = 7 fffk3 qb(k) e dk
Iz(e::)a:suTD Pk, w) = \/Ef IZ wx,t) em =90 gy gt Riicktrafo: W(x,t) = «Ff 12 Bk, w) e"0¥=90 dic doy
k3, w-Raum, > _ o R i(Fi—wot) o B Loy 1 o SN (Fot) o7
seitabh., 3D P(k,w) = = Lo ¥@ e i(kf-wt) g7 gt Riicktrafo: W(7,t) = E[_w Wl Bk, w) e+ilEF=0t) g doy

-Raum, _ . 1 o = iP.
ftationér 1D é() = J_f d(x) e ™ d Riicktrafo: ¢p(x) = ﬁf_wqb(p)e“n" dp
&-Funktion 1D \/% = Ef_cl 8(x — x,) e &%) dx Riicktrafo: (6(x — xp) = \/_f w‘/_ etik(x=x0)
schlissiger mit . . . )

1 1=[_6(x—x) e~ tl=x0) gy Riicktrafo:  6(x —x0) = —J 1 -etikGe—x0) g

1/;—Konvent. 2n

Transfer- und Streumatrix; Wahrscheinlichkeitsstromdichte

Geg.: Potentialstufe; links Bereich I, rechts Bereich II. Wellenfkt. zweigeteilt: ¢,(x) = Ae’¥1* 4 Be~4ikiX; ¢ (x) = CetukeX 4 pe~Aukzx

flussnorm. ¢, (x) = /i\/ze’l'"i" + EJZe“'klx; ou(x) = f\/ze’l”"z" + EJZe‘A"kzx =>A4A= J\/Z;B = E\/Z; C= f\/Z; D= 5\/1
k1 k1 ka ka ks ks ks ks
Transfer- A\ _ C\ _ (M11 M12> C A=M;,C+ M,;,D . A=A(D)=CM,+DM,,
matrix: (5)=u(p)= My My, (p)=5- My, C + My,D = 05€5 — B(C,D) = CM,, + DM,
Streu- May _ MiaMay S S \/7
u. B _ A _ 511 512 A B = 511A +S12D _ | M1 M22 Myq Lo _ " 2 ka _ \/E \/77'
matrix (c)_i(p)_ S; S (D):>C:S A+5,0 87| 1 me |87 “\\T VR
(unitar): ot g e 1 22 M1y T My 521\/% Soo
. RETA L1h . . . ) _ ) . ' — )
Wahrscheinl J[¥]=Re (¥ 25%) = Re (¥ 222w); ji = j[A7] jop = J[B(A) €44 ;e = j[CeP¥'x] Kontinuitatsbedingung
i L. _ hk . . ' k! hk o _ _ 2% =
stromdichte i = ][Ael,kx + Be /llkx] — 71(|A|2 —|BI?); jy; = ][Cel"k X 4 pe~tirk x] — 72(|C|2 —1D]?) = "= =pv
jou IC12 _ Icl ks 1 ke 2ke
Tlizj._t=~_=__= = =18al*=
in 1412 A2k IM111% k k
TR Sl Ve Ml Pk TR (AP — 1B = k(CT - 1DP)
Ri= [ 1 = 3w = ar = Bl = [,
Verschiebg. . . . Lo X ks Koo oo ky _ (eikL 0 )
Stufe/ um L Sei M, die Transfermatrix bei x = 0, dannist M, = M"} M,M,?; mit M,? = 0 ek
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BraKet-Notation

Bra-Vektor:

(Y| € H* |Ket-Vektor: |1/)) EH |—> darstellungsfrei, d.h. keiner Basis zugeordnet! |(1p| = |¢)I; [p) = (p|t

Eigenschaften
von Vektoren in
H

HH ist ein co-dimensionaler Hilbertraum isomorph zu C* (co-dimensional: es gibt unendlich viele LU Zustandsvektoren)
Fur (1), [2) € H gilt:

V1) + (192) + [93) = (I9h1) + [$h2)) + [1hs) (Assoziativgesetz)

V2:30 € V:[y) + 0 =0+ [¢) V|p) € H (neutrales Element 0)

V3: |¢) + (—[y)) = 0 (inverses Element)

Va: |[Yy) + [,) = [,) + ;) (Kommutativgesetz)

Fur [Yq), [W2), [Y3) € Hund @, B € Cgilt:
SLa([yy) + 1¥2)) = aly) + alp,)
S2: (a + PIy) = alps) + Bl,)
S3: a(Bl1)) = (@B)1)
S4:1- ;) = |Y;) (neutrales Element 1)

Skalarprodukt
— komplexe Zahl

Sesquilinear:
(Wilay, + Bys) = al,|Y,) + B(Y,|p3) (Linearitdt im ersten Argument des Skalarprodukts)
(ap; + Bl Ys) = a* (P |Ys) + B* (P, |s) (Semilinearitdt im zweiten Argument des Skalarprodukts)
W1l2) = (WPolipy)”
Wil = 0V[p,) EH
W1lP) =0 < [P;)=0
Schwarz’sche Ungleichung:

I(wlIwz)Iz < (W1l1) - (W2l 2)

Norm:

II¢1II =4 (¢1I¢1>

Regeln i) + B 1) 2 ' (Wl + B (Wl o [) = lay) 2 (Pla” = (ay]
Entstehen aus duRerem (Tensor)produkt: A = @)y = ([YXeDt  |Alp) = |14Iz/)) - (/Ill;I = (p|At
Operatoren (AE)I = BtAt - AB|y) = (wl(/Il?)I = (p|BTAY I(a/I)I = a4t | ) = (dTo|p) = (<p|£Ill))I

(0]Aly)" = (|At|o) |Projektionsoperator: Py = [uXul - Payl) = lup(ulyp) = aly), analog zu P, d = é,(&, - d)

Spektraldarst.

A=Y, 4;|a;)Xa;| (mit A;..EW, |a;)...EV) Vollst. der Basisprojektoren: ¥;|a;}{a;| = 1

Hermitesche
Operatoren

At =A = A, =Ap, =EWAER |(1[)1|(A|1[)2))) ((W118)[92) = (1|4, (Klammern unnétig)

Messwerte < EW von A: Aly) = Alp) = ( ) =2YlP) =21 = (lAl) wenn: (YY) =1= 1=

(WlAly)

Wly)
AIIP) = AL,y = (1/}1IAI1/}2) = (1| ,,) = 1,1 1,)

Kommutieren-
de Operatoren

Wenn AB = AB = (1) A und B bilden einen vollst. Satz kommutierender Observablen, (2) besitzen gem. Eigenfkt. (EV),
und (3) sind gleichzeitig scharf messbar (AAAB = 0)

Projektion auf
0GB
(Vektor/Matrix
Darstellung)

Ficenbasi A Basis Koeff.
igenbasis von —_———
i la) (a;|y) =

1
Ala) = Aila) = [9) = 3, PPy = Sila)a; 1) =

A;...Eigenwerte
|a;)...Eigenvek-
toren (Basis)

+

Ket: @I = (o, [), (e ), ) ALY = (a;| A|ay)

Operator:

Basiswechsel

\von Basis
{lai) laz), ..}
zu Basis
{1D,), |bo), ..}

o (@l
W) = { (g, ) | jpra:
| I

b)) = Tlay)| (@l = bl = UlaXa S = ib)ail = U ZlaXal = U= Zilb)(al = b)) |p)@ .
I I I

b} — gAY

Trafo Basisvektoren |b;) = 0|a;)[Trafo Vektoren: [y} =

0~ ) = 0t jy)

Trafo Operatoren:

\Wahrscheinlich-
keit, Erwartungs

Operator A (,Observable”) mit EW 4, ... A, (entspr. ,Messwerten) und EV |a; ), |ay), ..., |a,);

A wirkt auf Zust. [) (,Messung”) = A|y) = dann ist die Wahrscheinlichkeit W; des Auftretens von EW (Messwert) 4;:

wert Wi = (P) = ([P |w) = (Pla)alp) = (alp) (a;|y) = [{a;[p)|* . Erwartungswert: (4) = (|Aly) = X, WA
Wahrscheinlichkeit W,, das System in Zustand ), zu finden: WO =(Pyy=(p |PO|IIJ> WX Wol) = [{Wol)|?

Erweiterter bisher: abzahlbare Basis {4 (x), ¢, (x) ... }: (Pn]Om) = Opm
Hilbertr. mit
Diracvektoren  lietzt: kontinuierliche Basis ¢ (x) k € R: (Prlpr) =8k’ — k)

o bisher: abzdhlbare Basis abstrakt Basis Koeff. konkret Basis @;(x) Koeff c(D)=c;
profextion 2, (0,9, () .} W) =%l olv); ¥ =% &) {ol¥) =Zeo)c

)k ER jetzt: kontinuierliche Basis abstrakt Basis Koeff. konkret Basis @i(x) Koeff (i)

X ~ 0 M M/ 3 —— 0 —— —— . 0 ; .
x pi(x),i ER: [0y = [ loo{pdpydi; px) = [ (xlp) L@l di=[__ o;0)p@)di
8. Eigenft, d. [P0 = ) = (xl) = (x[l[w) = [ el ) g dx” = [ (ela) [} dx” = [ [6Cx — xD]p(x) dx’ = )

Ortsoperators y(x) = [, = (xIy) = (x[i[y) = [T xIp)plp)dp = [T xIp)plydp = [T | Y(p)dp =p(x)
(xlP) = ()5 (pIY) = P(p); (xIZIY) = RYICD; (xIplY) = BY)(x); allg: (i|A|p) = (Ap) (D)

Umformungen: [(x|x) = ¢, (x) = 8(x —x'); (x|p) = ¢, (x) = —e +ig, fwz -e (- x)dp 8(x —x');
PlIp") = 9, @) = 8 —p"); (plo) = 0, () = = ¥ [7 e e dx = 8(p - p);
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Zeitentwicklung

(1) Geg.: Wellenfunktion W(t = 0), ausgedrickt in Basis B, so dass ¥(0) = Y; ﬁ,lb ). (2) Berechne die Eigenenergiebasis, also
Rezept 1: Eigenwerte (Eigenenergien) E,, und Eigenvektoren |E,) des Hamiltonoperators H@3 )Transformlere Y(0) in die Eigenenergie-

basis (z.B. mit |1/)){H} U*lz/)){B}), sodassW(0) =Y; yilE). (4) YO =X, e _‘_tynlE )

(1) Zeitentwicklungsoperator U = e“iit. (2) Berechne die Eigenenergiebasis, E,, und |E,,) des Hamiltonoperators H.

Rezept 2: N En ~
(3) Spektralzerlegung U = ¥, |E, E,le ™ 2 " (4) W(t) = T W(0)

Harmonischer Oszillator 1D

potential ly — Lmwtat = = 2ttt |EE g 00 = (22 e HE ( J@x);gn = oo (n+2)
Ezgféf; Y= ﬁipo = Vmho; y =x£n: én =:_:);V =§ha)y2 =y, = _6y2 +5 Sy2uy(x) _\/ﬁe P H,0); e, —n+—
Aufsteiger [at = \/x_ @_\/i_ ﬁ% — \/iixio _%% - %y _ %;_y atlu,) = VA F Tlu,.,) ([iazf]Tjrih;;fr:iIenga _
s |1 = [+ =+ =y o) = 199 =0 Glag0) 41 apian
oo[:esr-ator *= %J%&i +ah=2@+ah  |®=F0la+a’y)=Zwlalw) + wlatw) = 2 (wla) + @plv)
e 1=t [P @—an = L5 @t [(0) = A wIa — 6T = e GPlal) - HIaTe) = oA Cwlan) = @l

Besetz.- |- Hamilton | 1 P
operator N =a'a; Nlu,) = nlu,) operator H = hw(aa® + a'a) = hw (a a+ 2) hw (N + 2)
Zeitent-

En —i(n+t
wicklung lp(x' t) = Zn Cn un(x) e_th = Zn Cn un(x) e 1(n+2)mt

,Kohdrente” Glauberzustiande

Glauberzustinde |¢@,) sind Eigenzust. von @: §&|<pa) = a|@g); aeC ‘cx(t) = et = |ale e (@ lpq) = 1; {Palpq) # 8(a —a’)

2
a2 —iwt -2 2a0x )2

e ze z e PeVoe 2

1Pa(0)) = e Zn or @ )i 9o (D) = e 2 e Zn —o 7z @ () |un) =

xoVT

(x) = %(%ld + %) = %((%l “aly) +{polat - 19a)) = j—%((%l “alpg) +{pla - loq) = j—;(lX(%Wa) + a@alpa)) =
(x) = x—"(a +a*) = %2 Re(a) ; analog: (x?) = ﬁ((oz +a")?+1); Ax? = (x?) —(x)? = X—"
= (@—a)? =1 p? = ) — (P = 1 :Apr——z

«» _ h
<p) L\Fx( _a)_iﬁxu

(x(D) = 2 (a(®) + a’ (1) = V2x, a| cos(wt — 8); (p(D) = (a@®) +a(®) = —«/fsm(wt —9)

h/—x
Drehimpuls
3 3 _505_ 2 hg hiso o 9 = h Gl 9 B h(_ @ Gl =~ h 9 ha

Operator L: L=rXxp=rXx (;V) =?(r><V) = kX 5 L, :?(ya—za); L,= l(za—xa); L, :—( X"V ) ey
Vektoroperator: Ein Operator/f ist nur dann ein Vektoroperator, wenn gilt: [L,-,A]-] = ihegAy. 7, 5,2 sind Vektoroperatoren =
Kommutatoren: [L;, x;] = lhsu,cxk, [Lop] = lhsukxk, [LiLj] = ihegjply ‘Operator I2: ZZ =2+12+12
Kompat. zu L;: | H, 12, 82,72 ﬁz kompat zu [2: H L;,5%,8;, ’Z,ﬁz ‘Erwartungswerte:%(Lx) =(L,)=0; (L2) = (Lﬁ,) > %hz

) . I2|lm;) = 1(L + DA%|Im,) Bahndrehlmpulsquan- [=0,..,n—1 Magn. Drehimp.-QZ
E tinde 2 L o s re A ={-1,..,+l

lsenzustande L,|lm;) = m;h|lm;) tenz. [ zu Operator L2 (I = s,p,d,f, g, - m, zu Operator L,: { }

Leiteropera- Ly=L,+iL,; nichthermit: L} =L ; It =1L, Auf- Absteiger: (L, |lm) = JAFm)( £m + DAl m; + 1)
-~ 1,5 -~ =~ FEIP2S =~ - 1,5 = PSP ~ 2
toren Le=c(Lo+L ) Ly=—-iy(L, -1 ) [*=_(LL_+L L)+L,

. L L _ _
Gyromag. Verh ¥ = lul _ lal |Bohrsches ueos = lel_p. st = delp allgemeines i, = sign(q) ug - sign(q) ugm

ILl 2mq|Magneton 2mec 2me Magneton sign(q) yz

Entartung n,| :Entartung = Y1=3(21 + 1) = n?(ohne Spin)

Eigenzust. allg. iSeien A2, A, irgendwelche Drehimpuls-oder Spinoperatoren. Dann gilt: A2|1)) = a(a + 1)h2|y); A,1p) = m hlp)
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Spin

. L § _ z|landé- @ . Spinquan- iQuantenzahl s zu Operator $2. Ferminionen:
Spinmoment i, = sign(q) HBYs3 = ¥S Faktor: 195 = 2,0023.. ~ 2 tenzahl: halbzahlig (Elektron: s=1/2). Bosonen: ganzzahlig.
s, . ;
Magn. Spin- m,==2={-s,..,+s Spin 1 1 Spin 1
gn-spin. e =5 =1 VPR Js=tme=d =im=m =00 fs=tm =2 =1n ==
quantenzahl  {— e = +1/2 up: 2 2 down 2

Eigenzust. S,: i S5,|1) = IT) S, = ——IT) Eigenzustand $2 §.§2|T) =s(s+ 1DA?|M) = hle) $2|ly = s(s + DA2|L) = hzll)

Kommutator: [SL,S] = LfleukSk‘kompatlbeI 2u S;: H L1782 ‘kompatlbel 2u §2: H L,1%8;

(V) = [Yrum)®l5) € H = Hyppy @FH W) = (Wrum WD - (Yrim)®IWs)) = (Wrnim [ Wnim) * (Wslihs)

Produktraum: 1o > 2 2
dim(#) = dim(H ) dim(3) = 21+ 1)(2s+1) = (21 +1)-2 |Operator §2: §2 =85+ S, +S,

_— _ s _ (@ . . _ Operatoren &6 _h & _h_ & _t
Spinor: o) = alt) + BIL) = ) = ((p) mit Basis {5,} = (I1), 1)} .55 Smioa S=jo S=ja
Operator S Sa = g(nxax +ny0, + n,o ) = ﬁ(a sind cos ¢ + o), sindsing + g, cosz9) mit|A| =1; A = (nx, ny, nZ)T
Leiteropera- 5+ = Sx T iS,; nicht herm. ST=38,; 8t=38, 8, |smg) = /(s Fmy) =181 = |b)

. . [ N 1ra & a ih ||\ & ih
toren S =2(8.+8) = SIN =21 SV =310 |8, = —i5(5, —8) = SIN =TS, = =211
X i _ (0 1 {z). . 0 —i {Sz). _ 1 0 {Sz}
Paulimatritzen g, = |1)(l| + [L)(1] = (1 0) 5 oy = (=D + XD = (. 0) 5o, = [T = [0 = (0 _1)
L 5 3 Spin- . - [Larmor- s qB |Bloch
. —_i. B=1%p=-2 - i
Spinrichtung: 5 = fl<ly s 11/) Hamilton: Hs =—iis - B frequenz: =y Is1 m |Vekt. 1) = COS( )lT) te sm( )ll)

I

EV. inxy-Rich- 1T) =5 (N +1) [1,)=Z (N +ill))  |Herleitung mit Bloch-Vektor. ZB. [1,) = (9 = 2,0 = ) =
tungz.Basis 2 [L) = Z(N =) [4,) = 5D =il {|1,) = cos (T) N +eZsin (T) 1) = SN +i 510

Produktbasis, gekoppelte Basis

Produktbasis Observable {L?,L,,S%,S,} mit QZ |L, M; S, M) |Gekoppelte Basis: §Observab|e {L2,5%,]2,],} mitQZ |L, S,], M,-)

J=L+S§

[]i,]j] = ihegy ‘Ges.drehimp.QZ: [l=s|<J<|l+ 5| ‘magn. Gesamtdrehimp.-QZ%Mj ={—/,..J}

Gesamtdrehimp.j7 e . P -
J,=L,+S, J2=(L+5) =I[*+S?+2LS

(1) Finde Tabelle passend zu (j;, j,) = (51, 5,). (2) Finde rechts oben die Spalte mit den zu transformierenden Werten fiir
Clebsch-Gordon (],Mj) = (S, My). (3) Darunter stehen die Koeffizienten der Produktbasisvektoren (Wurzel hinzufigen) (4) Die passenden
Werte m,, m, fur die Produktbasisvektoren |j;m;)®|j,m,) bzw. |s;m;)®|s,m,) stehen links.

Schrédingergleichung fiir Wasserstoffatom und wasserstoffartige Atome

absolut |/ 52 pE ) RN Relativ- i, . Relativ- | 5,  Mype-m.By |Gesamt-

Pe 4 N _ = = == M,,. =m,+ M,
Koord: (Zme + 2My Ire—r | W, 7v) = EW (T, 7v) koord. i e W impuls: P Mges masse: ges € N
SP- p? p? Ze2> s S = SP- 5 _ Teme+PyMy |Gesamt- - - Reduz. _ meMy

= ——|¥Y(#,R) = E¥Y(",R R="—"—— =75 =—
Koord: (Zu 2Mges T (r ) (r ) koord: Mges impuls: P=pe+ Py Masse: # Mges
relativ- N iRE P2 ze? e o iEnerg Kin. Energ.: .sp nK?  |Kin. Energie ip? |Kern-i ze2

w— LKR:(___) - - sP P _ - L _z

koord. b(@)e 2u 7 $() = £o() Rel.bew. =E—Ejn des SP: kin ™ 2Mges |Relativbew.:izu |pot: r

3D Schrédingergl.: (—562 + V(r)) o) =¢ ¢(F) Coulomb-Pot.:V(r) = —EZTZ = (—562 - EZTZ) o@) =edp( =
h2 (0% 20 @) ez h2 (0% 20 e’z N e
( (6r2 + ;E) + 2ur? ) - )(])(T') =& (])(T')

P =R+ DY = (-2 (L4 22) Bl
Produktansatz: ¢(#) = R(r) Y/"(9, p) = ——(

2ur?

or2  ror

h? l(l+1)

92 29 n2l(+1) ez _
=+ — 22 |R() = eR() mit

effektives Pot.

2ur? ... Zentrifugalpotential

Transformation zu Sturm-Liouville EW-Problem: R(r) — M mit Dirichlet Randbedingungen u(0) = 0,lim,_, u(r) =0 =

2 2 .
(—%% 1(21:21) - i + kz )u(r) =0mitk? = ZuIEI unda =— und ay, = —2 Lésung mit Frobenius-Methode u(r) = e *r®+1 ¥ q.rt

5 m _2 [((n-t 1)') (21‘) 2141 (ZZT) _r Atom- a=% Bohr cgs _ M s _ 4meoh?

Losung ¢’nlm(r) - ¢nl(r) Yl (19 QD) ((n+l)'a3 L € na Yl (19 <P) radius Z |Radius: o ne?’ o ne?
Eigen- . p __ R 1 o, 1 |Rydberg: ,cgs _ wet g _ pet _ 2 ( 11 )
energ.: Geb. Zust: ie < 0 E, = REyPh A Ru 2 |konst.: Ru = R = senic E,—E,=2Z =T
Paritatstrafo: Ffo—fFforornd-on—U; ¢ > ¢+ |Parititsoperator: §ﬁ|nlm) = (=D nim)

Kommutatoralgebra

Kommutator: :[AB] = AB — BA IAntikommutator: %{AB} =[AB], = AB+ BA AB = [AB] + BA

[4,8] = -[B,A]; [4,A] =0; [4,5B] = B[4,B]; [A,B+C]=[AB]+[Ac] [4[B.C]|+ B [C.A]]+[C.[AB]]=0

Rechenregeln:

[4,BC] =[A,B]C+B[A,C); [AB"] =Xn,B“'[4B]B™=; [41]=[14]=0 ‘V[A Bl=c=[4,B"] =ncB"!

Hermitesch  :Falls [4, B] hermitesch (EW reel), dann ist [A,B]+ antihermitesch (EW imaginir) und umgekehrt.
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Diverses

cos(z) = cosh(iz) = elzz—e_lz sin(z) = —isinh(iz) = # cosh(z) = cos(iz) = # sinh(z) = —isin(iz) = z_ze—z
tan(z) = —i tanh(iz) = % cot(z) = i coth(iz) = % tanh(z) = —itan(iz) = :i:j = :z: coth(z) = :i:j

Ae™ + Be™™ = (A + B) cos(x) + i(A — B) sin(x)

Ae* + Be™

(A + B) cosh(x) + (A — B) sinh(x)

Hermitesche
Polynome

H,(x) = (=Dre*’ %e"‘z; orthogonal bzgl. Gewichtsfunktion e *": ﬁf:o H,(x)H,,(x) e
Ho(x) = 1;H,(x) = 2x; Hy(x) = 4x% — 2; Hy(x) = 8x3 — 12x; H,(x) = 16x* — 48x2 + 12; ...

-x? _
- Ynm

Zugeord. Lagu-
erre-Polynome

(a+p)!

(B-m)!(a+m)'m!

m

L) = 35 _(-D™

K(x) = 1; L¥(x) = —x + k + 1; LE(x) = §(x2 —2(k +2)x + (k + D(k +2))

Kugelflachen-
funktion

(1-m)!
(1+m)!

V(@ 9) = |5

P"(cos ) e™®

Vim = (D™ V(@ =9, + @) = (=1)' Y, (9, 0)

o09) = [ 110,00 = [Zsin@) e 1,000,9) = [Zeos0); 14069 = = [Zein(o) e
1 1
Voo(8,0) = = | == (3052 (®) = D ¥i0(0.9) = |22 1,100, @meo = Yim (T, @mso = 0 ¥ig(m, ) = (~1)" /—
~
=0 =1 =2 =3 =1 f s =1
m=0 m=0 o m=0 m=0 m=-1 m=1

Herleitung Schrodingergleichung

Allgemeine Wellengleichung:

,3)
E¥Y(x,t) =E¥(x,t)=—

lg. Lsg. ) L, n2 92 @
ZWnt) = 52w ) =S () = Aeiron ih=W(x, ) = == W(x,0)|=
9 - i(kx-wt) — _; . 2 92
at'la’(x, t) iwAe ‘ IwAY(x, t).| ih= EW(xt) = _zh_mﬁl'u(x' t)‘
tho W (x,t) = ho - Ae'® 0| ho = E, Ae' 9D = W(x,0) = Hamilton:
0
9 = E = H(x, P(x,t) =
Herleitung zfzat'l’(x, )=E¥(x1t)..(1) o (x,p) |- P (x,0) Her.p) =
e o ae — e () - ORI
riptum: 2m
2 2 52 2 2
i () a0 = =50 (7) K v e EW(r,t) = 2 W0x,6) + By P(x,0) =
n2 92 h2K2 )
“L Ly =+ v ) [Pk =t = LTy ) W)=
_"_zilp(x t)—+£lp(x t) (2)|E—E _ _mvz_mzvz_ﬁ: 72 o2 €]
o V00D = H V@0 - @ F = Fu =5 =50 =05 Tew(on = (22 4 v) (oo
h? 9
—— =¥t =E¥Y(xt)...3) ) W2 92
2m 9x? ih-Z = (-2
m dx ih at‘lf(x, t) = ( 2 o + V(x)) Y (x, t)|
nz 92
EW(x,t) —V(x)¥(x,t) = _Eax_ij(x’ t)
Allgemeine Wellengleichung: n? 92
azg ! azg ga”g. boo. oty EW(x,t) = ———=¥(x,1) + V() ¥(x,1)
ﬁqj(x‘ t) = Eﬁlp(x't) —= ¥(x,t) = Ae ’E‘I’( 0 ( "2 o2 e )) w( t)‘ @
f 2 . . 2 X, =\ X X,
92 2 2 2y2 2 . —¥Y(x,t) =—iw¥Pxt) | hw=E=>w=->
(ke kein W) = =) B = =T 2 P g, P00 = 0¥ )| S
“ _ =Y, t) =—-E¥(x,t) > E=—-—
,Guesswork”) %lp(x, £) = =22 Eyin ¥ (%, ) |2+i > 2t a)MJ RE¥ 0 iot
E=ih—=
n? 92
EpinW(x, t) = —Eﬁqj(x' t)“Ekin =E—Ep =E -V(x) = E—— —
) w2 9
’maw(x, 0=(-22 4 vw)wis t)|
Delta- und Heaviside-Funktion
8(x) & gl = 89l = @(0) & [ () p(x) dx = @(0) 8(x — %) 8y, [9] = (o)
- ) b 1,fiur 0 € [a, b d
Delta- 1 8(x)dx = 1 J7 (1) dx = {ofird (@8] sy = LH(o)  #) 8(x — x0) = F(x0) 8x —x0) 18(6) = 5(—x)
x8(x) =0 8(ax) = ﬁ&(x) lx] 8(x?) = 8(x) 8(f(x)) =X, ﬁ?(;;‘l), x; ...einfache NST | [ §(x) dx = H(x)
Heavisid 1firx>0
eaviside- _ oo ) B _ [(*—%o ) S R
Funktion H(x) & H[p] = fo @) dx; H(x —xo) = [_ "6 dt; H(x) S furx=0
0 sonst
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Quadratisch

e n,n-Matrizen

a; by c5 + b, ¢,
a b ¢ by c, az + a; (=)™ b; c3
Determi- a, by _ ab,— oo s (P Gayby— _ 142 |F2 G2 e ah
nante: det @ bl = ba det|a, i)z ol=d-(bx?)= obhoa— = by (=1)"*? |, Cs| + = ¢&jabicy
a3 D3 G ¢, by a; — _1)1+3 (%2 b,
. Cl( ) b
c3 by a, as D3
invertierbar: {3B:AB =1 < regular |Invertieren: G_>auss -11 |Invertieren 2x2: (a b)_l = ! ( d _b)
) ' g Flan] (114~ "\¢ &/ T ad—bc\-c a
rR:gc;in det(AB) = det(4) det(B) det(A”) = det(4) det(A™!) = det(4)™  det(sA) = s" det(A)
selbstadjung. iin R™: selbstadjungiert=symetrisch (s.u.) (A%, y) = (¥, Ay) |n C™: selbstadjungiert=hermit (s.u.) (4X|y) = (X|Ay)

hermit:

‘A=A"=A" < EV bilden 0GBD < 3: 0GB D:UtAU =D |herm.:> VA; € R; h.=diag.bar; h.=selbstadj.; h.= normal

unitér: (A € C*

Myt =0 < U Ut =1 < ||Z|| = ||UZ|| |unitir = det(U) = 1; unit. = VA; = €%, unit. = diag.bar; unit. = normal

diag.sierbar: 3T:T AT! = D < 3 Eigenbasis D: A = X D X'V A;:algebr.Vielfachheit n = geom.Vielfachheit g < AB = BA
normal: Aist normal, wenn [AA*] = AA* — A*A = 0.
orthogonal: AER™ AT = A1 < AAT =1 < ||X] = ||AX]| |0rthogona| = det(4) = +1; orthognal = V4; = +1
ewi ey AU = AV Eigenvektor v € C"\{0}; Eigenwert A € C.Wenn A € R™"a pos. definit = V1; € R A V2; > 0.
’ Berechnung EW: AV = A0 = AV = Mo = A0 — Ao = 0 =
EWundEV  EW: p(1) = det(4 — A1) = 0; EV: ¥, ,, € Eigenraum(4;) = Kern(4 — 1;1)

Hilbertraum

Hilbertraum H.

Allgemein

Ein Hilbertraum H ist ein beziiglich der vom Skalarprodukt induzierten Metrik vollstandiger Prahilbertraum (7, {,)). Das
heilt jede Cauchy-Folge konvergiert gegen ein Element im Raum.

Prahilbertraum

Ein Vektorraum, in dem ein inneres Produkt definiert ist (V,{-,)) , heiRt Préhilbertraum. Damit es ein inneres Produkt (-,-)
geben kann, muss im Raum eine geeignete Norm definiert sein (ndmlich eine Norm, die die Parallelogrammgleichung
erfullt; z.B. ||-||;), bzw. das Innere Produkt induziert die Norm:

llx]l, = {/{x,x) Vx € V.In einem Prahilbertraum ist ,,Orthogonalitit” x Ly definiert (x L y & (x,y) = 0), und es
existieren Orthonormalbasen.

Norm. Vektor-
raum (V, || - D:

Vektorraum

ottt orm V= REE > I sl = [1IFD A (1 + 311 < 171+ 1510 A (121 = 0; 171 = 0 < % = 0)

Vektorraum,
allgemein

Es seien V eine Menge, (IK, +,7) ein Kérper, @: V x V - V die Vektoraddition und @: K X V — V die Skalar-
multiplikation. Dann ist (V, @, ®) ein Vektorraum Gber den Kérper IK, wenn fiir die Vektoraddition gilt:
V1: u®(vdw) = (udv)®w (Assoziativgesetz)
V2:30 € V: VB0 = 0@V (neutrales Element 0)
V3:3(—v) € V:VB(—v) = (—v)®V = 0 (inverses Element)
Va: v@®u = u@v (Kommutativgesetz)
und wenn fir die Vektormultiplikation gilt:
51: a@udv) = (aOuw)d(a®v)
S2: (a + B)OV = (aOV)B(BOV)
S3: (a- B)OV = a®(BOV)
S4:31 € K: 1®v = v (neutrales Element 1)

furallew,v,w € Vund a, B € K. V1, V2, V3 besagt, dass (V, @) eine Gruppe bildet, und V4, dass diese abelsch ist.
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Modellpotentiale (1D)

Unendlich hoher (¥ = Aeik* + Be~k* Rand ¥(0) =0 :> B=-A4..(2) W = Csin (Ex) pomt_pt _n )
Potentialtopf mitk = |2mE (1) bed.: W(a) = 0 :> K=" (3) Losung: _ a zﬁr;: , 2m m
vonx=0bisa = - irla mitC =/2/a E, :Eﬁnz = En?
— ikx —ikx — —KX
stuf Wi =Aet” + Be Wi = De”™ mit Anschluss-  ¥;(0) = ¥,(0) = Ak+ B =kD .. (3)
Potentialstufe : 2mE Zm(Vo E) : Ly _w ; . _
tk = . (1 = 2 bedingungen: ‘¥W;(0) =¥,(0) = i-A—-i-B=-D..(4
V(x < 0) =0 mi 2 (€)) K= .(2) gung 7(0) 11(0) p p 4)
Vix>0) =V, 3) 4 (4) = B = —4 <t _ ikx _ KHIK _iex Ein- ¥Yu® ! 1|Wahrsch i; _ hk
mit E <V, @ +@® K—ik ¥ = A(e' K*ike ) Refl.- — 112 = 1|dring- w0 e strom Jin = m
(:3;D A 2ik yo=A 2ik erx koeff: 14|2 . -5 _ 17 — hk
T u ik—kc tiefe: = 24 dichte Jrefi
— ik'x o
WY, = Ae*™ + Be~ikx Wi = Ce™ " mit Anschluss-  (¥(0) =¥,;(0) =A+B=C..(3)
Potentialstufe  mit ... (1) k' = 2'"(E 2m(E—Vo) .(2) [bedingungen: (¥/(0) = ¥;;(0) = E,A - E,B =C..(4)
K K
Vix<0)=0
V(ix>0) =1V, . e 1 k=K' ik B2 [k=K'|?
mit £ > V, ((3?;) ~W=B=AT0 e W= A(e;x toaee x) Refl.- R=12= |k+k,| vel L mm)?
sung: — A2k —kx koeff: i _ 4kk’ Optik ny+n.
== Ak+k’ g W= A€ T= kK2 P e

Wahrscheinlich-
keitsstromdichte

. A L1hd , . ; , . i , . !
j¥]=Re (¥ 2p%¥) =Re (¥ 222w); jir = j[4™]; ey = J[Be ] joue = j[Ce™ ']

Kontinuitatsbedingung
ap 8]

ji = j[Ae* + Be~Ax] =L (A2 — |BJ?); ji, = j[Ceuk'x + De~hnk'¥] =M2(jcp — D) 5p =g = =pv
— ikx —ikx

Potentialbarriere i’ —:f}:eem i IB;Z""‘ Y(0)=¥,0)=A+B=C+D .
V(0<x<a)=V, q,” — Felk* mit AB ¥/ (0) = ¥;;(0) = ik(A — B) = k(C — D) T = 170
sonstV =0 m Y, (a) = ¥ (a) = Ce*® + De™*@ = Eetke . - 1—%+Esmh2(m)
mit E <V, k= , zm(v" £) Y (a) = ¥}, (a) = kCe* — kDe @ = jkEetk

Y, = Ae** + Be~ik*
Potentialbarriere lyI = Coik'* 4 pe-ik'x Y,0)=¥,00=A+B=C+D
Viosx<ayvy T8 T 0C g ¥I(0) =¥i(0) = ik(A -~ B) = ik'(C — D) - V%—l
sonst V =0 mp = Bermmi ¥, (a) = ¥ (a) = Ce* '@ + De~ik'@ = Eeika T -1+2sin?(ka)
mit £ >V, k= /2;"_25 K = /%j’o) Y, (a) = ¥, (a) = ik'Ce’¥'@ — ik'De~'e = jkEeka

1 2,2 (P 1 _h oo L 2,2
V(x) = Smeixt = EY(x) = ( oo T3 m(u x )‘{’(x) = EY¥Y(x) = Zmax( x‘{’(x)) +omox Y(x)..(1)
reduzierte Einheiten: E = Awe ... (2a) X9 = o (2b) x =yxy...(2c) >y ==..(2d) :> ...(2e)
h? 8 (0P ay\ ay =
W) - T BEB(y) = iy (Eax) e
Ty) = 20 (1N 1 2 2 _(_ R 132 (2b)
EY(y) = zrnay(ay XO) poy mw ?P(y)=EP(y) = ( 2m ¥2 977 +1 mw x )‘P(y) =
~ "2 mew 9 ~ (ZL) (2b)

E‘P(y)=(—m76—y2+ mw?x )‘{"(y) =(——hwa—y2+ mwzxz)‘{’(y)zﬂ
Harmonischer E ®(y) = (——h — - mw y —) P(y) = (——hw += hwy )‘TJ(y) &4
Ostzillator _ az —

hweP(y) = (——hw— +-hwy )IP(y) =eP(y) = E(_F +y2) YHy)|...(3)

y
2

Ansatz: P = e yz h(y) mit Potenzreihe h(y) = L OaLyL Spezialfall Grundzustand: h(y) = 1= ¥ = e 7 . .(4a) =

0% 2 2y _ ¥ ¥ v g P , ¥ = 120 g 1

P —y92:>a—2——62+yez (41))28162—562— yiez | =g == =2

(2a)
81—%: Allgemein: |E, —hw(n+ )

1
1

y2 = 1me n
Eigenzustande: @i, (y) = \/=e_7 H,(); u,(x) = (%)4‘/2;e E Hn( ,m—;)x) mit H, (x) = (=1)"e*’ %e"xz
xoVm2hn!
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