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Flüssigkeiten und Gase 

Ideales Gas, therm. Zustglchg 𝑝 = −(
𝜕𝐹

𝜕𝑉
)
𝑇,𝑁
=
𝑁𝑘𝐵𝑇

𝑉
⟹ 𝑝𝑉 = 𝑁𝑘𝐵𝑇 = 𝑛𝑅𝑇  𝑅 = 𝑁𝐴𝑘𝐵;  𝑁 = 𝑛𝑁𝑎 

 

1) 

Betrachtung auf Teilchenebene 

Mittlere kineti-
sche Energie 

�̅�𝑘𝑖𝑛 =
𝑓

2
𝑘𝐵𝑇 =

𝑚

2
𝑣2̅̅ ̅  

Mittleres  
Geschw. quadrat 

𝑣2̅̅ ̅ = ∫ 𝑣2 f(𝑣) 𝑑𝑣
∞

0
=
3𝑘𝐵𝑇

𝑚
  

Kalorische 
Zustandsgl. 

𝐸𝑘𝑖𝑛 =
1

2
𝑘𝑏𝑇 (pro FG);   �̅� = 𝐹 + 𝑇𝑆 = 𝑇 − 𝑇 (

𝜕𝐹

𝜕𝑇
)
𝑉,𝑁
=
𝑓

2
𝑁𝑘𝐵𝑇 (N Teilchen)   

Gibbs‘sche Phasenregel: 𝐹 = 2 + 𝐾 − 𝑃 

Reale Gase (Van-der-Waals-Gleichung) Ehrenfest: Sprung in n-ter Abl. des Ordnungsparameters (z.B Dichte): Phasenüberg. n-ter Ordnung 

(𝑝 +
𝑁2𝑎

𝑉2
) (𝑉 − 𝑁𝑏) = 𝑁𝑘𝐵𝑇   

𝑎…𝑆𝑡𝑜𝑓𝑓𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 

𝑏 = 4𝑁𝐴𝑉𝑎 = 4𝑁𝐴
4𝜋

3
𝑟𝑎
3  

Krit. 
Temp.: 

𝑇𝑘 =
8𝑎

27𝑅𝑏
  

Krit. 
Druck 

𝑝𝑘 =
𝑎

27𝑏2
  

Krit. 
Vol. 

𝑉𝑘 = 3𝑏  
𝑝𝑘𝑉𝑘

𝑅𝑇𝑘
=
3

8
  
Oberh. der kritischen 
Temp. kann Gas 
nicht verflüs werden 

Kalorische  
Zustandsgleichung: 𝐸 = 𝐸𝑘𝑖𝑛 + 𝐸𝑝𝑜𝑡 =

𝑓

2
𝑅𝑇 −

𝑎

𝑉
 

Molare  
Schmelzw. 

𝛬𝑠𝑐ℎ𝑚 = 𝑇
𝑑𝑝

𝑑𝑇
(𝑉𝑓𝑙 − 𝑉𝑓𝑒𝑠𝑡) 

Boyle 
Temp. 

𝑇𝑏 =
𝑎

𝑏𝑅
 

Bei Tb verh. sich Gas 
annähernd ideal 

Thermodynamik   1) Abb. aus: Wolfgang Demtröder (2105): Experimentalphysik 1. Mechanik und Wärme. 7. Auflage. Springer, 2015S. 215. 

0. Haupts.  Wenn A und B im therm. Gleichgewicht und B und C im Gleichgewicht, dann ist auch A mit C im thermischen Gleichgewicht. 

1. Haupt-
satz 

 Jedes System besitzt eine innere Energie E (extensive Zustandsgröße). Diese kann sich nur über den Transport von 
mechanischer Arbeit W und Wärme Q über die Systemgrenzen ändern. 

 Die innere Energie E eines isolierten Systems ist erhalten 

 Die innere Energie eines Systems ändert sich genau in dem Maß, in dem Energie zugeführt oder entzogen wird. 

2. Haupt-
satz 

 Einem makroskopischen System im Gleichgewicht kann eine Entropie S zugeordnet werden, für die gilt:  
o S ist eine extensive Zustandsfunktion. 

o Bei reversibler Transformation (∮𝑑𝑆 = 0) gilt: 𝑑𝑆 =
𝛿𝑄𝑟𝑒𝑣

𝑇
 (mit 1/𝑇 als integrierenden Faktor) 

 Die Entropie eines isolierten Systems kann nie abnehmen. Jeder Prozess läuft so lange ab, bis die Entropie maximal wird. 

 Es gibt keine Zustandsänderung, deren einziges Ergebnis die Übertragung von Wärme von einem Körper niederer auf einen 
Körper höherer Temperatur ist. 

 Es gibt keine Wärmekraftmaschine, die bei gegebenen mittleren Temperaturen der Wärmezufuhr und Wärmeabfuhr einen 
höheren Wirkungsgrad hat als den aus diesen Temperaturen gebildeten Carnot-Wirkungsgrad. 

3. Haupts.  Nernst: Es ist nicht möglich, ein System bis zum absoluten Nullpunkt abzukühlen. 

Fundamen-
talgleich-
ung 1.HS 

𝑑𝐸 = 𝛿𝑄 + 𝛿𝑊 
𝑑𝐸 = 𝑇𝑑𝑆 − 𝑝𝑑𝑉 + 𝜇 𝑑𝑁 

𝛿: un-
vollst. 
Diff.  

𝑑𝐸  … Zunahme innere Energie 
𝛿𝑄  … zugeführte Wärme 
𝛿𝑊 … zugeführte Arbeit 

𝐸… Zustandsgröße 
𝑄… keine Zustandsgröße 
𝑊… keine Zustandsgröße 

Zugeführte Wärme ⇒  
Erhöhung Enthalpie 
H=U+pV 

Isochor 
V=const. 

𝛿𝑊 = 0 ⇒ 𝑑𝐸 = 𝛿𝑄 
(𝑑𝐸)𝑉 = 𝛿𝑄 = 𝑛𝑐𝑣 𝑑𝑇 𝑐𝑣 = (

𝜕𝐸

𝜕𝑇
)
𝑉
=
𝑓

2
𝑁𝐴𝑘𝐵 =

𝑓

2
𝑅…𝑠𝑝𝑒𝑧.  𝑀𝑜𝑙𝑤ä𝑟𝑚𝑒|𝑉  

𝑝2
𝑝1
=
𝑇2
𝑇1

 
Zugeführte Wärme ⇒ 
Erhöhung von U≙Q∝T 

isobar 
p=const. 

(𝑑𝐻)𝑝 = 𝛿𝑄 = 𝑑𝐸 − 𝛿𝑊 = 

𝑛𝑐𝑣 𝑑𝑇 + 𝑝𝑑𝑉 = 𝑛𝑐𝑣 𝑑𝑇 + 𝑛𝑅 𝑑𝑇 
𝑐𝑝 = (

∆𝑄

∆𝑇
)
𝑝
= 𝑐𝑣 + 𝑅 =

𝑓

2
𝑅 + 𝑅  

𝑉2

𝑉1
=
𝑇2

𝑇1
  ∆𝑊 = ∫ 𝑝𝑑𝑉

𝑉2

𝑉1
= 𝑝(𝑉2 − 𝑉1) = 𝑛𝑅(𝑇2 − 𝑇1)  

Zugeführte Wärme ⇒ Erhöhung der Enthalpie H=E+pV 

isotherm 
T=const. 

𝑑𝐸 = 0 (bei i.G. dU∝dT) 
𝛿𝑄 = −𝛿𝑊 

∆𝑊 = 𝑁𝑘𝐵𝑇 ln
𝑉1

𝑉2
=𝑁𝑘𝐵𝑇 ln

𝑝2

𝑝1
  𝑝1𝑉1 = 𝑝2𝑉2 Zugeführte Wärme ⇒ Arbeit  

adiabat. 
𝛿Q=0 

𝛿𝑄 = 0 
𝑑𝐸 = 𝛿𝑊 
𝑆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (wenn reversibel) 

𝑇𝑉𝜅−1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 
𝑝𝑉𝜅 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

𝜅 =
𝑐𝑝

𝑐𝑣
=
𝑓+2

𝑓
  ∆𝑊𝑎𝑑 =

𝑁𝑘𝐵
𝜅 − 1

(𝑇2 − 𝑇1) 
𝑇1
𝑇0
= (
𝑉0
𝑉1
)
𝜅−1

= (
𝑝1
𝑝0
)
1−
1
𝜅

 

polytrop 𝑝𝑉𝑛 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. ;   𝑛 = 0… 𝑖𝑠𝑜𝑏𝑎𝑟;    𝑛 = 1… 𝑖𝑠𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑚;    𝑛 → ∞…   𝑖𝑠𝑜𝑐ℎ𝑜𝑟;    𝑛 = 𝜅…  𝑎𝑑𝑖𝑎𝑏𝑎𝑡 ∆𝑄 = 𝑚𝑐𝑣
𝑛 − 𝜅

𝑛 − 1
(𝑇2 − 𝑇1) 

2. HS 𝜂 =
|∆𝑊|

𝑄𝑧𝑢𝑔𝑒𝑓
= 1 −

𝑇𝑘
𝑇𝑤
< 1 

𝐸𝑛𝑒𝑟𝑔𝑖𝑒 = 𝐸𝑥𝑒𝑟𝑔𝑖𝑒 + 𝐴𝑛𝑒𝑟𝑔𝑖𝑒 
∆𝑄𝑤 = −∆𝑊 − ∆𝑄𝑘 

Carnot-Prop.: 
∆𝑄𝑤

𝑇𝑤
+
∆𝑄𝑘

𝑇𝑘
= 0 Clausius: ∮

𝑑′𝑄

𝑇
= 0 

3. HS 
Entropie 

Entropie: Extensives Maß für Energie, die nicht für Arbeit verfügbar ist; für die Unordnung und die Multiplizität eines Systems. 

𝑑𝑆 =
𝛿𝑄𝑟𝑒𝑣

𝑇
;   ∮ 𝑑𝑆 = 0  ∆𝑆 = 𝑘𝐵 ln

𝑤𝑒
𝑤𝑎
≥ 0;   𝑆 = 𝑘𝐵 ln Ω ≈ 𝑘𝐵 ln ϕ Sackur- 

Tetrode 
𝑆 = 𝑁𝑘𝐵 (ln (

1

𝑛𝜆𝑇
3) +

5

2
) ; 𝑛 =

𝑁

𝑉
;  𝜆𝑇 =

ℎ

√2𝜋𝑚𝑘𝐵𝑇
  

Fundamentalgl.  („FG“) Enthalpie H Helmholtz‘sche freie Energie F 
Freie Enthalpie G 
(„Gibbs’sche freie Energie“)  

𝐸 ≡ 𝑇𝑆 − 𝑝𝑉 + 𝜇𝑁  
 

𝑑𝐸 = 𝛿𝑄 + 𝛿𝑊 
𝑑𝐸 = 𝑇𝑑𝑆 − 𝑝𝑑𝑉 + 𝜇 𝑑𝑁  

𝐻 ≡ 𝐸 + 𝑝𝑉 
𝑎𝑏𝑙.,𝐹𝐺 𝑒𝑖𝑛𝑠𝑒𝑡𝑧.
⇒            

𝑑𝐻 = 𝑇 𝑑𝑆 + 𝑉 𝑑𝑝 

dp=0: H=Energie, um E um dE zu erhöhen, 
wenn ein Teil der Energie für p dV verw. wird. 

𝐹 ≡ 𝐸 − 𝑇𝑆 
𝑎𝑏𝑙.,𝐹𝐺 𝑒𝑖𝑛𝑠𝑒𝑡𝑧.
⇒            

𝑑𝐹 = −𝑆𝑑𝑇 − 𝑝𝑑𝑉 
𝐹 = −𝑘𝐵𝑇 ln(𝑍𝑘) 

Thermod. Potential: 𝑑𝐹 ≤ 0  

𝐺 ≡ 𝐻 − 𝑇𝑆 

𝐺 ≡ 𝐸 + 𝑝𝑉 − 𝑇𝑆 
𝑎𝑏𝑙.,𝐹𝐺 𝑒𝑖𝑛𝑠𝑒𝑡𝑧.
⇒            

𝑑𝐺 = −𝑆 𝑑𝑇 + 𝑉 𝑑𝑝 
Thermod. Potential: 𝑑𝐺 ≤ 0 

Extensive 
Variable: 

verhalten sich additiv mit der Größe des Systems, z.B. 
𝑉, 𝑆, 𝑁,𝑀 und alle thermodynam. Potentiale 𝐸, 𝑆, 𝐻, 𝐹, 𝐺 

Intensive 
Variable: 

sind größenunab-
hängig z.B. 𝑝, 𝑇, 𝜇, 𝑏 

Konjugierte 
Variable: 

𝑉 ↔ 𝑝;  𝑆 ↔ 𝑇; 
𝑁 ↔ 𝜇;𝑀 ↔ 𝐵 

Gleichgewichtsbedingung: GLG bei Gleichheit der intensiven Variablen: mechanisch: 𝑝1 = 𝑝2, thermisch: 𝑇1 = 𝑇2, chemisch: 𝜇1 = 𝜇2. 

 Isoliertes System: Natürliche Variablen 𝐸, 𝑉,𝑁. Potential: 𝐸(𝑆, 𝑉, 𝑁) oder 𝑆(𝐸, 𝑉,𝑁) 

 Geschlossenes System mit Energietausch, ohne Volumenvariation und Teilchentausch:  Natürliche Variablen 𝑇, 𝑉, 𝑁. Potential: 𝐹(𝑇, 𝑉,𝑁) 

 Geschlossenes System mit Volumenvariation, ohne Teilchentausch: Natürliche Variablen 𝑆, 𝑝,𝑁. Potential: 𝐻(𝑆, 𝑝, 𝑁) 

 Geschlossenes System mit Energietausch und Volumenvariation, ohne Teilchentausch: Natürliche Variablen 𝑇, 𝑝, 𝑁. Potential: 𝐺(𝑇, 𝑝, 𝑁) 

 Offenes System mit Austausch von Energie und Teilchen. Natürliche Variablen 𝑇, 𝑉, 𝜇. Potential: großkanonisches Potential 𝐽(𝑇, 𝑉, 𝜇) 

Reversibel: Prozess kann ohne Änderung von System oder Umgebung umgekehrt werden. Reversibel ⟹ quasi-statisch.  

Gibbs-Duhem: −𝑆 𝑑𝑇 + 𝑉 𝑑𝑝 − 𝑁𝑑𝜇 = 0 … Es gibt kein Potential mit ausschließlich intensiven Variablen (keine Info über Systemgröße) 
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Maxwell-Diagramm 

S E V 

H  F 

p G T 
 

Echt viele Fysiker 
trinken gerne  
Pils hinterm  
Schreibtisch 

Annahme: N=const. 
Ecken: nat. Variable 
Seitenmitt.: Potentiale 

Bsp. 
Mitte- 
Ecke- 
Ecke: 

(
𝜕𝐹

𝜕𝑉
)
𝑇,𝑁
= −𝑝  

(
𝜕𝐸

𝜕𝑆
)
𝑉,𝑁
= 𝑇  

Bsp. 
Ecke- 
Ecke 
senkr. 

(
𝜕𝑆

𝜕𝑝
)
𝑇,𝑁
= −(

𝜕𝑉

𝜕𝑇
)
𝑝,𝑁

  

Bsp. 
Ecke- 
Ecke 
waagr 

 

(
𝜕𝑆

𝜕𝑉
)
𝑇,𝑁
= (

𝜕𝑝

𝜕𝑇
)
𝑉,𝑁

  

 

Response-Funktionen: Zweite Ableitungen thermodynamischer Potentiale bzgl. natürlicher Variablen 

spez. Wärme 
isochor 

𝐶𝑉 ≝ (
𝜕𝐸

𝜕𝑇
)
𝑉,𝑁
| 𝑑𝐸 = 𝑇𝑑𝑆 ⟹ 𝐶𝑉 = 𝑇 (

𝜕𝑆

𝜕𝑇
)
𝑉,𝑁
| 𝑆 = −(

𝜕𝐹

𝜕𝑇
)
𝑉,𝑁
⟹ 𝐶𝑉 = −𝑇 (

𝜕2𝐹

𝜕𝑇2
)
𝑉,𝑁

  

spez. Wärme 
isobar 

𝐶𝑝 ≝ (
𝜕𝐻

𝜕𝑇
)
𝑝,𝑁
| 𝑑𝐻 = 𝑇𝑑𝑆 ⟹ 𝐶𝑝 = 𝑇 (

𝜕𝑆

𝜕𝑇
)
𝑝,𝑁
| 𝑆 = −(

𝜕𝐺

𝜕𝑇
)
𝑝,𝑁
⟹ 𝐶𝑝 = −𝑇 (

𝜕2𝐺

𝜕𝑇2
)
𝑝,𝑁

  

Thermodynam. 
Stabilität isoth. 

𝜅𝑇 ≝ −
1

𝑉
(
𝜕𝑉

𝜕𝑝
)
𝑇,𝑁
| 𝑉 = (

𝜕𝐺

𝜕𝑝
)
𝑇,𝑁
⟹ 𝜅𝑝 = −

1

𝑉
(
𝜕2𝐺

𝜕𝑝2
)
𝑇,𝑁

  
Thermodynam. 
Stabilität adiab. 

𝜅𝑆 ≝ −
1

𝑉
(
𝜕𝑉

𝜕𝑝
)
𝑆,𝑁
| 𝑉 = (

𝜕𝐻

𝜕𝑝
)
𝑆
⟹ 𝜅𝑆 = −

1

𝑉
(
𝜕2𝐻

𝜕𝑝2
)
𝑆
  

Ausdehnungs-
koeff. isoboar 

𝛼𝑝 ≝
1

𝑉
(
𝜕𝑉

𝜕𝑇
)
𝑝,𝑁
| 𝑉 = (

𝜕𝐺

𝜕𝑝
)
𝑇,𝑁
⟹ 𝛼𝑝 =

1

𝑉
(
𝜕2𝐺

𝜕𝑇𝜕𝑝
)
𝑁

  
Spannungskoeff-
izient isochor 

𝛽𝑉 ≝
1

𝑝
(
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)
𝑉,𝑁
| 𝑝 = −(

𝜕𝐹

𝜕𝑉
)
𝑇
⟹ 𝛽𝑉 = −

1

𝑝
(
𝜕2𝐹

𝜕𝑇𝜕𝑉
)
𝑁

  

Phasenraum mit N Teilchen in D Raumdimensionen 

Γ-Raum für ℝ𝑛: Dim(Γ) = 2𝐷𝑁  Eingeschl. Vol. ϕ(𝐸) =
1

ℎ𝐷𝑁𝑁!
∫ 𝑑𝐷𝑁𝑞𝑑𝐷𝑁𝑝
𝐻≤𝐸

  In Box: ϕ(𝐸) =
1

ℎ𝐷𝑁𝑁!
V𝑛
𝑁
∫ 𝑑𝐷𝑁𝑝
𝐻≤𝐸

  
N! nur wenn nicht 
unterscheidbar 

Hamilton 𝐻 = 𝑇 + 𝑉  
Teilchen 
in Box 1D 

H(𝑝, 𝑞) =
𝑝2

2𝑚
+ V(𝑞) mit V(𝑞) = {

0 |𝑞| ≤
𝐿

2

∞ |𝑞| >
𝐿

2

   
Harm. 
Osz. 1D 

𝐻 =
𝑝2

2𝑚
+
𝑚𝜔2𝑞2

2
  
μ-Raum 
ℝ𝑛 

Dim(μ) = 2𝐷 

Liouvill‘sches 
Theorem 

𝑑𝜌

𝑑𝑡
=
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ {𝜌, 𝐻} = 0 … keine „Quellen“ u. „Senken“ von Phasenraumpunkten; keine Schnittpunkte von Trajektorien.⟹ 

𝑉0 = 𝑉𝑡 … Erhaltung des Phasenraumvolumens 

Ergodisch Energie ist einzige Invariante.  

Ergoden-
hypothese 

Mikrokanonisches Ensemble, ergodisch: Alle Mikrozustände gleicher Energie sind gleich wahrscheinlich. ⟹ �̅� = 〈𝐴〉 

Zeitmittelwert einer Observable: �̅� =
1

𝑇
∫ A(q(𝑡) , p(𝑡)) 𝑑𝑡
𝑇

0
; Ensemblemittelwert: 〈𝐴〉 = ∫ A (𝑞, 𝑝) ρ (𝑞, 𝑝) 𝑑𝐷𝑁𝑞𝑑𝐷𝑁𝑝

𝐻≤𝐸
 

Klassisches mikrokanonisches Ensemble mit N Teilchen in D Raumdimensionen 

E, V, N fix (isoliert) Zust.sum: Ω = lim∆𝐸→0
1

ℎ𝐷𝑁𝑁!
∫ 𝑑𝐷𝑁𝑞𝑑𝐷𝑁𝑝
𝐸−∆𝐸≤𝐻≤𝐸

= ∫δ(𝐸 − 𝐻)𝑑𝐷𝑁𝑞𝑑𝐷𝑁𝑝 =
𝜕

𝜕𝐸
∫Θ(𝐸 − 𝐻)𝑑𝐷𝑁𝑞𝑑𝐷𝑁𝑝 =

𝜕

𝜕𝐸
ϕ(𝐸)  

Phasenraumdichte: (Wahrsch. d. Be-
setzung von Zust. gleicher Energie) 

𝜌𝑀𝐾
𝐸 (𝑝, 𝑞) =

δ(𝐸−𝐻)

Ω
  

Entro- 
pie: 

𝑆 = 𝑘𝐵 ln(Ω) ≈ 𝑘𝐵 ln(Φ)  
Erw. 
wert: 

〈𝐴〉𝑀𝐾 =
1

ℎ𝐷𝑁𝑁!
∫𝐴𝜌𝑀𝐾

𝐸 𝑑𝐷𝑁𝑞𝑑𝐷𝑁𝑝  

Klassisches kanonisches Ensemble mit N Teilchen in D Raumdimensionen 

T, V, N fix (Wärmebad) Zust.sum: 𝑍𝐾 = ∫ 𝑒−𝛽𝐸 Ω(𝐸)𝑑𝐸
∞

0
=

1

ℎ𝐷𝑁𝑁!
∫𝑒−𝛽𝐻𝑑𝐷𝑁𝑞𝑑𝐷𝑁𝑝

∗)
 mit 𝛽 =

1

𝑘𝐵𝑇
  
Ideales 
Gas: 

𝑍𝐾 =
𝑉𝑁

𝑁!𝜆𝑇
3𝑁 mit 𝜆𝑇 =

ℎ

√2𝜋𝑚𝑘𝐵𝑇
 

Phasenraumdichte (Wahrsch. d Be-
setzung von Zust. gleicher Temp.): 

𝜌𝐾 (𝑝, 𝑞) =
1

Z𝐾
𝑒−𝛽𝐻  

Freie 
Energ 

𝐹 = −𝑘𝐵𝑇 ln(Z𝐾)  
Entro
pie: 

𝑆 = −𝑘𝐵〈ln(ρ𝐾)〉 = −
𝜕𝐹

𝜕𝑇
  
Dru-
ck 

𝑝 = 𝑘𝐵𝑇
𝜕 ln(Z𝐾)

𝜕𝑉
  

Wahrscheinlichkeit 
w(𝐸)𝑑𝐸 

Var 1: w(𝐸) =
1

𝑍𝐾
Ω(𝐸) 𝑒−𝛽𝐸 =

1

𝑍𝐾

𝜕Φ

𝜕𝐸
𝑒−𝛽𝐸 

Var 2: w(𝐸) =
1

ℎ𝐷𝑁𝑁!
∫𝜌𝐾 (𝑝, 𝑞) δ (H (𝑝, 𝑞) − 𝐸)𝑑

𝐷𝑁𝑞𝑑𝐷𝑁𝑝 =
1

Z𝐾ℎ𝐷𝑁𝑁!
∫𝑒−𝛽𝐻 δ (H(𝑝, 𝑞) − 𝐸)𝑑𝐷𝑁𝑞𝑑𝐷𝑁𝑝|

𝑎2 = 2𝑚 

𝑏2 =
2

𝑚𝜔2
  

w(𝐸) =
1

Z𝐾ℎ𝐷𝑁𝑁!
∫𝑒−𝛽∑(𝑝𝑖

2/𝑎2+𝑞𝑖
2/𝑏2) δ (∑(

𝑝𝑖
2

𝑎2
+
𝑞𝑖
2

𝑏2
) − 𝐸)𝑑𝐷𝑁𝑞𝑑𝐷𝑁𝑝|

𝑝𝑖 = 𝑎𝑠𝑖; 𝑑𝑝𝑖 = 𝑎𝑑𝑠𝑖
𝑞𝑖 = 𝑏𝑡𝑖;  𝑑𝑞𝑖 = 𝑏𝑑𝑡𝑖

  

w(𝐸) =
𝑎𝐷𝑁𝑏𝐷𝑁

Z𝐾ℎ𝐷𝑁𝑁!
∫𝑒−𝛽∑(𝑠𝑖

2+𝑡𝑖
2) δ(∑(𝑠𝑖

2 + 𝑡𝑖
2)−𝐸)𝑑𝐷𝑁𝑠𝑑𝐷𝑁𝑡|

∑(𝑠𝑖
2 + 𝑡𝑖

2) = 𝑟2        

𝑑𝐷𝑁𝑠𝑑𝐷𝑁𝑡 = 𝑑𝑟 𝑑𝐷𝑁𝑂𝐹
  

w(𝐸) =
𝑎𝐷𝑁𝑏𝐷𝑁

Z𝐾ℎ𝐷𝑁𝑁!
∫∫ 𝑒−𝛽𝑟

2
δ(𝑟2−𝐸)𝑑𝑟

∞

0
𝑑𝐷𝑁𝑂𝐹|𝑁𝑆𝑇 = root(𝑟2 − 𝐸) = √𝐸; δ(𝑟2−𝐸) =

δ(𝑟 −𝑁𝑆𝑇)
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2−𝐸)|

𝑟=𝑁𝑆𝑇

=
δ(𝑟 −√𝐸)

2√𝐸
   

w(𝐸) =
𝑎𝐷𝑁𝑏𝐷𝑁

2√𝐸Z𝐾ℎ𝐷𝑁𝑁!
∫∫ 𝑒−𝛽𝑟

2
δ(𝑟 − √𝐸)𝑑𝑟

∞

0
𝑑𝐷𝑁𝑂𝐹|∫ 𝑑𝐷𝑁𝑂𝐹 =

𝜕𝑉2𝐷𝑁

𝜕𝑟
=

𝜋2𝐷𝑁/2

Γ(2𝐷𝑁/2+1)
2𝐷𝑁 ∙ 𝑟2𝐷𝑁−1  

w(𝐸) =
𝑎𝐷𝑁𝑏𝐷𝑁

2√𝐸Z𝐾ℎ𝐷𝑁𝑁!

𝜋2𝐷𝑁/2

Γ(2𝐷𝑁/2+1)
2𝐷𝑁 ∫ 𝑒−𝛽𝑟

2
𝑟2𝐷𝑁−1 δ(𝑟 − √𝐸)𝑑𝑟

∞

0
  

w(𝐸) =
𝑎𝐷𝑁𝑏𝐷𝑁

2√𝐸Z𝐾ℎ𝐷𝑁𝑁!

𝜋2𝐷𝑁/2

Γ(2𝐷𝑁/2+1)
2𝐷𝑁𝑒−𝛽𝐸𝐸(2𝐷𝑁−1)/2  

Mittlere Energie 〈𝐸〉 =
1

ℎ𝐷𝑁𝑁!
∫H(𝑝, 𝑞) 𝜌𝐾𝑑

𝐷𝑁𝑞𝑑𝐷𝑁𝑝 = ∫ 𝐸w(𝐸)𝑑𝐸
∞

0
= −

𝜕

𝜕𝛽
ln(𝑍𝐾)   Varianz  𝛿𝐸2 = 〈𝐸2〉 − 〈𝐸〉2 = −

𝜕2

𝜕𝛽2
ln(𝑍𝐾)  

Wahrsch. räuml. Aufteilg. 1 Teilch: w(𝑟)𝑑3𝑥 = 𝐴𝑒−𝛽V(𝑟)𝑑3𝑥 mit 𝐴:∭ w(𝑟)𝑑3𝑥
∞

−∞
= 1 oder: w(𝑟) =

1

ℎ𝐷𝑁𝑁!
∫ 𝜌𝐾𝑑

𝐷𝑁𝑞𝑑𝐷𝑁−3𝑝  

Wahrsch. Auslenkung 1 Teilchen: w(𝑟)𝑑𝑟 = (∬w(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) 𝑟2 sin(𝜗) 𝑑𝜑𝑑𝜗)𝑑𝑟  

Wahrsch. Impuls 1 Teilchen: w(𝑝)𝑑3𝑝 = 𝐴𝑒−𝛽T(𝑟)𝑑3𝑝 mit 𝐴:∭ w(𝑝) 𝑑3𝑝
∞

−∞
= 1 oder: w(𝑝) =

1

ℎ𝐷𝑁𝑁!
∫𝜌𝐾𝑑

𝐷𝑁−3𝑞𝑑𝐷𝑁𝑝 

Wahrsch. Geschwindigk. 1 Teilchen 
𝜕𝑝𝑖

𝜕𝑣𝑖
=
𝜕(𝑚𝑣𝑖)

𝜕𝑣𝑖
= 𝑚 ⟹ 𝑑𝑝𝑖 = 𝑚𝑑𝑣𝑖 ⟹ 𝑑3𝑝 = 𝑚3𝑑3𝑣 ⟹ w(𝑣) 𝑑3𝑥 = w(𝑚𝑣𝑥, 𝑚𝑣𝑦, 𝑚𝑣𝑧)𝑚

3𝑑3𝑣  

Viralsatz: 〈𝑥𝑖
𝜕𝐻

𝜕𝑥𝑗
〉 = 𝑘𝐵𝑇𝛿𝑖𝑗  Komb. System:  𝑧𝑘

(1+2) = 𝑧𝑘
(1)𝑧𝑘

(2)  *) Faktor N! nur wenn Teilchen nicht unterscheidbar  
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Klassisches großkanonisches Ensemble mit N Teilchen in D Raumdimensionen 

T, V, 𝜇 fix; off. System Zust.sum: 𝑍𝐺𝐾 = ∑
1

ℎ𝐷𝑁𝑁!
∫𝑒−𝛽(𝐻−𝜇𝑁)𝑑𝐷𝑁𝑞𝑑𝐷𝑁𝑝∞

𝑁=0 = ∑ 𝑧𝑁𝑍𝐾
∞
𝑁=0 = 𝑒𝑧 Z𝐾(𝑁=1) mit 𝑧 = 𝑒𝛽𝜇 („Fugazität“)  

Phasenraumdicht 𝜌𝐾 (𝑝, 𝑞) =
1

Z𝐺𝐾
𝑒−𝛽(𝐻−𝜇𝑁)  Großkanon. Potential: 𝐽 = 𝐹 − 𝜇𝑁 = −𝑝𝑉 = −𝑘𝐵𝑇 ln(𝑍𝐺𝐾)  w d. N Teilch in V w(𝑁) =

𝑍𝑁𝑍𝐾

𝑍𝐺𝐾
  

Mittl. Teilchen: 〈𝑁〉 =
1

𝑍𝐺𝐾
∑

1

ℎ𝐷𝑁𝑁!
∫𝑁𝑒−𝛽(𝐻−𝜇𝑁)𝑑𝐷𝑁𝑞𝑑𝐷𝑁𝑝∞

𝑁=0 = −
𝜕𝐽

𝜕𝜇
= 𝑘𝐵𝑇

𝜕

𝜕𝜇
ln(𝑍𝐺𝐾) = 𝑧 Z𝐾(𝑁 = 1)  Ideales Gas: 𝑍𝐺𝐾 = 𝑒

𝑧𝑉/𝜆𝑇  

Mittl. Energ: 〈𝐸〉 = 𝑘𝐵𝑇 (𝑇
𝜕

𝜕𝑇
ln(𝑍𝐺𝐾) + 𝜇

𝜕

𝜕𝜇
ln(𝑍𝐺𝐾)) =

𝜕(𝛽𝐽)

𝜕𝛽
+ 𝜇〈𝑁〉  Entrop. 𝑆 = −𝑘𝐵〈ln(ρ𝐺𝐾)〉 = −

𝜕𝐽

𝜕𝑇
= 𝑘𝐵𝑇

𝜕

𝜕𝑇
ln(𝑍𝐺𝐾) + 𝑘𝐵 ln(𝑍𝐺𝐾)  

Quantenstatistik 

Korrespondenzen statt (𝑞𝑖 , 𝑝.) ⟹ |Ψ𝑖⟩; statt ρ (𝑞, 𝑝) ⟹ Dichtematrixoperator �̂�; Observable: statt 〈𝐴〉 = ∫ 𝐴𝜌 𝑑3𝑝𝑑3𝑞
Γ

⟹ 〈𝐴〉 = Tr(�̂��̂�) 

Entropie: 𝑆 = −𝑘𝐵 Tr(�̂� ln(�̂�))  Energie: 〈𝐸〉 = Tr(�̂��̂�)  Reiner Zustand: �̂�2 = �̂�; Tr(�̂�2) = 1  ∑ f(𝜀𝑖)𝑖 ≈ ∫ Ω1 f(𝜀) 𝑑𝜀
∞

0
  

Mikrokanonisches Quantenensemble mit N Teilchen in D Raumdimensionen 

Mikrokanonische Zustandssumme: Ω = ∑𝑚ö𝑔𝑙. 𝑍𝑢𝑠𝑡.  Zustandsdichte �̂�𝑀𝐾 =
1

Ω
∑ |𝑖⟩⟨𝑖𝐸𝑖=𝐸

  Entropie: 𝑆 = −𝑘𝐵 Tr(�̂� ln(�̂�)) = 𝑘𝐵 ln(Ω)  

Bsp.: N Teilchen in fixen Positionen mit 2 Einstellun-
gen; sei 𝑖 die Anz. der „up“-Teilchen („magn. Dipole“) 

Zust- 
sum: 

Ω(𝐸𝑖) = (
𝑁
𝑖
) =

𝑁!

𝑖!(𝑁−𝑖)!
  

Wahrsch. f. 
Zustand i: 

w(𝐸𝑖) =
Ω(𝐸𝑖)

2𝑁
   

Kanonisches Quantenensemble mit N Teilchen in D Raumdimensionen 

Kanon Zust.sum 𝑍𝐾 = Tr(𝑒
−𝛽�̂�)  Hamilton: �̂� = ∑ |𝑛⟩𝐸𝑛⟨𝑛|𝑛   Zust. Dichte: �̂�𝐾 =

∑ |𝑛⟩𝑒−𝛽𝐸𝑛⟨𝑛|𝑛

∑ 𝑒−𝛽𝐸𝑛𝑛
  

Bsp: N Teilchen in fixen Positionen mit 2 Einstellungen; 
sei 𝑖 die Anz. der „up“-Teilchen („magnetische Dipole“) 

Zust. 
summe: 

𝑍𝐾 = ∑ Ω(𝑗) 𝑒−𝛽𝐸𝑗𝑁
𝑗=0   

Wahrsch. für 
Zustand 𝐸𝑖: 

w(𝐸𝑖) =
1

𝑍𝐾
Ω(𝐸𝑖) 𝑒

−𝛽𝐸𝑖   

Harmon. Osz; 
2 Teilchen  

𝑍𝐾
𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖 = ∑ ∑ 𝑒−𝛽ℏ𝜔(𝑛1+𝑛2+1)∞

𝑛2=𝑛1+1
∞
𝑛1=0 = ∑ ∑ 𝑒−𝛽ℏ𝜔(2𝑛1+𝑛2−𝑛1+1)∞

𝑛2−𝑛1=1
∞
𝑛1=0 = 𝑒−𝛽ℏ𝜔 ∑ 𝑒−2𝛽ℏ𝜔𝑛1 ∑ 𝑒−𝛽ℏ𝜔𝑘∞

𝑘=1
∞
𝑛1=0   

𝑍𝐾
𝐵𝑜𝑠𝑒 = ∑ ∑ 𝑒−𝛽ℏ𝜔(𝑛1+𝑛2+1)∞

𝑛2=𝑛1
∞
𝑛1=0 = ∑ ∑ 𝑒−𝛽ℏ𝜔(2𝑛1+𝑛2−𝑛1+1)∞

𝑛2−𝑛1=0
∞
𝑛1=0 = 𝑒−𝛽ℏ𝜔 ∑ 𝑒−2𝛽ℏ𝜔𝑛1 ∑ 𝑒−𝛽ℏ𝜔𝑘∞

𝑘=0
∞
𝑛1=0   

Großkanonisches Quantenensemble mit N Teilchen in D Raumdimensionen 

Großkan. Zust.summe 𝑍𝐺𝐾 = ∑ 𝑒−𝛽(�̂�−𝜇𝑁)∞
𝑁=0 = Tr(𝑒−𝛽(�̂�𝐹𝑜𝑐𝑘−𝜇�̂�𝐹𝑜𝑐𝑘))  Zust. Dichte: �̂�𝐺𝐾 =

1

Z𝐺𝐾
𝑒−𝛽(�̂�−𝜇�̂�)  Hamilton: �̂� = ∑ 𝜀𝑖𝑁𝑖𝑖   

Bose- 
Gas 

Besetzung 〈𝑛𝑖〉 =
1

𝑒𝛽(𝜀𝑖−𝜇)−1
=

1

𝑧−1𝑒𝛽𝜀𝑖−1
  〈𝑁〉 = −

𝜕𝐽

𝜕𝜇
= ∑ 〈𝑛𝑖〉𝑖 = ∑

1

𝑧−1𝑒𝛽𝜀𝑖−1𝑖 = ∫ (2𝑠 + 1)Ω1
1

𝑧−1𝑒𝛽𝜀−1
𝑑𝜀

∞

0
= ∫ 〈N(𝜀)〉 𝑑𝜀

∞

0
  

Großkan. Pot.: 𝐽 = 𝑘𝐵𝑇∑ ln(1 − 𝑧𝑒
−𝛽𝜀𝑖)𝑖 = ∫ (2𝑠 + 1)Ω1 ln(1 − 𝑧𝑒

−𝛽𝜀)𝑑𝜀
∞

0
= −𝑘𝐵𝑇(2𝑠 + 1) ∫ Φ1

𝜕

𝜕𝜀

∞

0
ln(1 − 𝑧𝑒−𝛽𝜀) 𝑑𝜀  

Energie 〈𝐸〉 = ∑ 𝜀𝑖〈𝑛𝑖〉𝑖 = ∑
𝜀𝑖

𝑧−1𝑒𝛽𝜀𝑖−1𝑖 = ∫
(2𝑠 + 1)

30Ω1
𝜀

𝑧−1𝑒𝛽𝜀−1
𝑑𝜀

∞

0
  

Fermi 
gas 

Besetzung 〈𝑛𝑖〉 =
1

𝑒𝛽(𝜀𝑖−𝜇)+1
=

1

𝑧−1𝑒𝛽(𝜀𝑖−𝜇)+1
  〈𝑁〉 = −

𝜕𝐽

𝜕𝜇
= ∑ 〈𝑛𝑖〉𝑖 = ∑

1

𝑧−1𝑒𝛽𝜀𝑖+1𝑖 = ∫ (2𝑠 + 1)Ω1
1

𝑧−1𝑒𝛽𝜀+1
𝑑𝜀

∞

0
= ∫ 〈N(𝜀)〉 𝑑𝜀

∞

0
  

Großkan. Pot.: 𝐽 = −𝑘𝐵𝑇∑ ln(1 + 𝑧𝑒
−𝛽𝜀𝑖)𝑖 = −∫ (2𝑠 + 1)Ω1 ln(1 + 𝑧𝑒

−𝛽𝜀) 𝑑𝜀
∞

0
= 𝑘𝐵𝑇(2𝑠 + 1) ∫ Φ1

𝜕

𝜕𝜀

∞

0
ln(1 + 𝑧𝑒−𝛽𝜀)𝑑𝜀  

Energie 〈𝐸〉 = ∑ 𝜀𝑖〈𝑛𝑖〉𝑖 = ∑
𝜀𝑖

𝑧−1𝑒𝛽𝜀𝑖+1𝑖 = ∫ (2𝑠 + 1)Ω1
𝜀

𝑧−1𝑒𝛽𝜀+1
𝑑𝜀

∞

0
  

Einstein-Bose-Kond.: 
𝑧 = 𝑒𝛽𝜇. Normal: 𝜇<0; z<1. 𝜇 = 𝑘𝐵𝑇 ln(𝑧) = 𝑘𝐵𝑇 ln (

〈𝑁〉

𝑉
𝜆𝑇
3). EBK bei 𝑇 < 𝑇𝐶 oder hohem Druck.  

EBK: 𝑧 ≥ 1;  𝜇 ≥ 0;
〈𝑁〉

𝑉
𝜆𝑇
3 ≥ 1;

𝜆𝑇

〈𝐿〉
≥ 1. (mit mittl. Weglänge  〈𝐿〉 ≈ √

𝑉

〈𝑁〉

3
)  

Wichtige Integrale und Funktionen 

Wichtige Integrale ∫ 𝑒−𝑎𝑥
2
𝑑𝑥

∞

−∞
= √

𝜋

𝑎
  ∫ f(𝑥) 𝑒−𝑎 f(𝑥) 𝑑𝑥 = −

𝜕

𝜕𝑎
∫ 𝑒−𝑎 f(𝑥) 𝑑𝑥  partiell Integrieren: ∫𝑓′𝑔 = 𝑓𝑔 − ∫𝑓𝑔′  

Integral ∫ 𝑑𝑞𝑑𝑝
𝐻≤𝐸

 

(Bsp. Harmon. Oszillator) 

∫ 𝑑𝐷𝑁𝑞𝑑𝐷𝑁𝑝
𝐻≤𝐸

= ∫ 𝑑𝐷𝑁𝑞𝑑𝐷𝑁𝑝
∑(
𝑝𝑖
2

2𝑚+
𝑚𝜔2𝑞𝑖

2

2 )≤𝐸

= ∫ 𝑑𝐷𝑁𝑞𝑑𝐷𝑁𝑝
∑(

𝑝𝑖
2

2𝑚𝐸+
𝑚𝜔2𝑞𝑖

2

2𝐸 )≤1

|
𝑎2 = 2𝑚𝐸   

𝑏2 =
2𝐸

𝑚𝜔2
   
= 

 ∫ 𝑑𝐷𝑁𝑞𝑑𝐷𝑁𝑝
∑(
𝑝𝑖
2

𝑎2
+
𝑞𝑖
2

𝑏2
)≤1

|
𝑝𝑖 = 𝑎𝑠𝑖; 𝑑𝑝𝑖 = 𝑎𝑑𝑠𝑖
𝑞𝑖 = 𝑏𝑡𝑖; 𝑑𝑞𝑖 = 𝑏𝑑𝑡𝑖

= 𝑎𝐷𝑁𝑏𝐷𝑁∫ 𝑑𝐷𝑁𝑞𝑑𝐷𝑁𝑝
∑(𝑠𝑖

2+𝑡𝑖
2)≤1

= 𝑎𝐷𝑁𝑏𝐷𝑁 V𝐷𝑁(𝑅 = 1) 

Polylogarithmus g𝑛(𝑧) =
1

Γ(𝑛)
∫

𝑥𝑛−1

𝑧−1𝑒𝑥−1
𝑑𝑥

∞

0
= ∑

𝑧𝑘

𝑘𝑠
∞
𝑘=1   

Stirling- 
Formel 

lim𝑁→∞ ln(𝑁!) = 𝑁 ln(𝑁) − 𝑁  
D-dim. Kugel,  
Volumen: 𝑉𝑛 =

𝜋
𝑛
2𝑅𝑛

Γ(
𝑛

2
+1)

=

𝑤𝑒𝑛𝑛 𝑛 
𝑔𝑒𝑟𝑎𝑑𝑒

 
𝜋
𝑛
2𝑅𝑛

(
𝑛

2
)!

  
n-dim. Kugel 
Oberfläche: 𝑂𝑛 =

𝜕𝑉𝑛

𝜕𝑅
=
𝑛𝜋𝑛/2𝑅𝑛−1

Γ(
𝑛

2
+1)

=

𝑤𝑒𝑛𝑛 𝑛 
𝑔𝑒𝑟𝑎𝑑𝑒

 
𝑛𝜋𝑛/2𝑅𝑛−1

(
𝑛

2
)!

  

Gamma-Funktion:  
Erweiterung d. Fakultät auf ℂ 

Γ(𝑧) = ∫ 𝑡𝑧−1𝑒−𝑡 𝑑𝑡
∞

0

;  Re(𝑧) > 0 𝑧! = Γ(𝑧 + 1) Γ(𝑧 + 1) = 𝑧 Γ(𝑧) Γ(𝑧) Γ(1 − 𝑧) =
𝜋

sin(𝜋𝑧)
  Γ (

1

2
) = √𝜋  

Delta-
Funktion 

δ(𝑥) ↔ δ[𝜑] = δ0[𝜑] = φ(0) ↔ ∫ δ(𝑥)φ(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞
= φ(0) δ(𝑥 − 𝑥0)δ𝑥0[𝜑] = φ(𝑥0)  

∫ δ(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞
= 1  ∫ δ(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
= {
1, 𝑓�̈�𝑟 0 ∈ [𝑎, 𝑏]

0, 𝑠𝑜𝑛𝑠𝑡               
  δ(𝑥) =

𝑑

𝑑𝑥
H(𝑥)  f(𝑥) δ(𝑥 − 𝑥0) = f(𝑥0) δ(𝑥 − 𝑥0)  δ(𝑥) = δ(−𝑥)  

𝑥 δ(𝑥) = 0  δ(𝑎𝑥) =
1

|𝑎|
δ(𝑥)  |𝑥| δ(𝑥2) = δ(𝑥)  δ(f(𝑥)) = ∑

δ(𝑥−𝑁𝑆𝑇𝑖)

|f′(𝑁𝑆𝑇𝑖)|
𝑖 ;  𝑁𝑆𝑇𝑖…einfache  NST  ∫δ(𝑥)𝑑𝑥 = Θ(𝑥)  

Heaviside-
Funktion 

Θ(𝑥) ↔ Θ[𝜑] = ∫ φ(𝑥)𝑑𝑥
∞

0
;  Θ(𝑥 − 𝑥0) = ∫ 𝛿(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥−𝑥0

−∞
;  Θ(𝑥) = {

1 𝑓�̈�𝑟 𝑥 > 0
1

2
 𝑓�̈�𝑟 𝑥 = 0

0 𝑠𝑜𝑛𝑠𝑡        

     (
𝑛
𝑘
) =

𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
 

Exp.funktion  𝒆𝒙 = ∑
𝑥𝑛

𝑛!

∞
𝑛=0    Geometr. Reihe: ∑ 𝑞𝑘∞

𝑘=0 =
1

1−𝑞
; (0 < |𝑞| < 1)  

cosh(𝑧) =
𝑒𝑧+𝑒−𝑧

2
;  sinh(𝑧) =

𝑒𝑧−𝑒−𝑧

2
; tanh(𝑧) =

𝑒𝑧−𝑒−𝑧 

𝑒𝑧+𝑒−𝑧
; coth(𝑧) =

𝑒𝑧+𝑒−𝑧

𝑒𝑧−𝑒−𝑧
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Sonstiges 

Vollständig 
Differential 

dF(𝑥, 𝑦) =
𝜕𝐹

𝜕𝑥
|
𝑦
𝑑𝑥 +

𝜕𝐹

𝜕𝑦
|
𝑥
𝑑𝑦  Sei 𝑑𝐹 = f⃗(𝑟) ∙ 𝑑𝑟. Wenn ∫ f⃗(𝑟) ∙ 𝑑𝑟

𝐶1
= ∫ f⃗(𝑟) ∙ 𝑑𝑟

𝐶2
, dann ist f⃗(𝑟) ∙ 𝑑𝑟 vollst. Differential 

Hinreichende Bedingung: ∇ × 𝑓(r⃗) = 0 („wirbelfrei“) im einfach zusammenhängenden Gebiet G. In ℝ2: 
𝜕𝑓𝑦

𝜕𝑥
=
𝜕𝑓𝑥

𝜕𝑦
  

Exakte, nicht 
separable DG 
erster Ordnung 

𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑞(𝑥, 𝑦)𝑦′ = 0 → 
𝑝(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + 𝑞(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 = 0 

𝑤𝑜𝑏𝑒𝑖 
𝜕𝑝

𝜕𝑦
=
𝜕𝑞

𝜕𝑥
  

𝑃𝑟�̈�𝑓𝑒: 
𝜕𝑝

𝜕𝑦
≟
𝜕𝑞

𝜕𝑥
 →wenn nein: finde integrierenden Faktor a(𝑥, 𝑦) →  

ϕ(𝑥, 𝑦) = ∫𝑝(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + C(𝑦) = ∫𝑞(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 + D(𝑥) →  
→ 𝑏𝑒𝑠𝑡𝑖𝑚𝑚𝑒 C(𝑦)  𝑢𝑛𝑑 D(𝑥) 

Ermittlung  
integrierender 
Faktor 

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= p′(𝑥) ∧

𝜕𝑞

𝜕𝑥
= q′(𝑥) , 𝑜𝑑𝑒𝑟  

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= p′(𝑦) ∧

𝜕𝑞

𝜕𝑥
= q′(𝑦)  

𝑧. 𝐵. 𝑥: 𝐿ö𝑠𝑒 𝐷𝐺 
𝜕

𝜕𝑦
 [𝑝(𝑥, 𝑦)𝑎(𝑥)] =

𝜕

𝜕𝑥
 [𝑞(𝑥, 𝑦)𝑎(𝑥)]  𝑛𝑎𝑐ℎ 𝑎  

𝑚𝑖𝑡𝑡𝑒𝑙𝑠 𝑆𝑒𝑝𝑎𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒𝑟 𝑉𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒𝑛 

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= p′(𝑥, 𝑦) ∨  

𝜕𝑞

𝜕𝑥
= q′(𝑥, 𝑦)  

𝑢𝑛𝑑 𝑝 𝑢𝑛𝑑 𝑞 𝑠𝑖𝑛𝑑 𝑃𝑜𝑙𝑦𝑛𝑜𝑚𝑒. 

𝜕

𝜕𝑦
 [𝑝(𝑥, 𝑦)𝑥𝛼𝑦𝛽] =

𝜕

𝜕𝑥
 [𝑞(𝑥, 𝑦)𝑥𝛼𝑦𝛽] →

𝑎𝑢𝑓𝑙�̈�𝑠𝑒𝑛 𝑛𝑎𝑐ℎ 𝛼 𝑢𝑛𝑑 𝛽 𝑚𝑖𝑡 𝐾𝑉 𝑓�̈�𝑟 𝑎𝑙𝑙𝑒 𝑥𝑛𝑦𝑛  

Homogene Fkt. f(𝜆𝑥, 𝜆𝑦, 𝜆𝑧) = 𝜆𝑘 f(𝑥, 𝑦, 𝑧) ⟹ 𝑘 f(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝑑𝑓

𝑑𝑥
𝑥 +

𝑑𝑓

𝑑𝑦
𝑦 +

𝑑𝑓

𝑑𝑧
𝑧  E(𝜆𝑆, 𝜆𝑉, 𝜆𝑁) = 𝜆 E(𝑆, 𝑉, 𝑁) ⟹ 𝐸 =

𝜕𝐸

𝜕𝑆
𝑆 +

𝜕𝐸

𝜕𝑉
𝑉 +

𝜕𝐸

𝜕𝑁
𝑁  

Jacobi-Trafo 
𝜕(𝑠,𝑡)

𝜕(𝑥,𝑦)
= det(

(
𝜕𝑠

𝜕𝑥
)
𝑦
(
𝜕𝑠

𝜕𝑦
)
𝑥

(
𝜕𝑡

𝜕𝑥
)
𝑦
(
𝜕𝑡

𝜕𝑦
)
𝑥

) = (
𝜕𝑠

𝜕𝑥
)
𝑦
(
𝜕𝑡

𝜕𝑦
)
𝑥
− (

𝜕𝑠

𝜕𝑦
)
𝑥
(
𝜕𝑡

𝜕𝑥
)
𝑦

   

𝜕(𝑠,𝑡)

𝜕(𝑥,𝑦)
=    

𝜕(𝑡,𝑠)

𝜕(𝑦,𝑥)
  

𝜕(𝑠,𝑡)

𝜕(𝑥,𝑦)
= −

𝜕(𝑠,𝑡)

𝜕(𝑦,𝑥)
  

𝜕(𝑥,𝑦)

𝜕(𝑠,𝑡)
= (

𝜕(𝑠,𝑡)

𝜕(𝑥,𝑦)
)
−1

  (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
𝑔
=
𝜕(𝑓,𝑔)

𝜕(𝑥,𝑔)
=
𝜕(𝑓,𝑔)

𝜕(𝑥,𝑦)

𝜕(𝑥,𝑦)

𝜕(𝑥,𝑔)
  

(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
𝑔

 

umwandeln,  
Variante (1) 

𝑑𝑓 = (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
𝑦
𝑑𝑥 + (

𝜕𝑓

𝜕𝑦
)
𝑥
𝑑𝑦… (1)    𝑔 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.⟹ 𝑑𝑔 = 0 ⟹ (

𝜕𝑔

𝜕𝑥
)
𝑦
𝑑𝑥 + (

𝜕𝑔

𝜕𝑦
)
𝑥
𝑑𝑦 = 0 ⟹ 𝑑𝑦 = −(

𝜕𝑔

𝜕𝑥
)
𝑦
(
𝜕𝑔

𝜕𝑦
)
𝑥

−1

𝑑𝑥
(1)
⇒  

𝑑𝑓 = (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
𝑦
𝑑𝑥 − (

𝜕𝑓

𝜕𝑦
)
𝑥
(
𝜕𝑔

𝜕𝑥
)
𝑦
(
𝜕𝑔

𝜕𝑦
)
𝑥

−1

𝑑𝑥| ∙
1

𝑑𝑥
⟹ (

𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
𝑔
= (

𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
𝑦
− (

𝜕𝑓

𝜕𝑦
)
𝑥
(
𝜕𝑔

𝜕𝑥
)
𝑦
(
𝜕𝑔

𝜕𝑦
)
𝑥

−1

  

(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
𝑔

  

 Umwandeln, 
Variante (2) 

(Jacobi-Trafo) 

(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
𝑔
=
𝜕(𝑓,𝑔)

𝜕(𝑥,𝑔)
=
𝜕(𝑓,𝑔)

𝜕(𝑥,𝑦)

𝜕(𝑥,𝑦)

𝜕(𝑥,𝑔)
= det(

(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
𝑦
(
𝜕𝑓

𝜕𝑦
)
𝑥

(
𝜕𝑔

𝜕𝑥
)
𝑦
(
𝜕𝑔

𝜕𝑦
)
𝑥

)
𝜕(𝑥,𝑦)

𝜕(𝑥,𝑔)
= ((

𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
𝑦
(
𝜕𝑔

𝜕𝑦
)
𝑥
− (

𝜕𝑓

𝜕𝑦
)
𝑥
(
𝜕𝑔

𝜕𝑥
)
𝑦
)
𝜕(𝑥,𝑦)

𝜕(𝑥,𝑔)
|  
𝜕(𝑥,𝑦)

𝜕(𝑥,𝑔)
=
𝜕(𝑦,𝑥)

𝜕(𝑔,𝑥)
= (

𝜕𝑦

𝜕𝑔
)
𝑥
⟹  

 (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
𝑔
= ((

𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
𝑦
(
𝜕𝑔

𝜕𝑦
)
𝑥
− (

𝜕𝑓

𝜕𝑦
)
𝑥
(
𝜕𝑔

𝜕𝑥
)
𝑦
) (

𝜕𝑦

𝜕𝑔
)
𝑥
= (

𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
𝑦
− (

𝜕𝑓

𝜕𝑦
)
𝑥
(
𝜕𝑔

𝜕𝑥
)
𝑦
(
𝜕𝑦

𝜕𝑔
)
𝑥
= (

𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
𝑦
− (

𝜕𝑓

𝜕𝑦
)
𝑥
(
𝜕𝑔

𝜕𝑥
)
𝑦
(
𝜕𝑔

𝜕𝑦
)
𝑥

−1

 

Kreisrelation (
𝜕𝑥

𝜕𝑦
)
𝑔
(
𝜕𝑦

𝜕𝑔
)
𝑥
(
𝜕𝑔

𝜕𝑥
)
𝑦
= −1  Poisson-Klammer: {ρ (𝑝, 𝑞) , H (𝑝, 𝑞)} = ∑

𝜕𝜌

𝜕𝑞𝑖

𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑖
𝑖 − ∑

𝜕𝜌

𝜕𝑝𝑖

𝜕𝐻

𝜕𝑞𝑖
𝑖   

Legendre-Trafo 
Trafo f(𝑥) → g(p(𝑥)) mit 𝑝 =

𝜕𝑓

𝜕𝑥
⟹Var.1: g(𝑝) = f(x(𝑝)) − 𝑝 x(𝑝) Var.2: g(𝑝) = 𝑝 x(𝑝) − f(x(𝑝)) 

Bsp.: E(𝑆; 𝑉, 𝑁) → F(𝑇;𝑉, 𝑁)mit 𝑇 =
𝜕𝐸

𝜕𝑆
⟹ F(𝑇; 𝑉,𝑁) = E(S(𝑇; 𝑉,𝑁) ; 𝑉, 𝑁) − 𝑇 S(𝑇;𝑉, 𝑁) 

D-dim. Harm. 
Oszillator 

𝐻 = ∑
𝑝𝑖
2

2𝑚
+
𝑚𝜔2𝑞𝑖

2

2

𝐷
𝑖=1   Entartung der Besetzung 〈𝑛𝑖〉: 𝑔𝑖 = (

𝐷 + 𝑖 − 1
𝑖

) =
(𝐷+𝑖−1)!

𝑖!(𝐷−1)!
  

Binomial- 
verteilung 

Wahrscheinlichkeit 𝑘 von 𝑁 Teilchen im 
Volumen 𝑉1 zu finden wenn 𝑝1 = 𝑉1/𝑉𝑔𝑒𝑠 

𝑤(𝑘|𝑝1,𝑁) = (
𝑁
𝑘
)𝑝𝑘(1 − 𝑝1)

𝑁−𝑘  
Funktion auf 
Matrixoperator 

f(�̂�) = ∑ f(𝜆𝑖)
|𝑛𝑖⟩⟨𝑛𝑖|

⟨𝑛𝑖|𝑛𝑖⟩
𝑛
𝑖=1   

Eigenwerte Löse det(�̂� − 𝜆𝟙) = 0.  Numerische Vielfachheit („Entartung“) 𝑛𝑖  für 𝜆𝑖 = 𝑎: Anzahl EW mit gleichem Wert a. 

Eigenvektoren EV 𝑣𝑖 zu EW 𝜆𝑖: [

𝑥 − 𝜆𝑖 𝑥
𝑥 𝑥 − 𝜆𝑖

𝑥         𝑥
𝑥         𝑥

𝑥         𝑥
𝑥        𝑥

𝑥 − 𝜆𝑖 𝑥
𝑥 𝑥 − 𝜆𝑖

|

0
0
0
0

]
𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠
→   [

1 0
0 1

0 𝑎
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

|

0
0
0
0

] ⟹

𝑥1 = −𝑎𝑡
𝑥2 =      0
𝑥3 =      𝑠
𝑥4 =      𝑡

⟹ 𝑣𝑖 = 𝑠(

0
0
1
0

) + 𝑡 (

−𝑎
   0
   0
   1

) 

 


