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Kreis- und Hyperbelfunktionen 
12.12.2023 

Wichtige Umformungen: 

Merksatz: sin cos ◦ cos sin ◦ cos cos ◦ – sin sin sin(−𝑥) = − sin 𝑥 ; cos(−𝑥) = cos 𝑥 ; tan(−𝑥) = − tan 𝑥 ;  cot(−𝑥) = − cot 𝑥 

1. Summensatz: 
sin(𝛼 + 𝛽) = sin 𝛼 cos 𝛽 + cos 𝛼 sin 𝛽 
cos(𝛼 + 𝛽) = cos 𝛼 cos 𝛽 − sin 𝛼 sin 𝛽 

tan(𝛼 + 𝛽) =
tan 𝛼 + tan 𝛽

1 − tan 𝛼 tan 𝛽
 cot(𝛼 + 𝛽) =

cot 𝛼 cot 𝛽 − 1

cot 𝛼 + cot 𝛽
 

2. Summensatz: 
sin(𝛼) + sin(𝛽) = 2 sin (

𝛼+𝛽

2
) cos (

𝛼−𝛽

2
)  

sin(𝛼) − sin(𝛽) = 2 cos (
𝛼+𝛽

2
) sin (

𝛼−𝛽

2
)  

cos(𝛼) + cos(𝛽) = 2 cos (
𝛼+𝛽

2
) cos (

𝛼−𝛽

2
)  

cos(𝛼) − cos(𝛽) = −2 sin (
𝛼+𝛽

2
) sin (

𝛼−𝛽

2
)  

Doppelte Winkel: 
sin(2𝛼) = 2 sin(𝛼) cos(𝛼) =

2 tan(𝛼)

1+tan2(𝛼)
  

cos(2𝛼) = cos²(𝛼) − sin2(𝛼) = 1 − 2 sin2(𝛼) 
tan(2𝛼) =

2 tan(𝛼)

1 − tan²(𝛼)
 cot(2𝛼) =

cot²(𝛼) − 1

2 cot(𝛼)
 

Halbwinkelsatz: sin2(𝛼) =
1−cos(2𝛼)

2
  cos2(𝛼) =

1+cos(2𝛼)

2
   Produkt: sin(𝛼) cos(𝛽) =

1

2
[sin(𝛼 − 𝛽) + sin(𝛼 + 𝛽)]  

Produkte: sin(𝛼) sin(𝛽) =
1

2
[cos(𝛼 − 𝛽) − cos(𝛼 + 𝛽)]    cos(𝛼) cos(𝛽) =

1

2
[cos(𝛼 − 𝛽) + cos(𝛼 + 𝛽)]  

Verkettungen: sin(arccos(𝑥)) =  cos(arcsin(𝑥)) = √1 − 𝑥2 

sin(arctan(𝑥)) =
𝑥

√1+𝑥2
  cos(arctan(𝑥)) =

1

√1+𝑥2
  

tan(arcsin(𝑥)) =
𝑥

√1−𝑥2
  tan(arccos(𝑥)) =

√1+𝑥2

𝑥
  

Umformungen: 
„Pythagoras im EH-Kreis“: 
sin² 𝛼 + cos² 𝛼 = 1 

tan² 𝛼 =
1

cos² 𝛼
− 1 

𝑎 sin(𝑥) + 𝑏 cos(𝑥) = √𝑎2 + 𝑏2 cos (𝑥 − arctan (
𝑎

𝑏
)) =

√𝑎2 + 𝑏2 sin (𝑥 +
𝜋

2
− arctan (

𝑎

𝑏
)) = √𝑎2 + 𝑏2 Im (𝑒𝑖(

𝜋

2
−arctan(

𝑎

𝑏
))

)  

sin(𝜋 − 𝑥) = sin 𝑥 ; cos(𝜋 − 𝑥) = − cos 𝑥 ;  tan(𝜋 − 𝑥) = − tan 𝑥 ; cot(𝜋 − 𝑥) = − cot 𝑥 

sin (
𝜋

2
− 𝑥) = cos 𝑥 ; cos (

𝜋

2
− 𝑥) = sin 𝑥 ;  tan (

𝜋

2
− 𝑥) = cot 𝑥 ; cot (

𝜋

2
− 𝑥) = tan 𝑥  

sin(𝑥 ± 𝜋) = − sin 𝑥 ;  cos(𝑥 ± 𝜋) = − cos 𝑥 ;  tan(𝑥 ± 𝜋) = tan 𝑥 ;     cot(𝑥 ± 𝜋) = cot 𝑥 

sin (𝑥 +
𝜋

2
) = cos 𝑥 ; cos (𝑥 +

𝜋

2
) = − sin 𝑥 ;  tan (𝑥 +

𝜋

2
) = − cot 𝑥 ; cot (𝑥 +

𝜋

2
) = − tan 𝑥   

sin (𝑥 −
𝜋

2
) = − cos 𝑥 ; cos (𝑥 −

𝜋

2
) = sin 𝑥 ;  tan (𝑥 −

𝜋

2
) = − cot 𝑥 ; cot (𝑥 −

𝜋

2
) = − tan 𝑥   
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Rechtwinkliges Dreieck: 

sin 𝛼 =
𝐺𝑒𝑔𝑒𝑛𝑘𝑎𝑡ℎ𝑒𝑡𝑒

𝐻𝑦𝑝𝑜𝑡ℎ𝑒𝑛𝑢𝑠𝑒
 cos 𝛼 =

𝐴𝑛𝑘𝑎𝑡ℎ𝑒𝑡𝑒

𝐻𝑦𝑝𝑜𝑡ℎ𝑒𝑛𝑢𝑠𝑒
 tan 𝛼 =

𝐺𝑒𝑔𝑒𝑛𝑘𝑎𝑡ℎ𝑒𝑡𝑒

𝐴𝑛𝑘𝑎𝑡ℎ𝑒𝑡𝑒
 

 

Schiefwinkliges Dreieck: 

Sinussatz: 
𝑎

𝑠𝑖𝑛𝛼
=

𝑏

sin 𝛽
=

𝑐

sin 𝛾
 Kosinusssatz: 

𝑎² + 𝑏² = 𝑐² + 2𝑎𝑏 cos 𝛾  
𝑏² + 𝑐² = 𝑎² + 2𝑏𝑐 cos 𝛼  
𝑐² + 𝑎² = 𝑏² + 2𝑐𝑎 cos 𝛽  

 

Hyperbelfunktionen: Wichtige Umformungen: 

„Pythagoras der EH-Hyp“: cosh²(𝑥) − sinh²(𝑥) = 1 Erster und zweiter Summensatz analog zu Kreisfunktionen. 

Doppelte Winkel, etc: 
sinh(2𝑥) = 2 sinh(𝑥) cosh(𝑥) cosh(2𝑥) = cosh²(𝑥) + sinh²(𝑥) cosh(𝑥) + sinh(𝑥) = 𝑒𝑥  

𝑎 cosh²(𝑥) + 𝑏 sinh²(𝑥) = 𝑎 + (𝑎 + 𝑏) sinh²(𝑥)  

 

  

https://de.wikipedia.org/wiki/Datei:Triangle_-_angles,_vertices,_sides.svg
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Zusammenhang zwischen Hyperbelfunktionen, Exponentialfunktion und Kreisfunktionen 

𝒆𝒛  𝑒𝑧 = ∑
(Re(𝑧)+𝑖 Im(𝑧))𝑛

𝑛!

∞
𝑛=0 = 𝑒Re(𝑧)(cos(Im(𝑧)) + 𝑖 sin(Im(𝑧)))   |𝑒𝑧| = 𝑒Re(𝑧) arg(𝑒𝑧) = Im(𝑧) 𝑒𝑧+2𝜋𝑘𝑖 = 𝑒𝑧;  𝑘 𝜖 ℤ 

Euler  𝑒±𝑖𝜑 = cos(𝜑) ± 𝑖 sin(𝜑)  Moivre (𝑒𝑖𝜑)𝑛 = 𝑒𝑖𝑛𝜑 = cos(𝑛𝜑) + 𝑖 sin(𝑛𝜑) , 𝑛 ∈ ℕ  

𝐜𝐨𝐬(𝒛) cos(𝑧) = cosh(𝑖𝑧) = Re(𝑒𝑖𝑧) =
𝑒𝑖𝑧+𝑒−𝑖𝑧

2
= cos(Re(𝑧)) cosh(Im(𝑧)) − 𝑖 sin(Re(𝑧)) sinh(Im(𝑧))  (cos(𝑧))∗ = cos(𝑧∗) 

𝐬𝐢𝐧(𝒛) sin(𝑧) = −𝑖 sinh(𝑖𝑧) = Im(𝑒𝑖𝑧) =
𝑒𝑖𝑧−𝑒−𝑖𝑧

2𝑖
= sin(Re(𝑧)) cosh(Im(𝑧)) + 𝑖 cos(Re(𝑧)) sinh(Im(𝑧))  (sin(𝑧))∗ = sin(𝑧∗) 

𝐭𝐚𝐧(𝒛)  tan(𝑧) = −𝑖 tanh(𝑖𝑧) =
𝑒𝑖𝑧−𝑒−𝑖𝑧

𝑖(𝑒𝑖𝑧+𝑒−𝑖𝑧)
  𝐜𝐨𝐭(𝒛)  cot(𝑧) = 𝑖 coth(𝑖𝑧) =

𝑖(𝑒𝑖𝑧+𝑒−𝑖𝑧)

𝑒𝑖𝑧−𝑒−𝑖𝑧
  

𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧(𝒛) arcsin(𝑧) = −𝑖 ln(𝑖𝑧 + √1 − 𝑧2)  𝐚𝐫𝐜𝐜𝐨𝐬(𝒛)  arccos(𝑧) =
𝜋

2
+ 𝑖 ln(𝑖𝑧 + √1 − 𝑧2)  

𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒛) arctan(𝑧) =
𝑖

2
(ln(1 − 𝑖𝑧) − ln(1 + 𝑖𝑧))  𝐚𝐫𝐜𝐜𝐨𝐭(𝒛)  arcot(𝑧) =

𝑖

2
(ln (1 −

𝑖

𝑧
) − ln (1 +

𝑖

𝑧
))  

𝐜𝐨𝐬𝐡(𝒛) cosh(𝑧) = cos(𝑖𝑧) =
𝑒𝑧+𝑒−𝑧

2
= cosh(Re(𝑧)) cos(Im(𝑧)) + 𝑖 sinh(Re(𝑧)) sin(Im(𝑧))  

𝐬𝐢𝐧𝐡(𝒛) sinh(𝑧) = −𝑖 sin(𝑖𝑧) =
𝑒𝑧−𝑒−𝑧

2
= sinh(Re(𝑧)) cos(Im(𝑧)) + 𝑖 cosh(Re(𝑧)) sin(Im(𝑧))  

𝐭𝐚𝐧𝐡(𝒛)  tanh(𝑧) = −𝑖 tan(𝑖𝑧) =
𝑒𝑧−𝑒−𝑧

𝑒𝑧+𝑒−𝑧
=

𝑒2𝑧−1

𝑒2𝑧+1
  𝐜𝐨𝐭𝐡(𝒛)  coth(𝑧) = 𝑖 cot(𝑖𝑧) =

𝑒𝑧+𝑒−𝑧

𝑒𝑧−𝑒−𝑧
  

𝐴𝑒𝑖𝑥 + 𝐵𝑒−𝑖𝑥 = (𝐴 + 𝐵) cos(𝑥) + 𝑖(𝐴 − 𝐵) sin(𝑥)   𝐴𝑒𝑥 + 𝐵𝑒−𝑥 = (𝐴 + 𝐵) cosh(𝑥) + (𝐴 − 𝐵) sinh(𝑥)  

𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 = 𝑟(cos 𝜑 + 𝑖 sin 𝜑) = 𝑟𝑒𝑖𝜑 |𝑧| = √𝑎² + 𝑏²;  𝜑 = arctan
𝑏

𝑎
 𝑎 = 𝑟 cos 𝜑; 𝑏 = 𝑟 sin 𝜑  

Sonstiges: 

𝑥1 = arcsin(𝑦) ; 𝑥2 = 180° − 𝑥1;  𝑥3 = 360° + 𝑥1 𝑥1 = arccos(𝑦) ; 𝑥2 = 360° − 𝑥1 

Goniometrisch Gleichung: Kreisfrequenz aller Terme vereinheitlichen -> Alle Terme auf *eine* Funktion (z.B. sin) -> Subst. Krf = u 

Anwendung 2. SS: krf(𝜔𝑡 + 𝜑) krf(𝜔𝑡) →  
𝛼+𝛽

2
= 𝜔𝑡 + 𝜑; 

𝛼−𝛽

2
= 𝜔𝑡 →  𝛼 = 2𝜔𝑡 + 𝜑;  𝛽 = 𝜑 →  krf(2𝜔𝑡 + 𝜑) + krf 𝜑  

 


