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Kinematik
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¥ = %6, +yé, + 76, ‘Beschleunigung: d=7=%é +yé,+7é,

=
x=rcos(p) 5 _ (COS(qﬂ)) ( Sln(qﬂ)) G = (—¢J Sin(<p)) [ (—<i7 COS(@)) .23

=
Il

Feste karthesische Koord.: xé, +yé, + zé,

Feste Polarkoordinaten: = rsin(p) sin(e) cos(®) & cos(e) €p; €p= —psin(p)) = —pe,
t) =18, [V@t) =7 =718 +1é =78 + r@é, ‘ =B =78, + 76 + (¢ + r$)é, — r(pe = —r?é, + (ry + 279)é,
Feste Zylinderkoordinaten: |F(t) = ré,. + zé, [v(t) = 7€, + (e, + 26, ‘ﬁ(t) =B=F -1 + (rj + 27@)é, + Zé,

Begleitendes Dreibein

L is _dE@®) _ dR@) dt iy . . ac _ 1 1 .
Tangentenvektor: e, = s = ar o ?(t)... Ortsvektor; s... Bogenldnge as = Fol = Rt oot
Hauptnormalvek.: p& %% Zuerst %% berechnen, dann mit 82 = 1 Kriimmungskreisradius p berechnen

. R L ds . ds d?s 5 - - -
Binormalenvektor &, = é, x &, |Geschw.: ¢ =& — |Beschl.: G =¢,—+¢&,— L |r(t)| = Jx(t)z +y(t)? + z(t)?
dt dt dt? dt
Freiheitsgrade

freier Massepunkt (MP) in Ebene: FG=2 zB 2 Massepunkte in Ebene: FG=2-2=4 zB 2 MP in Ebene verbunden mit Stange: FG=4-1=3

ein Freier MP im Raum: FG=3  :z.B. 2 Massepunkte im Raum: FG=2-3=6 :z.B. 2 Massepunkte im Raum verbunden mit Stange: FG=6-1=5

Flaches Objekt in Ebene: FG=3 :Flaches Objekt im Raum: FG=6 z.B. Korper im Raum, 1 Punkt fixiert: FG=3

Rotationsmatritzen in R®

Jede Rotationsmatrix B in R® ist Element der Spezielle Orthogonalen Gruppe SO(3) = {]R3 - R3|BTB =1,det(B) = +1}

orthogonal < B € R¥*3; BT = B! < BB" =1 < ||%|| = ||B¥||; det(B) = +1; ¥|A;| = 1; nicht abelsch (AB # BA)

Eigenschaften
BTB = S ist schiefsymetrisch < nur Nullen in der Hauptdiagonalen < S = —ST < max. n(n-1)/2=3 unabh. Eintrage

Dachoperator, 0, 0 -0; 0
Rotations- Sei (2 < ) der Rotationsvektor bzgl. des Kérperkoordinatensystems. Dann ist !2 0= ( (0N 0 —.(21>
vektor 2 A -0, o 0
Dachoperator, wq R 0 —w3 W,
Rotations- Se <w2> der Rotationsvektor bzgl. des Raumkoordinatensystems. Dannist @ = @ = < w3 0 —w1>
vektor @ w3 —w, 0
. B'B=0< B=B0; 0¥=0x% @=Ads(2) = BB~ = BOB"
Beziehungen: = = = = ===, _Li3 =
BB =wo B=wB @w¥=dxx &=5B0
i —si R, = é,R,d
Elementare 1 0 O cosa 0 sina cosa sina 0\ [&1 1
: Ri(@)=[0 cosa —sina]; Ry(a) = 0 1 0 |; Rs(a)=|sina cosa 0] |R,=¢,R,a
Rotationen = . = . = = 3=
0 sina cosa —sina 0 cosa 0 0 1/ R, = &R,

[so]

Raumkoord. x,y,z § x
Anwendung: Korperkoord. £,m, g =B (}Z/> =1 =¢¢ + ne, + (e = xé, + ye, + ze,

Eulerwinkel B = Ry(P) R (9) Ry(9) 0 = 46, + 96, + 16, 0 = &, + 08, +é,

Bewegung eines starren Kérpers

Seien A und P Punkte auf dem starren Kérper; 7, der Ortsvektor von A im Raumsystem, und ﬁPA der Vektor von A nach B im Kdrpersystem

Up =7p =74 + BRpa|B = wB = Bp =4 + @BRpy |74 = BRps = Bp = 7y + @iba|@pp = @ X Tpy = |Bp = By + @ X Tpy
J——— - o

ldp = g + @ X oy + @ X (@ X )|

o
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Relativkinematik

Seien A und P Punkte des starren Kérpers; 7,(t) der Ortsvektor von A im Raumsyst., und ﬁPA(t) der Vektor von A nach B im Korpersystem

Fp(t) = FA(t) + ?PA(t) |FPA(t) = Q(t) ﬁP/l(t) = Fp(t) = ?A(t) + é(t) EPA(t)|

Up inKérper- i, - NN .. N N R L — —— =
koPordinaSen' Up =Tp =Ty + BRpa + BRpa|B = B2 = ¥, =¥, + B ('(=2RPA + RPA) |Q7ps = 2 X Tpy = |Bp =P+ B (.(2 X Rpy + RPA)
Up in Raum- |, R L = >

koordinaten: {°P T B =wB = Vp = Vs + @BRps + BRp, |BRPA = X Tpy; BRP/I = TUpg = |17P =V, 4+ @ X oy + vrel|

Ap=dy+ WXTpy + BX(BXTpy) + 28X Vpe +  Grey

dp in Raum-
Eulerbeschl. Zentripetalbeschl. Coriolisbeschl. Relativbeschl.

koordinaten:

Fihrungsbeschleunigung
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Flaschenziige

o Sei A ein Punkt am Rollenrand, und M der Mittelpunkt. Es gilt: B, = By + @ X Taps; Gg = gy + @ X Fagg + @ X (@ X Fapg)

Eine Rolle hat an der Stelle, an der sie das Seil beriihrt, genau die Geschwindigkeit des Seiles, und umgekehrt.

Ist das Seil unmittelbar vor oder nach der Rolle unbeweglich fixiert, haben Seil und Rolle am Beriihrungspunkt die Geschwindigkeit Null.
Wird ein Seil Gber eine fest montierte (unbewegliche) Rolle gefiihrt, hat es danach dieselbe Geschwindigkeit.

Wird ein Seil liber eine bewegliche Rolle geflihrt, hat es danach im Allgemeinen nicht dieselbe Geschwindigkeit.

Bei fest miteinander verbundene Rollen haben die Mittelpunkte die gleiche Geschwindigkeit.

Sei M der Mittelpunkt einer Rolle, und A und C zwei gegeniberliegende Punkte am Rollenrand, deren Verbindungslinie durch den

Mittelpunkt geht. Dann gilt immer (unter Berticksichtigung der Vorzeichen): v,,, = %(va +v,)

Balken, Lagerkrafte und Schnittkrafte

Auflager- | Achtung: Ein allfdlliges Lagerdrehmoment dieses Lagers muss trotzdem mitgerechnet werden!
krafte: e Drehmoment eines einzelnen Kraftvektors: allg. M = |F X ﬁ|, hier einfach: M = Kraft mal Normalabstand.

e Hauptkoordinatensystem x/z, bei welchem x nach rechts und z nach unten zeigt.

o Auflagerkrafte zerlegt in Komponenten H; und V; einzeichnen. Bei Gleitlager: Nur eine Komponente!

o Nur bei dreiwertigem Lager (eingespanntes Ende, ,,Balken, der in Wand steckt”) gibt es auch ein Lagerdrehmoment M.

o Alle Drehmomente (naturlich auch die Lagerdrehmomente) sind immer in linksdrehender Richtung positiv.

o Gelenke libertragen kein Drehmoment.

e Ansatz fir Kréfte und Drehmomente: Y, H; = 0; Y V; = 0; Y, M; = 0. Gleitlasten mussen entsprechend aufintegriert werden.
o Die Vorzeichen ergeben sich aus den (frei) gewdhlten Richtungen der Vektoren in Bezug auf das Koordinatensystem.

e Drehmoment: Man wahle als Bezugspunkt praktischerweise das Lager oder den Punkt, in dem die meisten Krafte angreifen.

Drehmomente von Gleitlasten q(x) entlang des Hebelarms

Bereich r bis t, Moment bei 0: Bereich r bis t, Moment bei t: Bereich r bis s, Momentbeit | Wenn t=x (Linkes Schnittufer):
q ql I q In allen Integralen
M, O .—|ﬁ| —l—" M, O —lMH M, O t durch x ersetzen
. T t r t r s ot (Achtung: Ersetzen bei
S .
Mo=-[a©ds | M=+ [ C-Da©d | m =+ [e-oa@a Integrationsgrenze und
v r . Integrand)

Sctmitt— o Die Vorzeichen ergeben sich aus den (frei) gewdhlten Richtungen der Vektoren in Bezug auf das Koordinatensystem.
krafte: o Es werden nur ,nicht weggeschnittene” Krafte und Momente beriicksichtigt.

o Fr waagrechte Balken ein Koordinatensystem x;/z;, bei welchem x; nach rechts und z; nach unten zeigt.

o Fir senkrechte Balken ein Koordinatensystem x,/z,, bei welchem x, entlang des Balkens zeigt, und z, in Querrichtung.
Das Koordinatensystem x,/z, muss sich durch Drehung aus dem Koordinatensystem x,/z; erzeugen lassen!

o Schnitt durch jeden Balken entlang der jeweiligen z-Richtung.

® Positives Schnittufer: Querkraft Q in positiver z-Richtung, Normalkraft N in positiver x-Richtung, Drehmomente linksdrehend.

o Negatives Schnittufer: Querkraft Q in negativer z-Richtung, Normalkraft N in negativer x-Richtung, Drehmomente
rechtsdrehend. Die resultierenden Zahlenwerte miissen dann ,,auf beiden Seiten” letztlich gleich sein und auch automatisch
dieselben Vorzeichen ergeben!

Variante 1:
oY H,=0; XV, =0;YM; = 0 (inkl. allfilligem Lagerdrehmoment; Wahl des Bezugspunktes frei).

o Gleitlasten miissen entsprechend von a bis x aufintegriert werden.
Variante 2 (alternativ, bei Gleitlasten q,(x) in Querrichtung oder q,(x) in Lingsrichtung):
. a’(x) =-Yq,®) | = a(x) ==Y [q,(x)dx+ 60; Vorzeichen: vektorielle Addition mit Koordinatensystem als Referenz!
eN'(x) = -Y G, (%) [ = N(x) = =2 [ (x)dx + Nj; Vorzeichen: vektorielle Addition mit Koordinatensystem als Referenz!
. 60 und IVO bestimmen tber RB, am besten mit bekannter Lagerkraft.

Zum Beispiel: Einzelner waagrechter Balken, senkrechter Schnitt; links sei Lager A = 6(0) + 17;4 =0.
e Achtung! Nur q,(x) und q,(x) beriicksichtigen, die im betrachteten Balkenbereich liegen!
o Achtung! RB nicht ,auferhalb” des betrachteten Balkenbereichs. Wenn z.B. Bereich a<x<2a; dann ist RB 6(0) + I7A = 0 falsch
e Drehmoment: M'(x) = Q| = M(x) = [ Q dx + My, = M, bestimmen iiber RB, am besten mit bekanntem Lagermoment.

Biegelinien

Biegelinie, " _ 1 EJ ...Biegesteifigkeit _ o Integrationskonstanten c1 und c2 nicht vergessen;
Balken j: wj' () = EJ M; () M;(x) ... Schnittmoment w; () =[] wj' () dx bestimmen mit Rand- und Ubergangsbedingungen
Axialver- , 1 N E ...Elastizitdtsmodul (x) = J’ () dox Integrationskonstante c nicht vergessen;

schiebung: uj(x) T FA j(x) N,-(X) ..Normalkraft Y R bestimmen mit Rand- und Ubergangsbedingungen

Randbedin- :e Jedes Lager oder Stiitze; inkl. federnde Einspannung mit Spiralfeder bei Punkt a: w(a) = 0;u(a) = 0
gungen: o Dreiwertiges Lager (Eingespanntes Ende, ,Balken, der in Wand steckt”): w'(a) = 0

Ubergangs- :® Stlitze zwischen Bereich i und j bei Punkt a: w;(a) = w;(a); w;(a) = w;(a)
bedinun- o |-formiger Ubergang bei a: w}-([a],) =t u;([al)*; u,([a],) = t+w;([a];)*; Vorz. passend je n. Ausrichtung des Systems
gen: o L-férmiger Ubergang bei a: w}([a]j) = w;([a];)*

* [a]; ist der Punkt @ im Koordinatensystem des Balkens j; [a]; im Koordinatensystem des Balkens i
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Erstellung der Lagrange-Bewegungsgleichungen fiir holonome Systeme

Holonomes System: Nicht nur die Freiheitsgrade g; sind (per Definition) voneinander unabhéangig, sondern auch deren Variationen 8gq;

Freiheitsgrade:
o Freiheitsgrade q; festlegen. Jeder FG muss per Definition von jedem anderen unabhéngig sein.

Kinetische Energie T:

o Fir jedes massenbehaftete Teilobjekt j die kinetische Energie T; = T{7"* + T;°* bestimmen. (T/7"* = %mvsz; T/t = %Imz).

o Fiir jedes Objekt muss v2 bzw. w? als Funktion der FG ausgedriickt werden (z.B. zur Bestimmung von v2: Ortsvektor zum
Objekt-Schwerpunkt # = #(q, .., q;) aufstellen, nach t ableiten, quadrieren)

e Empfehlenswert: Bei Tj”’t nur die ,,eigene” Rotation berticksichtigen, nicht die indirekte Rotation tiber ein verbundenes Objekt.

® Tges = ZT]

Potentielle Energie V:

e Fir jedes massenbehaftete Teilobjekt j die potentielle Gravitationsenergie W; = m;gh mit h = h(qgy, ..., q;) bestimmen.
e Alle Terme in W, die unabhdngig von den FG sind, kénnen in einer Konstanten W, zusammengefasst werden und sind irrelevant.
e Fir jedes Objekt, das mit Federn verbunden ist, die Verzerrungsenergien U; = — fos Freger ds = — fos(—cs) ds = %cs2 bestimmen,
wobei s die Auslenkung ist (linear oder Winkelauslenkung), und tiber die FG ausgedriickt wird: s = s(qy, ..., q;)
® Vies =X W; + XU
Verallgemeinerte Kréfte Q; (ohne Potential):
o Beriicksichtigt Ddmpfungskrifte F, und externe Kréfte F(t)
e Ansatz: 64 = ¥ Fp6s + Y E(0) - 67
o [, ist die jeweilige Dampfungskraft F;, = —ks, wobei s die Auslenkung ist (linear oder Winkelauslenkung), und tber die FG
ausgedriickt wird: s = s(qy, ..., q;)

e {sist das ,totale Differential iber alle Freiheitsgrade, aber ohne Zeit“:
s = ﬁ(Sql + ﬁ(qu + o+ Echi. Ist s = qy, dann ist demzufolge &s = §qy,.
9qy 9q; 9q;
o 7 ist der Ortsvektor des Punktes, an dem eine externe Kraft angreift, und muss tiber die FG ausgedriickt werden: # = #(qy, ..., q;)
e §7 ist wiederum das ,totale Differential von 7 ohne Zeit” (komponentenweise).
o Ergebnis zusammenfassen nach 64 = Q,8q, + Q,8q, + -+ Q;6q;

® Q4,Q,, ..., Q; sind die verallgemeinerten Krafte.

Bewegungsgleichungen:
d dT 9T , aV _

o Je eine BWGL pro Freiheitsgrad q;: wiaa oq T g Q;
13 13 13

Gleichgewichtsbedingungen:
e In den BWGL alle g; und alle §; gleich O setzen.

Federpotential _ 12, _1. 5 Dampfungs . _ .
(Verzerrungsenergie): Ureaer =3 ¢575 Uspiratyeder = 3¥9 arbeit: 04 = —k3ds bzw. 84 = —KkpS¢p
Tragheitsmoment
I= [ r?dm=p[ r*dv= %fk r2dV; [kgm?] |dV =dxdydz=r?sin9 -drdpdd =r-drdpdz
Massepunkt, 2 ng (Q)-AFhse), _m_5 |Hohl- _m, 5 2y |Stab (Achse m . |Stab, Achse m_,
Ring, I=mr Kreisscheibe, [ =—r ) [=—(%—n? I=—1 =—1
. A 2 zylinder: 2 durch MP) 12 durch Ende: 3
Zylindermantel: Vollzylinder:
2 Quader m Vollzylinder, Achse L m m
=2 2 — (g2 2 ’ 24 "2
Kugelschale 3 Kreisscheibe _m_5 |(z-Achse): L. 12 (@®+5%) Korperachse durch MM ! 4 rt 121
(9-Achse) ar - —_—
. 2 2 P r_ 2 _ 1 2 _ e( 1 2
Kugel: I==<mr Steiner: [ I'=1+mr®= [ (dm +k )dm = fka (dm +k )dk
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Verzerrungstensoren

Lagrange-Sichtweise:
Die zum Referenzzeitpunkt t=0 (,,unverformten®) karthesische Kérperkoordinaten & = (&;,&,,&;)7 (,Lagrange-Koordinaten“) eines
Korperpunktes werden libergefiihrt in die Raumkoordinaten des Punktes nach Verformung X = (x;, x,, x3)7, wobei ¥ = 3?(5, t).

Sz 2 -2 ) d
X(&,t) = &€+ u(¢,t);u...Verschiebungsvektor |—d§ = Oxy  0xy  Oxy . ou; ouy  duy
(1) (G) & Lagrange'r 06 05 o \L/agraa_ge r / PR a§3\
— axi _ uy ione. . — | &2 9x2 O9x [|Verschie- | % fuz 2up
E=1+0U %, by + a¢; :;fgiremnitlons B=1% % o bungsgra- L= % 0% 24 I
s BE) =BT SF-T| o : \3_ 9% 0% || dient: T

umgekehrt: u(f,t)—x &SElU=E-1 28, ~ 2%, 6ij 96, 06 0% 05, 0§ 0%
Greenscher Verzerrungstensor: (G = l(F TR, — ]1) = l(U +u,T+u, U ) (6), = 1 a—u{"+aL’L‘+ 3 duf du;

Z2 T L L a\=k T L T ZL 2L S T 2 ey T ag k=1'9¢; a¢;

Euler-Sichtweise:
Aus den zu einem Zeitpunkt t (,verformten”) karthesische Raumkoordinaten ¥ = (xl,xz,x3)T (,,Euler’sche Koordinaten“) eines
Koperpunktes werden die ,,unverformten” Kérperkoordinaten & = (&;,&,, &) zum Referenzzeitpunkt t=0 zuriickberechnet.

3 : d
& =% —U(%,t);u..Verschiebungsvektor |—dx = %1 96 9 Eulersch ow Juy 0wy
& Eulerscher ox; 0x; oxg ||EUIErscher ox; 0x; Ox3

) : . a a i) Verschie- [ ) )
% _ g, +2% |Deformations- Fy = | 22 %2 % U =352 52 30
ox; T ax; gradient: = dx; 9x; 0x3 j|bungsgra- = Oxy  Oxz 0x3
s S, 2 o a&; : 08 08 0 - dus dus; 0
umgekehrt: U(X,t) =% —¢&; |Ug Fy —a:‘ =8; — —aj‘ \—53 % % |\dient: R
= =| 0x; j

dx; 90xq 0xg dx3 Oxz 0&3
1

Almansischer Verzerrungstensor: A ——(U +U,"—-U.TU ) A, =1 a”iE+aLf_E3 ouf duf
g TR T\ ZE T ZE —£ ZE)» \&ij T, dxj  9x; k=16xi13x,-
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