Helmuts Kochrezept Nummer 6:

Ausdriicken von Raumladungsdichten mittels Delta-
Distribution in kartesischen und krummlinigen Koordinaten
(Version 3, 04.05.2018)

Dieses ,Kochrezept” erklart Dir, wie du Raumladungsdichten von Punkt-, Linien- und Flachenladungen mittels
der Deltadistribution (und Heavisidefunktion) darstellst. Besonders wird auf die Fragestellung eingegangen,
warum in krummlinigen Koordinaten - je nach Problem (scheinbar willkiirlich) - manchmal Vorfaktoren der
Funktionaldeterminante in der Raumladungsdichtefunktion aufscheinen, und manchmal dann wieder doch
nicht.

Voraussetzung zum Verstandnis dieses Dokuments ist, dass Du die Funktionsweise der Deltadistribution bzw.
Heaviside-Funktion prinzipiell bereits verstanden hast.

1 Kartesische Koordinaten

1.1 Punktladung

Fangen wir harmlos an: Gegeben sei eine Punktladung g, am (kartesischen) Koordinatenpunkt (x,, yo, Zo). Die
Raumladungsdichte kann dann mittels folgender Funktion dargestellt werden:

p(x,¥,2) = qo 8(x — x0) 8(y — ¥0) 8(z — 2p) (1)

Wenn man weiB, dass die Deltadistribution bei einem Einheitenvergleich die reziproke Einheit des Arguments
zurickliefert, kann man diese Darstellung mittels Einheitenvergleich leicht auf Plausibilitat Gberprifen:

p(x,¥,2) = qo 8(x — x0) (¥ — ¥0) 8(z — z)
S G E BB @

m
Uber Funktionaldeterminanten miissen wir uns in kartesischen Koordinaten sowieso nicht den Kopf zerbre-
chen.

Betrachten wir nun abschlieRend das Integral Giber den gesamten R3:

Ques = | ﬁ PGy, 2) dx dy dz = qo | ﬁ 8¢ — %) 8(y — ¥0) 8z — z) dxdydz =gy (3)

Die Sache funktioniert also.

Obwohl das Beispiel trivial ist, gibt es doch eine Tatsache, die man sich bewusst machen sollte: Normalerweise
liefert ein Integral dx dy dz ein Volumen. Jedoch reduziert jede der Deltadistributionen im Integranden von
Formel (3) die Dimension des Integrals um eins! Zum Beispiel ,fixiert” §(x — x,) die x-Koordinate mit x,, und
das restliche Integral dy dz konnte (potentiell) nur mehr eine Flache ausrechnen. Da aber auch y und z von
Deltadistributionen ,fixiert” werden, ist das gesamte Integral ,einheitenlos”.

Die reziproken Einheiten [ﬂ [%] [%] der Deltadistributionen 8(x — x,) 8(y — vy,) 6(z — z,) heben das Vo-

lumsintegral gewissermalien vollig auf.
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1.2 Linienladung

Betrachten wir nun als ndchstes einen unendlich diinnen, homogen geladenen Draht mit der Linienladungs-
dichte 7, entlang der z-Achse von z = —L bis z = +L. Die Raumladungsdichte kann in diesem Fall wie folgt
dargestellt werden:

p(x,y,2) = 70 8(x) 8(y) 6(L + 2) B(L — z) (4)

wobei 0(x) die Heavisidefunktion reprasentiert. Da die Heavisidefunktion einheitenlos ist, kbnnen wir folgen-
den Einheitenvergleich anstellen:

p(x,y,2) = Ty 8(x) 8() (L +2) B(L — 2)

—o o TSN 22
C C 1 1 1 (5)

el R .
Das passt also. Betrachten wir nun, was passiert, wenn wir wieder das Integral iiber den gesamten R3 bilden:

Qges = fﬁ p(x,y,z)dxdydz = 1, fﬁ S5(x)6(y)O(L+2)6(L—z)dxdydz (6)

Wertet man eine Heavisidefunktion der Form 6(a + z) im Integral aus, wird einfach die untere Integralgrenze
auf z = a festgelegt. Genauso legt eine Heavisidefunktion der Form 6(b — z) die obere Integralgrenze mit
z = b fest. Somit kann man das Integral (6) auch so anschreiben:

Qges=fof f fS(x)S(y)dxdydz (7)

zZ=—L Yy=—00 xX=—00

Das Volumsintegral dx dy dz degeneriert also zu einem Streckenintegral entlang der z-Achse von z = —L bis
z = +L (x und y werden ja weiterhin von den Deltadistributionen ,fixiert“). Das passt wunderbar, weil nun
eine Linienladungsdichte (,Ladung pro Ldnge”) mit einer Streckenlange multipliziert wird:

L 3} e
Qges = Tg f f f 8§(x)6(y)dxdydz =1, 2L
Lat;lj.ng zZ=—L y=—o00 x=—00 (8)
pro

Linge Streckenintegral (Ldnge in z—Richtung)

1.3 Flachenladung

Betrachten wir zum Abrunden noch eine unendlich diinne, rechteckige, homogen geladene Platte in der
xy-Ebene, die sich in x-Richtung von —a bis a, und in y-Richtung von —b bis b erstreckt. Die Flachenladungs-
dichte dieser Platte sei g;,.

Hier ist die Raumladungsdichtefunktion, welche diese Konfiguration reprasentiert:
p(x,y,2z) = 0p0(a+x)6(a—x)0(b+y)6(b—y)8(2) 9)
Hier der Einheitenvergleich:

pCr,y,2) = 0y 8(a+x)8(a—x)8(b +y) 8(b — ) 8(y)
el el . - ]

mZ
Wie erwartet: Auch hier ist alles in Ordnung.

(10)
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Das Integral (iber den gesamten R3 sieht nun so aus:

Qges = ﬂ- p(x,y,z)dxdydz = o, ﬂ-f 0(a+x)0(a—x)0(b+y)0(b—y)8(2)dxdydz (11)

Nach Umlegung der Heavisidefunktionen auf Integralgrenzen fir x und y reduziert sich dieses Integral zu:

o b a
Qges = 0 f f f 8(z)dxdydz (12)
zZ=—00 y=—b x=—a
Das Volumsintegral dx dy dz degeneriert also zu einem Flachenintegral in der xy-Ebene von x = —a bis
x = +a und y = —b bis y = +b. Das war zu erwarten, weil nur mehr eine Koordinate mittels 8(z) ,festhal-

‘

ten”, und jetzt - wie erhofft — nunmehr eine Flachenladungsdichte (,Ladung pro Flacheneinheit”) mit einer
Flache multipliziert wird:

o b a
Qges = 0y 8(2) dx dy dz = 0" 2a+2b
i (13)
Ladung z=—0 y=—b x=—a
pro
Fliche Fldchenintegral (Fldche)

2 Zylinderkoordinaten

2.1 Punktladung

Betrachten wir nun eine Punktladung g, am Koordinatenpunkt (1, ¢y, Zo), der aber jetzt in Zylinderkoordina-
ten angegeben ist. In der Formel fiir die Raumladungsdichte taucht nun plétzlich die reziproke Funktionalde-

terminate fir Zylinderkoordinaten % auf:

p(r,¢,2) = 140 8(r — 1) (¢ — 90) 8(z — 7,) (14)

Versuch einer anschaulichen Erkldrung

Eine anschauliche Erklarung hierfiir ist, dass jede einzelne Koordinate, liber die wir integrieren (z.B. fdx) Zu-
nachst eigentlich ein Streckenintegral darstellt. Erst die Deltadistribution im Integral ,pickt” gewissermaRen
einen einzelnen ,,Punkt” der Strecke heraus und bringt so das Streckenintegral zum , kollabieren”. Beispielswei-
se ,pickt” (in kartesischen Koordinaten) das Integral [ 8(x — x,) dx aus dem Streckenintegral [ dx den einzel-
nen Punkt x, heraus. Fur unsere Anschauung (Mathematiker bitte weghdren) kdnnen wir uns vorstellen, dass
die berechnete Strecke so kurz wird, dass sie zu einem Punkt degeneriert.

Aber in Zylinderkoordinaten wird ein Streckenintegral entlang des Zylinderumfangs so dargestellt: [ rd¢. Der
Faktor r stammt aus der Funktionaldeterminante, und ist anschaulich leicht zu verstehen, wenn man bedenkt,
dass ein kleines Winkelinkrement d¢ bei einem gewissen Radius r eine umso groRere intefesimale Strecke
entlang des Umfangs reprasentiert, je groRer der Wert von r ist.

Wenn wir aber nun aus dem Integral [ rdg einfach nur mit §(¢ — ¢,) einen bestimmten Winkel ¢, ,herauspi-
cken” wiirden, dann ware — wie beim normalen Streckenintegral - die herausgepickte ,Strecke-die-zum-Punkt-
degeneriert” (schlampig gesprochen) umso ,langer”, je groRer r wird. Das wollen wir nicht. Um dies zu korri-
gieren, und aus dem Streckenintegral frd(p ein echtes , Punktintegral” zu machen, missen wir durch r dividie-
ren.
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Erkldrung Giber Einheitenvergleich

Wem die obige Erklarung zu , hand-waving” ist, kann sich mit dem Einheitenvergleich Gberzeugen, dass der
Faktor %notwendig ist:

p(r9,2) = 4g = 8(r —10) 8(9 — po) 8(z — 7)

ARl D R N 1
Man sieht: Ohne den Faktor % ginge es sich einheitenmaRig einfach nicht aus!
Betrachten wir nun das Integral Giber den gesamten R3 in Zylinderkoordinaten:
o 2w 1
Qges = fff prdrdedz = qq J j j —8(r — 1) 8(p — @y) 8(z — zy) rdr de dz (16)
Gescht— Z=—00 =0 =0 r
ladung ¢

Punkt (einheitenlos)

Man sieht, dass die in einem Punkt konzentrierte Ladung richtig aufintegriert wird.
2.2 Linienladung

2.2.1 Linienladung parallel zur z-Achse bei ro #0

Betrachten wir nun einen unendlich diinnen, homogen geladenen Draht mit der Linienladungsdichte 7, parallel
zur z-Achse mit eine Ausdehnung in z-Richtung von z = —L bis z = +L. Die Position in xy—Richtung wird in
Zylinderkoordinaten uber 1y und ¢, dargestellt, wobei gelten soll: ry # 0.

Die Raumladungsdichte kann in diesem Fall wie folgt dargestellt werden:
p(r,9,2) = To8(r —10) 8(¢ — 9o) O(L + 2) B(L — 2) (17)

Ein Einheitenvergleich bestatigt die Plausibilitat:

1

0, 0.7) = 7y L 8 = 1) 8(p — 9) O(L +2) O(L — 2)
] [\“1"’] [%] [1] [1]

(18)

Das Integral (iber den gesamten R3 sieht so aus:

co 2w oo

1
Qges = To f f f ;8(1” —15)6(p —y) 0(L+2)0(L —2)drrde dz (19)

z=—00 =0 r=0

Nach Auswerten von 0(L + z) (L — z) erhalt man:

2w oo L
1
Qges = To ~8(r —10) 8(p — o) drrdy dz =7y 2L 20
Laggglg ©=0 r=0 z=-L (20)
Linge fixiert senkrechten Draht in xy—Richtung Ldnge in
z—Richtung

Es wird im Endeffekt, wie erwartet, die Linienladungsdichte mit einer Ldnge multipliziert.
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2.2.2 Linienladung entlang der z-Achse beiro =0

Nehmen wir nun an, dass der unendlich diinne, homogen geladene Draht mit der Linienladungsdichte 7, genau
entlang der z-Achse von z = —L bis z = +L verlauft. Was ist der Unterschied zu vorhin? Der Unterschied ist,
dass nun kein eindeutiger Winkel ¢, mehr angegeben werden kann. Die Angabe 1, = 0 beinhaltet bereits die
ganze Information liber die Lage des Drahtes in xy-Richtung; ein allfdlliger Winkel ¢, liefert keine zusatzliche
Information mehr.

Wir kdnnen hier als Ausweg einen beliebigen Winkel ¢, annehmen (z.B. ¢, = 0). Dann funktioniert Formel
(17) weiterhin. Allerdings ist bei komplexeren Integranden genau zu prifen, ob die Fixierung auf einen Winkel
eine Einschrankung darstellt, die nicht der zu berechnenden Situation entspricht. Zudem scheint es natirlicher,
Uber den gesamten Winkelbereich von ¢ = 0 bis 2m zu integrieren. Daher wird in so einer Situation in der
Physik die Raumladungsdichte oft so dargestellt:

p(r,p,z) =14 i%&(r) O0(L+2)0(L—2) (21)

Obwohl die Faustregel lautet, dass der Faktor % bei Zylinderkoordinaten nur bendétigt wird, wenn eine Deltadi-

stribution mit ¢ im Argument vorkommt, haben wir hier eine Ausnahme von der Regel. Wir lassen &§(¢) zwar
weg, dies aber nur wegen der Unvollkommenheit der Zylinderkoordinaten bei ry = 0. Eigentlich schreiben wir ja
im Allgemeinen (wenn 1, # 0) ein 8(¢ — @,), und nur bei 1y, = 0 hat dies eben ausnahmsweise keinen Sinn.

Der zusitzliche Faktor 2m wird klar, wenn man sich das folgende Integral (iber den gesamten R3 ansieht:

o 2w ©

1
Qges = To f f f ES(T) O(L+2)0(L—2z)drrdpdz (22)

z=—-00 =0 r=0

Nach Kirzen von r mit % (in Formel (22) rot dargestellt) und Auswerten von 0(L + z) 6(L — z) sieht das Integral
wie folgt aus:

o 27 L

1
Qges:TO% JS(T)dr qu’ sz =179 2L

r=0 »=0 z=—-L
=1 =21 Lange in
z—Richtung

(23)

Der zusatzliche Faktor i stammt also nicht aus einer Funktionaldeterminante, sondern wird bendétigt um das
»ubrigbleibende” Integral von ¢ = 0 bis 2 zu kompensieren.

Kritisch anzumerken bei dieser Darstellung ist, dass f::o 8(r) dr gemiaR Standarddefinition der Deltadistributi-
on streng genommen nicht eins ergibt, da der ,kritische” Punkt r = 0 gleichzeitig eine Integralgrenze ist. Als

Physiker wei man hier einfach, was gemeint ist; beim Berechnen mit Wolfram Mathematica kdme aber z.B.
null heraus.

2.3 Flachenladung einer Zylindermantelflache

Gegeben sei ein Zylinder mit Radius 7y, dessen Achse mit der z-Achse zusammenfalle, und der sich in z-
Richtung von —L bis L erstreckt. Die Oberflache dieses Zylinders trage eine homogene Oberflaichenladungs-
dichte g,. Die Raumladungsdichte in Zylinderkoordinaten stellt sich dann wie folgt dar:

p(r,0,z) =0, 8(r —1y) O(L +2) 6(L — 2) (24)

Entgegen der ersten Intuition wird hier also kein Faktor % in der Raumladungsdichte benétigt. Warum ist das
so? Dies ist so, weil wir Formel (24) keine Deltadistribution mit ¢ im Argument beinhaltet.

© Helmut Horner, 2018 -5- www.goldsilberglitzer.at



http://www.goldsilberglitzer.at/

Kontrollieren wir Formel (24) mit einem Einheitenvergleich auf Plausibilitat:

po(r,p,z) = Ty S(r—ry)0(L+2)0(L —2)
bl el [ "

m.

(25)

Der Einheitenvergleich liefert also eine weitere Bestdtigung. Der tiefere Grund fur den Wegfall von - wird au-
Rerdem klar, wenn man das Integral liber den gesamten R3 betrachtet:

oo 2w o

Qges = 09 f f f S(r—ry)0(L+2)0(L —2)drrdpdz (26)

z=—00 =0 1r=0

Nach Auswerten von 8(L + z) 6(L — z) erhalt man:

s} L 2m
Qges = 0o f 8(r—mry)dr f f rdpodz =aoy-2nry- 2L (27)
Ladung r=0 z=—L ¢=0
pro

Flidche fixier Radiusry zylindermantelfliche

Man erkennt: Die Deltadistribution 8(r — ry) fixiert den Radius auf 7y, und das Restintegral rdodz liefert ge-
nau die Zylindermantelflache 2rr, - 2L, mit der die Flachenladungsdichte multipliziert werden muss. Das r darf
hier also nicht weggekirt werden.

3 Kugelkoordinaten

3.1 Punktladung

Betrachten wir nun wiederum eine Punktladung g, am Koordinatenpunkt (14,9, ¢,), der diesmal in Kugelko-
ordinaten festgelegt ist. In der Formel fiir die Raumladungsdichte taucht, wie zu erwarten, die reziproke Funk-

tionaldeterminate fiir Kugelkoordinaten 2; auf:
72 sin(9)

P(,9,9) = Ty 1o 80 = 70) 8(9 = 95) 8(¢ — o) (28)

Anschauliche Erklarung
Die Begriindung ist analog zu den Zylinderkoordinaten:

e Ein kleines Winkelinkrement d¢ reprasentiert eine umso groBere intefesimale Strecke entlang eines
Breitenkreises, je groRer der Wert von r sin(99) ist.

e Ein kleines Winkelinkrement d? reprasentiert eine umso groBere intefesimale Strecke entlang eines
Langenkreises, je groBer der Wert von 1 ist.

e Beides zusammen ergibt die bekannte Funktionaldeterminante 72 sin(9).

e Die Deltafunktionen, die auf die Winkel 99 und ¢ wirken, , picken” nur einen Winkel heraus, die ent-
sprechenden Langen missen immer noch korrigiert werden, damit (schlampig gesprochen) der von
der Deltadistribution , herausgepickte Punkt” auch wirklich ein Punkt bleibt.

Es ist Verstandnis fordernd, die reziproke Funktionaldeterminante beim Anschreiben der Raumladungsdichte
wie folgt aufzuspalten:

p(r,8,9) = o 8(r —16) 78(9 — 80) 77 8(9 — 90) (29)

1
rsin(9)

Das%gehért zum 8(9 — ¥,), und das zum 8(¢ — o).
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Einheitenvergleich

Der Einheitenvergleich bestatigt die Schlissigkeit der Darstellung:

1 1
p(r,9,¢0) = qo8(r — 7o) + 8@ —ﬁo)m5(§0 — ¢o) (30)
(3] e woE W B (1]
Hier das Integral iiber den gesamten R3 in Kugelkoordinaten:
2mr m oo 1 1
= S(r—ry) =860 —9y)) ———=6(p — 2sin(¥)drddd
W= @ | [ [sr-misw-e0 g -enrtn@ arasde
@=09=01r=0

ladung

Punkt (einheitenlos)

3.2 Linienladung entlang eines Teils eine Breitenkreises

Gegeben sei eine homogene Linienladung mit der Linienladungsdichte 7, entlang des Breitenkreises einer Ku-

gel im Ursprung. Die Kugel habe den Radius 1, und der Breitenkreis wird Gber den Winkel 9, festgelegt. Die

Linienladung erstreckt sich von ¢ = g bis ¢ = 37”

Die Raumladungsdichte lasst sich wie folgt darstellen:
1 3
p(r,9,9) =1, 6(r —1y) ;8(19 —9,)0 (g + q)) 0 (7” — (p) (32)
Im Gegensatz zur Raumladungsdichte fiir die Punktladung wird hier nur mehr der Radius ry und der Winkel 9,

fixiert. Uber den Winkel ¢ wird das eigentliche Linienintegral in den (iber die Heavisidefunktion vorgegebenen
Grenzen gebildet. Da es in Formel (32) keine Deltadistribution mit ¢ im Argument gibt, fehlt auch der zugehéri-

ge Anteil der reziproken Funktionaldeterminante _1 .
rsin(9)

Hier die Einheitenlberprifung:

p(r0,9) = 70 8 1) + 50 ~)0(5+ )0 (5 ~ o)

2

L (33)
B I =1 - I =S I i
Das Integral Giber den gesamten R3 stellt sich wie folgt dar:
21 T oo
1 T 3
Qges = To f f f 8(r — ro);6(19 —9,)0 (E + <p) 8 (7 - (p) r2sin(9) dr d9 de (34)
®=0 9=07=0

Nach Auswertung von 6 (g + (p) 0 (37” - (p) ergibt sich:

3m/2 o

1
Qges = To J J f 8(r — ro);8(19 —9y) r?sin(¥) dr d9 do (35)
@=m/29=071=0

Nach Kiirzen von - mit 72 und Auswertung der Deltadistributionen bekommt man schlieRlich:

3m/2

Qges = To f 15 8in(¥y) d = 1y - wsin(I)

Ladung ,_

b =1/2
pro o=r/
Linge Strecke am Breitenkreis

(36)
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3.3 Oberflachenladung an einer Kugeloberflache

Gegeben sei eine Kugel im Ursprung mit Radius 7. Die Oberflache dieser Kugel trage eine homogene Oberfla-
chenladungsdichte g,.

Die Raumladungsdichte in Kugelkoordinaten stellt sich dann wie folgt dar:
p(r,9,9) = 0y 8(r — 1p) (37)

Da Formel (37) weder eine Deltadistributionen mit 9, noch eine mit ¢ im Argument beinhaltet, fallen auch
beide Anteile der reziproken Funktionaldeterminante weg. Weil in diesem Beispiel die gesamte Kugeloberfla-
che geladen ist, miissen die Integrationsgrenzen fir 9 und ¢ nicht explizit mit Heavisidefunktionen festgelegt
werden.

Der Einheitenvergleich ist simpel:

p(T,19, 90) = O\:,.(:) 8(7" - rO)

(38)
I | B
Dies ist das Integral iiber den gesamten R3:
2 m
Qges = 0o f j 8(r —ry) r?sin(9) dr d9 do (39)
®=0 9=071=0
Nach Auswertung von §(r — 1) bleibt:
21 T
Qges = 0y J j 152 sin(9) d9 do = o, - 4nr (40)

Ladung ©=0 9=0
pro
Fldche Kugeloberfldche

4 Zusammenfassung

e Deltadistributionen reduzieren die Dimension des Volumsintegrals. Mit ein, zwei oder drei Deltadistri-
butionen im Integranden entsteht ein Flachen- oder Linienintegral; oder Gberhaupt ein ,einheitenlo-
ses” Integral.

e Die Deltadistribution liefert die reziproke Einheit des Arguments zurilick; die Heavisidefunktion ist ein-
heitenlos. Mit diesem Wissen kann eine Raumladungsdichteformel mittels Einheitenvergleich auf
Plausibilitat Gberprift werden.

e In Zylinderkoordinaten muss der Raumladungsdichte i.A. eine reziproke Funktionaldeterminante % hin-

zugefiigt werden, aber nur wenn in der Formel fiir die Raumladungsdichte eine Deltadistribution mit
@ im Argument vorkommt.

e Eine Ausnahme ist die Darstellung einer Linienladung entlang der z-Achse in Zylinderkoordinaten. Fi-
xiert man hier nicht (willkiirlich) einen Winkel ¢, mittels Deltadistribution, so muss dem Ausdruck fur
die Raumladungsdichte der Faktor i hinzugefligt werden.

e In Kugelkoordinaten muss immer, wenn in der Formel fur die Raumladungsdichte eine Deltadistributi-
1

rsin(9)

on mit einem ¢ im Argument vorkommt, der reziproke Funktionaldeterminantenanteil hinzuge-

fligt werden.
e In Kugelkoordinaten muss immer, wenn in der Formel fir die Raumladungsdichte eine Deltadistributi-
on mit einem 9 im Argument vorkommt, der reziproke Funktionaldeterminantenanteil % hinzugefiigt

werden.
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