Helmuts Kochrezept Nummer 8:

Wie alleine aus der Forderung nach lokaler Eichinvarianz der
Schrédingergleichung das elektromagnetische Feld, der
kanonische Impuls und die quantenmechanische Wechsel-
wirkung zwischen geladenen Teilchen und EM-Feld entsteht.

(Version 3, 25.2.2020)

Dieses , Kochrezept” erklart Dir, was passiert, wenn man fordert, dass die Schrédingergleichung eine sogenann-
te , lokale Eichinvarianz” haben soll. Das bedeutet, dass die Observablen der Wellenfunktion nicht nur bei einer
globalen Phasentransformation W(#,t) = W(# t) e invariant bleiben sollen, sondern auch bei einer lokalen
Phasentransformation W(7,t) —» W(# t) el ®@_ Es stellt sich heraus, dass das zwingend die Einfiihrung neuer
Felder erfordert, und dass diese Felder mit dem elektrischen Potenzial ¢p und dem magnetischen Vektorpoten-

tial 4 identifiziert werden kénnen.

Wir demonstrieren hier also die folgende, faszinierende Tatsache: Die Existenz eines elektromagnetischen
Feldes und die Beschreibung der Wechselwirkung geladener Teilchen mit diesem elektromagnetischen Feld
ergibt sich alleine aus der Forderung der Invarianz der Observablen der Schrédingergleichung bei einer lokalen
Phasentransformation (a.k.a lokale Eichtransformation)!

Folgendes Wissen wird vorausgesetzt: Grundkenntnisse der klassischen Quantenmechanik und der Elektrody-
namik. In Kapitel 3 (das man aber auch auslassen kann) sind zusatzlich Kenntnisse Uber das Rechnen mit Vie-
rervektoren im Minkowski-Raum erforderlich.

In den Rechnungen werden SI-Einheiten verwendet.

1 Eichinvarianz und lokale Phasentransformation

Legen wir also los: Wie wir wissen, lautet die Schrodingergleichung fir ein freies (spinfreies) Teilchen
ih 2wt = -2 w0 (1)
at 2m
Jetzt ersetzen wir ¥ (#, t) durch eine Wellenfunktion mit einer globalen (d.h. konstanten) Phase :
YEt) - Y7 t) = e W(H ) (2)

In diesem Fall liefert die Schrodingergleichung (1) dasselbe physikalische Ergebnis, weil der konstante Phasen-
faktor e® nicht von den Differentialoperatoren beriihrt wird, und sich somit aus der Gleichung herauskiirzt:

. i ez __ﬁ—’z 51 @
Lhatll’(r,t)— 2mV Y7 t) =

L (@ W(F,0) = — T (e w (R, 0) — B

2m
o i 0 - s S
i Ly (i, 0) = — 1 T2 g (i, 1)

Die Sache sieht jedoch anders aus, wenn wir eine zeitlich und értlich verdnderliche (d.h. ,lokale”) Phase @(7#,t)
annehmen, und damit eine sogenannte Eichtransformation der Wellenfunktion durchfiihren.

YEt) - P t) = el ®COYR 1) (4)
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Was passiert, wenn wir dieses neue T (7, t) in die Schrédingergleichung einsetzen?
W2 @F ) = — P FEF,0) (5)
at ’ 2m !

Werden wir damit wieder (so wie zuvor) die urspringliche Gleichung, und somit eine unverdanderte Physik er-
halten? Probieren wir es aus! Setzen wir (4) in (5) ein, dann bekommen wir:

RO (pl0ED W7 1)) = — ML 2(pi 0@ (i
lhat(e ‘P(r,t))— ZmV (e l1”(7’,t)) (6)

Um festzustellen, ob die Schrédingergleichung damit unverdndert bleibt, berechnen wir zunéchst, wie der Dif-
ferentialoperator % auf e! @O Y (7 t) wirkt:

el @D
at

9 (eioGD (7 ) = B LoD QYD
p (e Y(7, t)) Y@ t)+e P

a i o > . 0Q(7, i o7 - ipF) ¥,
2 (e 0TO W, 1)) = l%yq}(m) W E) + eup(r.t)%

a i o7 N i o7 .0 (7, a N
2 (1060 () = o100 (1290 4 DYy o)

Dann berechnen wir, in zwei Schritten, wie der Laplace-Operator V2 auf el @) Y (#,t) wirkt. Zunichst einmal
berechnen wir den Gradienten...

V(e *TOY(#,0)) = i(Vel ¢TO) (7, t) + e POV Y (7, )
V(e *TOW(#, 1)) = ie! 97O (Vo7 0)) ¥ (7, t) + el *TOTVY (7, 1)

V(e ®TOW(F, 1)) = e *TO(iV @(F, t) + V) P (7, t) 8)

... und darauf basierend die Wirkung des Laplace-Operators:
V2 (el 000 W, 1) = V- T(el 0D w(, 1)) 2
V2(eleTD (7, 1)) = V- (el 7O (iV (7, ) + V) ¥ (7, 1))
V2 (el T (7, 1)) = V- (il 9T (V o7, 1)) ¥ (7, t) + e *TOV W (#,1))

V2(eleTD (7, 1)) = i(Ve! ®TD) - (Vo(F, ) W, ) + ie 9O (V2 (7, 1)) W (7, 1) +

+iel TV o, 1)) - (VEF 1)) + (Vel 00D) - (VW (#, 1)) + el ¢TIV W (7, 1)

- Lo Lo — 2 Lo —
V2(e! T W(R 1)) = —e! T (V (7, 1)) W(F ) + it ®TO (V2 o(F 0) W (7, 1) +

+iel TV o, 1)) - (VE(F 1)) + ie' 9T (Vo #,0) - (VY F 1) + e eFOV2 (7, )

V2(el 000 W, 1)) = —el 9T (V (7, 1)) W(F ) + 16l 90O (V2 (7, £)) ¥ (7, £)

+2ie' T (Vo 1)) - (VE(F D) + e *TOV2 (7, t)
o L (= _ . _ . 2
V2 (el ®TO W7, 1)) = el @) (v2 +2i(Vo# 1) - V+i(V2 @ 0) — (Vo ) )'P(F, £ (9
Behauptung: Dies ist gleichbedeutend mit

— . o . S — — 2
V2(eleTD W (# 1)) = el O (iV (7, t) + V) ¥(F# t) (10)
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- )
Wenn diese Behauptung stimmen soll, muss der Differentialoperator (iV(p(?, t) +V) aus Gleichung (10)

_ _ = _ _ 2
dieselbe Wirkung auf ¥ (#, t) haben wie der Operator (VZ +2i(Vo# D) - V+i(V2 o ) — (Vo D) )
aus Gleichung (9).

Beweis:
(VoGO +V) W@ = (V@ 1) +V) - (VoG £) + V) ¥(F 0)
(Vo0 +V) @) = (V@ 1) +V) - (VoG 0) ¥ G 1) + V¥, D)

(Vo0 +7) ¥@E D) = —(Voi 1) Y@ D) +i(Tol,0) - (FFED) +i(V2 oG, 0) PG ) +

+i(Vo@#0)- (VPFE D) + V¥ 0)
(Vo0 +7) w0 = (P2 +2i([T oG 0) - T+ ([T 0 0) - To0) ) ¥F0) qed
Sehr gut! Setzen wir nun also die Zwischenergebnisse (8) und (10) in die Gleichung (6) ein, dann erhalten wir:

] . N 9 (Q,t) P N hZ . S = > =\ 2 -
ihel (r,t)(l%_l_a)q/(r,t):_ﬁez (Ve t) +V) ¥@F ) (11)

Wenn man die e! @5 -Terme wegkirzt und die linke Seite ausmultipliziert, lasst sich das auch so anschreiben:
dQ(Ft) | .. 8 5N Mo N2 w2
(-rZ2E2 4 in 2 w6 = - (V(7, 1) + V) ¥(7 1) (12)

Was wir gerne erhalten hatten, ware eine Differentialgleichung gewesen, die die Observablen der Wellenfunk-
tion unverdndert lasst, egal ob wir sie (wie oben) mit einer lokalen Phase versehen, oder nicht (wie in Glei-
chung (1)). Das ist aber offensichtlich nicht der Fall, da @ (7, t) auf der linken und rechten Seite der Differential-
gleichung im Operator stehen bleibt und sich Gleichung (1) und (12) somit deutlich unterscheiden.

Unsere Forderung der ,Forminvarianz” bei einer lokalen Phasentransformation el ®@8 ist also nicht erfillt.
Was tun? Welche Erweiterungen sind notwendig, und was bedeuten sie physikalisch?

2 Ein Eichfeld rettet den Tag und bringt neue Physik

2.1 Linke Seite der Schrodingergleichung

Wir hitten also gerne, dass die Observablen der Wellenfunktion W(#,t) unverindert bleiben, wenn wir eine
beliebige orts- und zeitabhingige Phase @(#, t) einfiihren. Vergleichen wir die linke Seite von Gleichung (1) und
(12), dann sehen wir folgenden Unterschied:

) doFED) . ., @
lh;vs.(—h - +lh$) (13)

dp(Ft) . .
Den Term _h(pa_t wirden wir also gerne ,loswerden”.

Nun, @(#,t) ist eine skalare, orts- und zeitabhingige GréRe. Wir kdnnten also versuchen, eine weitere skalare,
orts- und zeitabhingige GréRe x(7,t) zu erfinden, und dem Operator in folgender Weise auf der linken Seite
von Gleichung (12) hinzuzufiigen:

LGN Ix@ o 2N L
( h—=+ih_+h=_= )l}'(r,t)_ (14)

! > w . .
Wenn wir jetzt fordern kénnten, dass x(7,t) = @(#,t), dann hitten wir doch genau was wir brauchen, oder?

do@t)

In Gleichung (14) wiirde der stérende Term —h offenbar verschwinden.
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Aber Moment! Wir missen diese Korrektur auch in die urspriingliche Gleichung (1) einfligen:

(h + hax(”))‘}’(?,t) = .. (15)

Im ersten Moment sieht es so aus, als hatten wir uns damit ein Problem eingehandelt. Das ist aber nicht der
Fall, denn Gleichung (15) ist in Wahrheit einfach nur ein Sonderfall von Gleichung (14) mit @(7,t) = x(#,t) =
0.

Nun ja. Das ist ja alles schon und gut, aber offensichtlich ist dieser Ansatz doch ein wenig zu trivial. Woher soll
denn dieses magische x(7, t) bitteschén plétzlich herkommen?

AuRer...

AuBer wir erfinden noch eine orts- und zeitabhingige GréRe ®(#,t), die ein skalares Feld reprisentiert. Wir
fordern nun, dass es ein Eichfeld ist. Das heiRt, dass das Feld ®(#,t), dhnlich wie die Wellenfunktion ¥ (#,t),
ebenfalls eine Eichfreiheit hat:

ax(7.t)

dFt) » P t) = O(F ) — n

(16)

Das heillt, immer wenn wir diese Transformationsregel (16) befolgen, soll sich daraus dieselbe Physik (diesel-
ben Observablen) ergeben. Davon ausgehend, dass das neue Eichfeld ® (7, t) eine Art von Potential ist, kénnen
wir es leicht in die Schrédingergleichung integrieren:

2w ) = (-T2 + 0@ 0) W) (17)
at ’ 2m ! !
Das ldsst sich umschreiben zu
(in2 - o 0) ¥ 1) = - -T2 W (7, ) (18)
at ’ ’ 2m !

Es zeigt sich, dass es sinnvoll ist, einen Faktor q (die Kopplungskonstante, die beschreibt, wie stark im gegebe-
nen Einheitensystem die Wechselwirkung zwischen dem durch ¥ beschriebenen Teilchen und dem Feld & ist)
herauszuziehen. Wir schreiben somit die linke Seite von Gleichung um zu:

(ih2 - q @G, 0) ¥ G t) = - (19)
at
FUhren wir jetzt beide die Eichtransformationen (4) und (16) gleichzeitig durch, erhalten wir

( ha(p(rt)-l_ h —qq)( t)+an(Tt))q/(7‘Z’t)= (20)

N . N a @(#, . . . . .
Jetzt kdnnen wir den stérenden Term —h% zum Verschwinden bringen! Wir fordern einfach, dass er sich

mit g ——— aX( " 2u Null aufhebt. Das kénnen wir jetzt wirklich ,fordern, weil @(#,t) und x(#,t) ja beliebig wahl-

bare E|chgrof§en sind, die die Physik unverandert lassen!

000t ax@e) _
h—at + Q== 0 (21)
Das kénnen wir auch so anschreiben:
a N a N
5 Choe@@ ) +-(gx(@ 1) =0 (22)

Diese Gleichung ist am einfachsten zu erfiillen, wenn wir die Ausdricke, auf die die d/dt Operatoren wirken,
gleich setzen:

—ho@,t) +qx(@t) =0 (23)
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Somit:
o) =17, 1) (24)

Setzen das zur Kontrolle in Gleichung (20) ein, sehen wir, dass wir den storenden Term wirklich eliminieren
kénnen:

AXEE) | ., 0 > ax& 2y
(—g;%+tha—qcb(r,t)+q ” )‘P(r,t)---- (25)

Nun, da wir den von der EichgroBe abhangigen Term erfolgreich eliminiert haben, sieht die linke Seite der Glei-
chung also so aus:

(+m% —q @ t)) W(E ) = - (26)

Durch die Einfiihrung des Eichfeldes ®(#,t) und durch geschickte Wahl der zugehérigen EichgréRe @(#,t) =
%x(?, t), sieht die linke Seite der Schrédingergleichung, dargestellt in Formel (26), nach der Eichtransformation
wieder genauso aus wie vor der Eichtransformation in Formel (19)!

2.2 Rechte Seite der Schrddingergleichung

Sehen wir uns nun die rechte Seite von Gleichung (12) an:
— h? .‘v" - v 2 lI/ - (27)
.= —%(l o, t) + ) (7, t)
Vergleichen wir dies mit der rechten Seite von Gleichung (1), erkennen wir auch hier einen Unterschied:
- . =12
VZvs. (iVe(@# t) +V) (28)
Ziehen wir zunéchst einmal in Formel (27) das #2 in die quadratische Operatorklammer hinein:
1 /..8 /= =2 >
L= (ihVo(#,t) + AV) P(# 0) (29)

Jetzt ziehen wir (innerhalb der quadratischen Klammer) ein i heraus:

2
1 (.(,5 /=2 v 7
== (i(WW o0 + 147)) w0 (30)
Wegen % = —{ kann man das auch so anschreiben:
— N =1 2 =
= — L (i(nT o0 - ih9)) ¥, 0) ey

Das aus der inneren Klammer ,herausgezogene” i kénnen wir auch aus der dufReren Klammer herausziehen,
wodurch sich wegen i? = —1 das Vorzeichen umdreht:

=+ (W@, 1) — iRT) (7, 0) (32)

In Gleichung (24) haben wir festgelegt, wie @ (7, t) durch x(#, t) ausgedriickt werden kann. Wir setzen das nun
ein:

= (qVx@ 0 - V) WD) (33)
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Wir wollen nun also den vektorwertigen Ausdruck qu(F, t) eliminieren. Weil es zuvor schon so gut funktio-

niert hat, fihren wir wieder ein Eichfeld ein; diesmal aber ein vektorielles Eichfeld K(F, t). Wieder fordern wir
eine Eichfreiheit in der Gestalt des Terms, den wir verschwinden lassen wollen®:

AR t) » AR £) = AR £) + Vx(7 £) (34)
Wir setzen dieses Eichfeld wie folgt in Ausdruck (33) ein:

= (qx( ) — inY — qd) (i, b) (35)

2m

Wenn wir jetzt die Eichtransformation (34) durchfiihren, erhalten wir, wie gewlinscht:

o= (U — 0V — qd - gV D) WG D) (36)

2m

Der Ausdruck —ihV ist aber nichts anderes als der Impulsoperator ﬁ, und somit kdnnen wir letztlich die rechte
Seite der Gleichung so anschreiben:

== (- qd) ¥G,0) (37)

Damit sieht die neue Gleichung, zusammengesetzt aus den Ergebnissen (26) und (37), so aus:

(ihe— g oG 0)¥(F 0 = = (F - 4AG, D) ¥, 0) (38)

Mit Grundlagenkenntnissen in Elektrodynamik erkennt man leicht:

ax(7.t)

e Der Ausdruck ®(#,t) mit der Eichfreiheit ®(7,t) - ®(#,t) = ®(# t) — ot

sche Potential;

e der Ausdruck A(7 t) mit der Eichfreiheit A(%,t) » A( t) = A7, t) + Vx(# t) ist offenbar das mag-
netische Potential.

e  Der Ausdruck g ®(%, t) beschreibt die potentielle Energie des Teilchens, und

ist offenbar das elektri-

e die Ersetzung von ﬁ durch ﬁ - qff entspricht der Ersetzung des kinetischen Impulses ﬁ durch den ka-
nonischen Impuls 7.

Es stellt sich also heraus:

e Gleichung (38) beschreibt die Wechselwirkung eines geladenen Teilchens im elektromagnetischen Feld
im Rahmen der (nichtrelativistischen) Quantenmechanik! Das ist extrem bemerkenswert, denn wir
sind nur von der Schrédingergleichung ausgegangen, und hatten mit Maxwell und Elektromagnetismus
nichts am Hut! Einzig die Forderung nach Eichinvarianz hat zu diesem Ergebnis gefiihrt!

Der eben beschriebene Mechanismus ist der Spezialfall eines allgemeinen Prinzips:

Wann immer ein physikalisches Gesetz einer globalen Symmetrie geniigt (hier: Invarianz der Observablen
der Schrédingergleichung gegen eine globale Phasentransformation), kann die stirkere Forderung nach Inva-
rianz gegeniiber lokalen Transformationen (hier: Invarianz gegeniiber lokalen Phasentransformationen der
SymmetriegruppeU (1)) nur durch die Einfiihrung neuer Felder erfiillt werden, d.h. es tritt eine durch diese
Eichfelder vermittelte Wechselwirkung auf.

! Warum wir hier — scheinbar willkiirlich — plotzlich ein positives Vorzeichen in der Eichtransformation wahlen,
klaren wir in Kapitel 3 auf!
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Nachdem, was wir heute wissen, konnen alle bekannten fundamentalen Wechselwirkungen als Eichtheorien
formuliert werden! So kdnnen nicht nur die elektromagnetische, die starke und die schwache Wechselwirkung
mit Eichtheorien, denen die Symmetriegruppen U(1), SU(2) und SU(3) zugrunde liegen, beschrieben werden,
sondern man kann sogar zur Gravitationstheorie der allgemeinen Relativitdtstheorie gelangen, indem man die
(globalen) Koordinatentransformationen der speziellen Relativitadtstheorie zu lokalen Transformationen erwei-
tert’!

3 Wir schliel3en eine kleine Licke mit Hilfe von Vierervektoren

Die Darstellung der Zusammenhdnge im vorigen Kapitel verzichtet vollig auf die sonst tibliche Darstellung mit
Vierervektoren. Die Idee dahinter ist, die ansonsten so abstrakt wirkende Eichtheorie am Beispiel der Schrédin-
gergleichung in konventioneller Schreibweise leichter verstandlich und konkret fassbar zu machen.

Hinzu kommt, dass die Verwendung von Vierervektoren nur in relativistisch kovarianten Theorien wirklich an-
gebracht ist, und die Schrédingergleichung, an Hand derer wir hier das Prinzip von lokaler Eichinvarianz gezeigt
haben, ist eben (im Gegensatz zur Dirac-Gleichung) nicht relativistisch kovariant.

Ein kurzer Blick auf Vierervektoren ist dennoch sinnvoll. SchlieBlich missen die obige Ergebnisse im Grenzfall
kleiner Geschwindigkeiten ja auch in Vierer-Schreibweise darstellbar sein, und auBerdem wird uns diese Dar-
stellung helfen, eine kleine Liicke in obiger Erklarung zu schlieBen.

3.1 Allgemeines

Bisher haben wir die Wellenfunktion als Funktion von Ort # und Zeit t angeschrieben:

Y =Y(#t) (39)
Wir steigen jetzt auf Vierervektoren um, und schreiben daher ab sofort

Y =Y(x%) (40)

wobei wir den Vierer-Koordinatenvektor x® definieren als

X% 2 (Cf) (41)

7

mit « = 0,1,2,3. Wir gehen von folgender Minkowski-Metrik aus:

N = diag(l,-1,-1,-1) (42)

1 1
9, = (fo); gH = <Za_t)) (43)
\% -V

Das elektrische Potential ®(#,t) und das magnetische Vektorpotential K(F, t) lassen sich im Viererpotential A*
zusammenfassen:

Damit gilt:

Ak = (E:D(xa)> (44)
A(x®)

2 UTYIAMA, R., Phys. Rev. 101 (1956) 1597.
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3.2 Vierervektoren erklaren ein Vorzeichen

Betrachten wir nochmal die Schrédingergleichung fiir ein freies Teilchen, von der wir ausgegangen sind:
W2y ) = — SR w0 (45)
at ’ 2m ’
Dies kdnnen wir so umschreiben:
ih L@@, t) = = (—ihV) (7, t) (46)
at ’ 2m ’

Hier im Vergleich dazu die umgeschriebene Gleichung (38), die invariant unter lokaler Eichtransformation ist
(wobei wir p durch —ihV ersetzen):

(ihe— g7 0) W 1) = o= (~ih¥ - g AF D) ¥(F,1) (47)

Wenn wir die rot und blau hervorgehobenen Differentialoperatoren betrachten, ergeben sich folgende Erset-
zungen:

m% N m%— q o t)
(48)
—ihV— —ihV — g A(# 1)

1 1 1 a
it <E a:) Sk <E ":) _q (Zj’(x )) (49)
-V -V A(x%)

Oder, unter Beachtung von (43) und (44), in Viererschreibweise:

Das kénnen wir schreiben als

[ihd* - ihd" — qA*| (50)

Man nennt diese Ersetzung die minimale Substitution. Damit kdnnen wir nun eine kleine Liicke in der Erklarung
aus Kapitel 2 schlieRen:

Wir haben in (16) folgende Eichfreiheit eingefihrt:

O(Ft) - DR t) = D L) — % (51)

Das rot hervorgehobene negative Vorzeichen war dabei willkiirlich gewéahlt. Diese Wahl bewirkt aber zwingend,
dass wir (wie in (48) dargestellt) g ®(#,t) von ih% subtrahieren miissen!

In (34) haben wir uns dann (scheinbar willkirlich, und ohne Erklarung) entschlossen, beim Vektorpotential die
Eichfreiheit mit positivem Vorzeichen zu definieren (siehe unten blau hervorgehoben), so dass wir (wie in (48)

dargestellt) letztlich qK(F, t) zwingend von —ihV subtrahieren miissen.

AR t) = AR ) = A £) + V(B b) (52)

Wir hatten das an dieser Stelle zwar damit begriinden kénnen, dass wir schon erahnen, das hier offenbar das
elektromagnetische Feld ,entsteht”, und aus den Maxwellgleichungen folgt, dass bei den Eichtransformationen

von (7, ) und A(#, t) ein unterschiedliches Vorzeichen benétigt wird.

Wir missen Maxwell aber gar nicht bemihen! Ein Blick auf (49) und (50) offenbart, dass diese Wahl notwendig
war, damit sich die minimale Substitution iAd* — ihd* — qA* kovariant formulieren lasst!
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