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0 Vorwort

0 Vorwort

Vorwort zur nullten Auflage Dieses Skriptum basiert auf den Inhalten der Lehrveranstaltung
Quantentheorie I, welche fiir Studierende des Bachelorstudiums Technische Physik an der
Technischen Universitdt Wien angeboten wird. Die Hauptthemen dieses Skriptums lassen sich
in folgende Bereiche unterteilen: (i) Versagen der klassischen Physik und Anfinge der Quan-
tentheorie, (ii) Grundlagen und formale Struktur der nichtrelativistischen Quantentheorie, (iii)
Anwendungen der Quantentheorie auf fundamentale Probleme und Fragestellungen. Die letzten
beiden Themengebiete sind besonders umfangreich. Das Skriptum verwendet hiufig die Dirac-
Notation, welche eine elegante und kompakte Schreibweise der mathematischen Ausdriicke er-
moglicht. Besonders intensiv beschéftigen wir uns mit der quantentheoretischen Beschreibung
des harmonischen Oszillators und des Wasserstoffatoms, wobei wir im Zuge des letzteren auf
die Theorie des Drehimpulses und des Spins néher eingehen. Das Thema der Naherungsverfah-
ren wird nur kurz angeschnitten, da eine genauere Behandlung in der Fortsetzungsvorlesung
Quantentheorie II im Masterstudium erfolgt.

Zur Gestaltung dieses Skriptums Um den Lesefluss nicht zu behindern, werden in diesem
Skriptum unterschiedliche Textboxen verwendet. Wir unterscheiden zwischen ' Motivationsboxen ,
Vertiefungsboxen und |Beispielboxen der Form:

Motivation

Soll ndher auf die Motivation hinter verschiedenen Konzepten der Quantentheorie eingehen.

Vertiefung

Soll Kontext zu verschiedenen Konzepten der Quantentheorie beziehungsweise mathema-
tische Vertiefung bieten.

Beispiel

Soll die genauere Ausarbeitung von konkreten Beispielen ermdoglichen.

Der Inhalt der Motivations- und Vertiefungsboxen dient zu Lernunterstiitzung und muss nicht
als zusétzlicher Teststoff betrachtet werden — die Beispielboxen dienen vor allem dazu, verschie-
dene Problemstellungen ndher zu untersuchen. Um die Lesbarkeit in komplexen Formeln und
Herleitungen zu verbessern, werden sich kiirzende Terme rot gefarbt (z.B. b+ a —a = b, oder
“Tbc = ac). Verwenden wir +0 oder -1 innerhalb einer Formel farben wir jene Terme blau ein

(z.B. b=a—a+0boder ab= ab¥).
Zudem werden wichtige Formeln, zentrale Aussagen eines Abschnittes beziehungsweise funda-

mentale Ergebnisse ausdriicklich hervorgehoben — der Leser sei angehalten, besonderes Augen-
merk auf Formeln der folgenden Form zu legen:

E =mc? (0.1)



0 Vorwort

Das Skriptum ist an die Vorlesung Quantentheorie I der Technischen Universitdt Wien von
Prof. A. Griineis und Prof. S. Rotter angepasst. Sinn und Zweck soll sein, das Skriptum zusétzlich
beziehungsweise ergdnzend zum Tafelbild und Folien zu verwenden.

Literatur Zusitzlich werden zum weiterfithrenden Lernen die folgenden Biicher empfohlen:
B QUANTUM MECHANICS, VOL. 1 von C. Cohen-Tannoudji
® MODERN QUANTUM MECHANICS von J.J. Sakurai
B PRINCIPLES OF QUANTUM MECHANICS von R. Shankar

® THEORETISCHE PHYSIK 3 von M. Bartelmann

Zum Titelblatt Am Titelblatt ist die Kugelflichenfunktion Y3 (¥, ¢) dargestellt. Wir werden
die Kugelflaichenfunktionen als die Eigenfunktionen im sphérisch-symmetrischen Ortsraum des
Drehimpulses kennenlernen. Im speziellen Falle eines Elektrons im Wasserstoffatom (welches
wir ausfiihrlich behandeln werden) nutzen wir Yy (1, ¢) um mit gewisser Wahrscheinlichkeit das
Elektron um das Proton zu lokalisieren.

Vorwort zur ersten Auflage In dieser aktualisierten Auflage wurden zahlreiche Korrekturen ba-
sierend auf den Riickmeldungen der Studierenden vorgenommen. Aulerdem wurden die Kapitel
1, 7 und 8 (,Versagen der klassischen Physik®, ,Spin“ und ,,Stérungstheorie“) iiberarbeitet und
ausgebaut. Hinzugekommen ist zudem das neue Kapitel 9 (,Konzepte der Quantentheorie“),
in dem weiterfiihrende Konzepte und technische Anwendungen der Quantentheorie erlautert
werden. Die Autoren sind natiirlich weiterhin fiir alle Riickmeldungen dankbar, die helfen, das
Skriptum weiter zu verbessern!

Vorwort zur zweiten Auflage In der zweiten Auflage wurden nicht nur im gesamten Skriptum
(teilweise basierend auf den Riickmeldungen der Studierenden, fir die sich die Autoren sehr be-
danken) Fehler korrigiert, sondern es wurden auch insbesondere Kapitel 2 und Teile von Kapitel 3
stark iiberarbeitet und erweitert, mit dem Ziel, den dargestellten Stoff und die mathematische
Herleitungen noch versténdlicher darzustellen.

Mitarbeit auf GitHub Eine Online-Variante des Skriptums ist frei verfiighbar unter dem Link
https://github.com/Quantentheorie-1/. Ebenso kann auf GitHub auch das Forum unter
https://github.com/Quantentheorie-1/Skriptum/issues genutzt werden, um Fehler zu mel-
den oder Anregungen zur Verbesserung des Skriptums zu geben. Die Autoren arbeiten die er-
haltenen Anmerkungen und Anregungen gerne in das Skriptum ein und werden entsprechende
aktualisierte Versionen auf GitHub bereit stellen.
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1 Versagen der klassischen Physik

Zu Beginn des 20. Jahrhunderts schien die Physik grofitenteils abgeschlossen zu sein. Die damals
bekannten physikalischen Gesetze konnten beinahe alle Beobachtungen erkléren, und lediglich in
einzelnen, wenigen Bereichen gab es noch Diskrepanzen zwischen Experiment und Theorie. Da-
her wurde MAX PLANCK 1874 durch PHILIPP VON JOLLY sogar vom Studium der theoretischen
Physik mit folgender Begriindung abgeraten:

,»[die theoretische Physik sei] eine hochentwickelte, nahezu voll ausgereifte Wissen-
schaft die nunmehr, nachdem ihr durch die Entdeckung der Energie gewissermafien
die Krone aufgesetzt sei, wohl bald ihre endgiiltige stabile Form angenommen haben
wiirde. Wohl gébe es vielleicht in einem oder dem anderen Winkel noch ein Stdub-
chen oder ein Bléaschen zu priifen und einzuordnen, aber das System als Ganzes stehe
ziemlich gesichert da, und die theoretische Physik nahere sich merklich demjenigen
Grade der Vollendung, wie ihn etwa die Geometrie schon seit Jahrhunderten besitzt.”

Man nahm an, dass sich diese verbleibenden Widerspriiche bald mit den bestehenden Theorien
der (nunmehr so genannten) klassischen Physik bald auflgsen lassen wiirden. Stattdessen wurde
mit dem Versuch, diese scheinbaren Kleinigkeiten abzukliren, eine Revolution in der Physik
ausgelost: Die Quantentheorie wurde geboren.

1.1 Strahlung Schwarzer Korper

Motivation: Das Problem mit der Schwarzkorperstrahlung

Jeder reale Korper emittiert elektromagnetische (EM)-Strahlung in Abhéngigkeit von sei-
ner Temperatur 7. Das Strahlungsspektrum héngt dabei sowohl von der Temperatur des
Korpers ab, als auch vom Reflexionsvermogen der Oberfliche. Ein sogenannter Schwar-
zer Koérper ist nun eine idealisierter realer Koérper: Es wird angenommen, dass sémtliche
auftreffende EM-Strahlung vollsténdig absorbiert wird. Daher héngt bei einem Schwarzen
Korper das Spektrum der emittierten elektromagnetischen Strahlung nur mehr von der
Temperatur T' ab.

Zwar existiert kein realer Schwarzer Korper, man kann ihn aber experimentell durch
einen Hohlraum mit undurchlédssigen, hinreichend absorbierenden Innenwénden nachbil-
den. Wenn dieser Hohlraum ein kleines Loch hat, dann erfihrt Strahlung, die durch das
Loch eindringt, im Inneren des Hohlraums so viele Reflexionen an den absorbierenden In-
nenwéinden, dass sie praktisch nicht mehr aus dem Loch austreten kann. Erwidrmt man
die Wande des Hohlraums auf eine Temperatur 7', dann verhélt sich das Loch wie ein
Schwarzer Kérper mit einer Oberfliche, welche dem Hohlraum gleicht. Die Schwarzkorper-
strahlung wird daher auch synonym Hohlraumstrahlung genannt.

Das Problem ist nun: Versucht man mit den Gesetzen der klassischen Physik das Spektrum
der Hohlraumstrahlung zu berechnen, ergibt sich das Rayleigh-Jeans’sche Strahlungsgesetz
(1.12). Dieses stimmt zwar bei niedrigen Frequenzen gut mit den Messungen iiberein, nicht
aber bei hohen Frequenzen. Es besagt nadmlich, dass die Energiedichte quadratisch mit
der Frequenz zunimmt — ein Schwarzkorper miisste also unendlich viel Energie abstrah-
len! Dieses Problem ist unter dem Begriff , Ultraviolettkatastrophe* bekannt. Ein weiteres
Strahlungsgesetz der klassischen Physik ist das Wien’sche Strahlungsgesetz (1.20), das mit
den Methoden der statistischen Physik begriindet wurde. Es kann zwar das Spektrum bei
hohen Frequenzen befriedigend abbilden, versagt jedoch vollig bei niedrigen Frequenzen.
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Max PLANCK versuchte diese Strahlungsgesetze zu vereinigen. Es wollte ihm allerdings
erst gelingen, als er im Dezember 1900 in einem , Akt der Verzweiflung* die Hypothese
aufstellte, dass Licht nur in diskreten Energiepaketen, sogenannten ,Quanten“ E = hv =
hw abgegeben wird. Dies war die Geburtsstunde der Quantenphysik. Die Naturkonstante
h = 6.62607015 - 10~3* Js wird heute als das ,Plancksche Wirkungsquantum“ bezeichnet,
wahrend wir i = h/27 das ,reduzierte Plancksche Wirkungsquantum® nennen.

Die spektrale Energiedichte eines Schwarzen Korpers kann folgendermafien definiert werden:

g(w)dw = (E(w)) n(w)dw (1.1)
Dabei ist (E(w)) die mittlere Energie der Schwingungsmoden des Strahlungsfeldes im Schwarzen
Korper und n(w) die Modendichte als eine Funktion der Kreisfrequenz w.

1.1.1 Modendichte des Schwarzen Korpers

In einem abgeschlossenen Hohlraum kénnen sich nur bestimmte Schwingungsmoden ausbilden.
Die Modendichte n(w) beschreibt dabei die absolute Anzahl der Moden N(w) pro Volumen V'

in einem infinitesimalen Frequenzintervall dw:

Zahl der Moden 1 dN(w)
Volumen - Frequenzmtervall V dw

n(w) = (1.2)
Im Folgenden soll die Modendichte abgeleitet werden: Man betrachtet dazu ein wiirfelférmiges
Volumen V = L3 mit Kantenlinge L, in welchem sich ein stehendes elektromagnetisches Feld
E(r) ausbildet. Der Oberfliche des Wiirfels soll perfekt leitend sein; sprich, das elektromagneti-
sche Feld weist keine zur Oberflache parallele Komponente auf. Losen der Maxwell-Gleichungen
innerhalb des Volumens liefert ein mogliches Feld der Form:

E,(r) Eyo cos(kyx) sin(kyy) sin(k,z)
E(r)= | Ey(r) | = yO sin(kgx) cos(kyy) sin(k;2) (1.3)

E.(r) E.osin(kzx) sin(kyy) cos(k.2)
Betrachten wir den Fall, dass * = L gilt. Nach unseren Randbedingungen miissen die zur
Wiirfeloberfliche parallelen Komponenten des Feldes E(x = L.y, z) verschwinden, das heifit,
es muss Fy, = E, = 0 gelten. Demnach miissen konsequenterweise die Terme E,sin (k;2) und

E,psin (kyz) verschwinden, was nur gilt, wenn sin (k,z) verschwindet mit k, = n,mz/L mit
n; € NT. Dies fiihrt uns zu einer Quantisierung der entsprechenden Wellenzahl k, = n,m/L.
Dasselbe gilt analog auch in y-Richtung und z-Richtung, sodass wir allgemein schreiben kénnen:

ky = nxi, ky mit  ng, Ny, N, € NT (1.4)

™
7 ="ny7 ky,=mn,—

L

Es konnen in der wiirfelformigen Box daher nur jene Wellen E(r) realisiert werden, deren Wel-
lenvektor k iiber die ganzzahligen Koeffizienten n,, n, und n. definiert ist:

i (1.4) e
k=|Fk | = 7| mit  ng,ny,n, € NT (1.5)
k. n,

Der Betrag dieses Wellenvektors kann daher ebenso iiber die Koeffizienten n,, n, und n. aus-

gedriickt werden:
1.5) T
k2 Tz g 2

Jedem moglichen k-Vektor (,,Zustand®“) kann so ein Punkt in einem dreidimensionalen Raum
mit den Achsen k;, k, und &, (dem sogenannten k-Raum) zugeordnet werden — zwei benachbarte
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Werte von k, haben wegen (1.4) immer den konstanten Abstand Ak, = 7/L. Dasselbe gilt auch
fir Ak, und Ak.:

™
L
Wir wollen nun wissen, wie viele mogliche k-Vektoren es gibt, deren Betrag |k| kleiner ist, als
eine gegebene Wellenzahl kg. Dazu ordnen wir zunéchst jedem Zustand k(ng,n,,n;), den wir
bisher nur als Punkt im k-Raum représentiert haben, nunmehr ein wiirfelférmiges Volumen Vj
zu. Da alle Punkte konstante Abstdnde haben, hat jeder Punkt dasselbe zugeordnete Volumen:

Aky = Ak, = Ak, = (1.6)

3
Vie = Ak Aky Ak, =) (D (1.7)
Um festzustellen, wie viele Zusténde N (ko) es gibt, welche die Bedingung |k| < kg erfiillen,

iiberpriifen wir, wie oft das Volumen Vj in das Volumen einer Kugel mit dem Radius kg passt.

E by T eeeeeeseeeeeneenos

.......

.....

Abb. 1: (links) Strahlung bildet im Schwarzen Korper ein stehendes Wellenfeld aus, in welchem
nur die Existenz bestimmter Wellenvektoren moglich ist. (rechts) Mogliche Zusténde
im Wellenvektorraum werden durch Punkte repréasentiert. In einer Kugel mit endlichem
Radius £ sind daher nur endlich viele Wellenzahlen erlaubt.

Dabei sei zu beachten, dass:

® kg, ky und k, nur positive Werte annehmen kénnen. Wir betrachten daher nicht das ganze
Kugelvolumen Viygel = %Wkg , sondern den positiven Oktanten mit Vo = %%ﬂké’

B wegen der zwei moglichen Polarisationsrichtungen des elektromagnetischen Feldes E(r)

allen moglichen k., k, und k. zwei Zustande zugeordnet werden konnen. Das &duBert sich
in einem zusatzlichen Faktor 2.

Wir finden daher fiir die Anzahl der realisierbaren Zustdnde mit der Randbedingung |k| < ko:
Vokt %%ﬂks’ T 3 <L>3

N(ko) =2 =2 =-ky (=
o) =2 =2 mp = 3M 5

Da wir die Zahl der Moden aber nicht als Funktion der Wellenzahl kg, sondern als Funktion der

Kreisfrequenz w = koc darstellen wollen, substituieren wir im obigen Ausdruck ky = w/e¢, und
erhalten:

7w L3 L3 w3 VoWl
Ny <T@l Lo VW 1.8
@) 333 323 3w P (18)
Aus (1.8) kann jetzt mithilfe (1.2) die Modendichte abgeleitet werden. Man erhélt somit:
12) 1 d (1.8) w?
- = = 1.9
(W) V dw ( ) m2e3 ( )
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1.1.2 Spektrale Energiedichte des Schwarzen Korpers

Vertiefung: Klassische Energiedichte des Schwarzen Korpers

Die mittlere frequenzabhéngige Energie (E) geméafi den Gesetzen der klassischen Phy-
sik kann iiber die Besetzungswahrscheinlichkeit berechnet werden. Wir verwenden die
Boltzmann-Verteilung P(E) = ¢ #F mit dem Boltzmann-Faktor 3~! = kpT. Kann die
Energie kontinuierlich verdndert werden, wird die Mittelwertbildung {iber eine Integration
durchgefithrt — wir berechnen (FE) als das erste Moment von E nach folgender Relation:

g _ Jo dEE-P(E) JoCdEE - e PE
(B) = [CdEP(E) [ °dEe PP

(1.10)

Das Integral im Nenner des Bruchs ist die Normierung und kann mittels trivialer Integra-
tion geldst werden:

N = /OoodEeﬁE - —; [e*ﬁE}:zo — —;(0— 1) —;

Fir die Auswertung des Integrals im Zahler kann entweder partiell integriert werden, oder
man wendet den Feynman-Trick an, bei welchem durch geschicktes Differenzieren Integra-
tionen vereinfacht werden kénnen:

= °° o0 0 0 [™ 01 1
E:/ dEE - *5’3:—/ dE — *5E:_7/ dEeBE - _9 1 _ 1
0 ¢ o ¢ a8 Jo 7° BB~ B2

Man erhélt im klassischen Fall fiir den Erwartungswert der Energie (E):

_ % _ 5512 _ ; kT (1.11)
Man beachte, dass nach dem Gleichverteilungssatz jedem Freiheitsgrad, der in der Ha-
miltonfunktion Hy = % [ d®r(E? + ¢®B?) quadratisch aufscheint, im Mittel eine Energie
von kT /2 zugewiesen wird. Bei der Verwendung der Boltzmann-Verteilung wird hier also
schon mitgedacht, dass jede Mode mit Energie E sowohl potentielle Energie (quadratisch
im Ort) als auch kinetische Energie (quadratisch im Impuls) beinhaltet. Die spektrale
Energiedichte im klassischen Fall ist demnach gegeben als:

(E)

(1.11)

w?
e(@) 2 (Bw)) n(w) "2 kT n(w) & E2TY

m2e3

(1.12)

Dies entspricht dem Rayleigh-Jean’schen Strahlungsgesetz. Es besagt, dass die Energiedich-
te € quadratisch mit der Frequenz w zunimmt. Ein Schwarzkorper miisste also unendlich
viel Energie abstrahlen! Man spricht daher von der Ultraviolettkatastrophe.

MAX PLANCK traf nun die folgenschwere Annahme, dass wir es bei elektromagnetischer Strah-
lung nicht mit kontinuierlichen, sondern mit diskreten Energiewerten zu tun haben:

E,, = hwn (1.13)

Daher muss bei der Erwartungswertbildung (F) das Integral durch eine Summe ersetzt werden.

(E) ist so gegeben durch:

<E> _ 7010:0 E, - P(En) o Tw Z%O:O n: e—ﬂﬁwn
n=0 P(En) S omeg €~ Phen

Die Summe im Nenner des Bruchs ist erneut eine Normierung. Sie kann mit der geometrischen

Summenformel bestimmt werden, da die Exponentialfunktion in allen Féllen kleiner als Eins ist.

(1.14)
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Im Folgenden substituieren wir z = e~ #:

= —Bhwn > —Bhw\™ subst = n
Ngis = Y € =Y (e ) =0y a2 =
n=0 n=0

n=0

1
1—z

(1.15)

Fiir den Zéhler in (1.14) kann ein dhnlicher Trick wie in der Auswertung der mittleren Energie
FE im Fall kontinuierlicher Energien verwendet werden:

Fe — - —Bhwn __ - —Bhw\" subst - n o__ - n—1 __ S d n __
dis—z_:ne —Zn<e ) = z_:na: —anm —Za:%x =
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
d X, 015 d o1 L x
=T =T =x(1— = 1.16
xdx Zx xdxl—m z(l-2) (1—2)2 ( )
n=0
Insgesamt ergibt die Mittelwertbildung fiir diskrete Energiewerte also:
Flyis x/(1—z)? z(1—x) hw  subst  hw
B = hw = hw = hw = = 1.17
2 Nais 1/(1 —x) (1-2z)? 1/z-1 ebfhw — 1 (1.17)
Daraus folgt die schlussendlich fiir die spektrale Energiedichte e(w):
(1.1) (117 hw (1.9) hw w?
ew) = (Bw)hnlw) =" g—nw) = G 53
Dieses Ergebnis ist nichts anderes als das berithmte Planck’sche Strahlungsgesetz:
hwd 1

w
T T 1 T T T T T 1 T T T T T T T T 7T
T T T T Y N
w
T T 1 T T T T T 1 T T T T T T T T 7T

—~ —~
s T vt
Wien-Gesetz
/] 1 | | | | —_— [ [71 | | | | | | | | |
0 0

w w

Abb. 2: (links) Das Planck’sche Strahlungsgesetz als Funktion der Kreisfrequenz w bei un-
terschiedlichen Temperaturen. (rechts) Das Planck’sche Strahlungsgesetz mitsamt der
Naherungen bei kleinen und grofien Energien.

Es kénnen nun Néherungen fiir die Grenzfille w — 0 und w — oo untersucht werden. Betrachtet
man nur kleine Frequenzen w — 0, kommt man mit der Niherung ™ ~ 1 + Slw wieder zum
klassischen Rayleigh-Jeans’schen Strahlungsgesetz (1.12):

lim e(w) T
w—0 w—0

lmﬁ 1 1_7@3 1 w?  kgT ,

= ~ = 1.19
23 efhw — 1 w23 1+ Bhw 4+ Ow?)—1  fr2cd w23 (1.19)
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Bildet man den Limes fiir grofie Frequenzen, dann gilt in guter Naherung e?™ — 1 ~ e und
man erhélt das Wien’sche Strahlungsgesetz:

lim e(w) 029 Jim
w—r00 w—r00

Fuwo® 1 hw® 1 Fuw?
[ 1 —Bhw (1.20)

~ = e
w2e3 ePhw — 1 m2e3 ePhw 7263

Aus der Ableitung nach w folgt aus dem Wien’schen Strahlungsgesetz (1.20) auch das Wien’sche
Verschiebungsgesetz. Dieses besagt, dass die Frequenz wpax, bei der ein Schwarzer Kérper mit
Temperatur T seine intensivste Strahlung abgibt, direkt proportional zur Temperatur 7T ist:

d
0=— (w3€—ﬂm) = 3w?e P _ puBBe P = 2 (3 — hwp) e Bhw

dw
Der Wert w = wpax, an welchem der letzte Klammerausdruck verschwindet, entspricht dem
Intensitdtsmaximum. Sowohl A als auch kp sind konstante Groéflen, wodurch das Wien’sche
Verschiebungsgesetz vereinfacht als folgende Gleichung angeschrieben werden kann:

wmax
= const. 1.21
- (1.21)
Wir konnten somit zeigen, dass das nach WILHELM WIEN benannte Verschiebungsgesetz direkt
aus dem Planck’schen Strahlungsgesetz folgt.

1.2 Photoelektrischer Effekt

Motivation: Der photoelektrische Effekt

Bestrahlt man eine in Bezug auf ihre Umgebung negativ aufgeladene, isolierte Metallplatte
mit Licht von hinreichend hoher Frequenz (z.B. UV-Licht), dann 16sen sich Elektronen aus
der Metallplatte. Nach den Gesetzen der klassischen Physik ist die Energie einer Lichtwel-
le durch ihre Intensitéit gegeben. Daher wére zu erwarten, dass die kinetische Energie der
aus der Platte gelosten Elektronen (und somit im nicht-relativistischen Grenzfall auch ihre
Geschwindigkeit) proportional mit der Lichtintensitit zunimmt.

Wie der Physiker PHIiLIPP LENARD 1902 feststellte, ist dies aber nicht der Fall. Die Ge-
schwindigkeit der austretenden Elektronen héngt nicht von der Intensitéit, sondern von der
Frequenz des einfallenden Lichts ab! Strahlt man z.B. monochromatisches Licht auf die
Metallplatte, haben alle austretenden Elektronen dieselbe Geschwindigkeit. Erhéht man
die Intensitit, nimmt zwar die Anzahl der Elektronen zu, die Geschwindigkeit jedes Elek-
trons bleibt aber unverdndert.

Im Jahre 1905 gelang es ALBERT EINSTEIN, diesen Effekt mit Hilfe der Lichtquantenhypo-
these zu erkliren. Dazu stellt man sich das einfallende Licht aus einzelnen ,,Lichtquanten*
(Photonen) zusammengesetzt vor. Bei monochromatischem Licht hat jedes Photon diesel-
be Energie E., = hw, und kann daher nur diese Energie an das herausgeschlagene Elektron
iibertragen. Daher haben alle Elektronen dieselbe Geschwindigkeit. Bei einem monochro-
matischen Lichtstrahl hoherer Intensitdt treffen mehr Photonen pro Zeiteinheit auf die
Metallplatte. Daher treten zwar mehr Elektronen aus, aber jedes Elektron hat immer noch
dieselbe Geschwindigkeit.

Im Jahr 1921 erhielt ALBERT EINSTEIN fiir diese Lichtquantenhypothese den Nobelpreis,
allerdings gegen den Widerstand zahlreicher Kollegen. So hat ironischerweise ausgerechnet
auch der antisemitische Physiker PHILIPP LENARD, dessen Experimente ja erst den An-
stof} zur Lichtquantenhypothese gaben, vergeblich gegen die Vergabe des Nobelpreises an
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Einstein protestiert.

Die Energiedichte wgy elektromagnetischer Strahlung ist in der klassischen elektromagnetischen
Theorie gegeben durch die elektrische Feldstérke E, die elektrische Flussdichte D sowie die ma-
gnetische Feldstirke H und die magnetische Flussdichte B. Mit der elektrischen und der magne-
tischen Feldkonstanten €9 und pg kénnen wir die Flussdichten tber ihre jeweiligen Feldstarken
ausdriicken. Wir finden somit eine Beziehung fiir wgy, welche vom Quadrat der Feldstérken,
also den Intensitdten, abhingig ist:

1 1
wpn = 5(E-D+H-B) = D=<E H=—B

Ho

1
== (50E2 + c0 B2) =

2 €010

1 1

—€0<E2—|—B2>—‘ =c?

2 Eo Mo EoMo
= %O(EQ +2B?) (1.22)

Der elektromagnetischen Strahlung wird nach Einsteins quantenmechanischer Deutung Teilchen-
charakter zugeschrieben, man bezeichnet die ,Elementarladungen“ des Feldes als Photonen.
Diese tragen gemif der heuristischen Annahme von Planck bei der Ableitung seines Strahlungs-
gesetzes folgende Energie F.:

E, = hw (1.23)

Die Energie von Lichtstrahlung (beziehungsweise elektromagnetischer Strahlung im Allgemei-
nen) kann nur ganzzahlige Vielfache der Energie eines Photons annehmen. Die Energie eines
Photons ist aber ausschliefflich durch die Frequenz des Photons bestimmt und v6llig unabhingig
von der Intensitit des Lichtstrahls. Die Anzahl der Photonen bestimmt somit die Amplitude des
Lichts und ist demnach fiir die Intensitdt der Strahlung verantwortlich.

Welchen Impuls hat nun ein einzelnes Photon? Geméf der speziellen Relativitatstheorie gilt fiir
ein bewegtes Teilchen mit einer Ruhemasse my:

pic = B? — m3ct (1.24)

Ein Photon hat eine verschwindende Ruhemasse mg = m., = 0; die relativistische Energiebezie-
hung (1.24) reduziert sich daher auf E? = pgc2. Dementsprechend kann auch der Impuls einen
Photons durch das Ziehen der Wurzel berechnet werden als:

E., (1.23) hw h

c c
Fiir den vektoriellen Impuls p, eines einzelnen Photons gilt entsprechend:

p, = ik (1.26)

Trifft nun ein Photon auf ein gebundenes Elektron, kann es im Falle ausreichender Energie E,
das Elektron aus dem Potential herauslosen.
Dabei muss die Photonenenergie E. = hw die Austrittsarbeit W (also die Bindungsenergie des
Elektrons) iiberschreiten, die Restenergie wird in Bewegungsenergie Eyj, des nunmehr freien
Elektrons umgewandelt:

Exn=Ey W =hv—-W (1.27)
Wird die Intensitat des Lichts und somit die Anzahl der Photonen erhéht, kommt es zwar zur
vermehrten Emission von Elektronen, die kinetische Energie (und somit der Geschwindigkeit)
der Elektronen héngt aber ausschliellich von der Frequenz des Lichts ab! Falls £, = hw < W,
verlassen generell keine Elektronen die Metallplatte, auch nicht bei Steigerung der Bestrahlungs-
dauer und -intensitét.
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| rotes Licht | griines Ticht |  blaues Licht |

Abb. 3: Photonen treffen auf eine Oberfliche auf und l6sen abhéngig von der Frequenz Elek-
tronen aus dieser. Fiyj, der Elektronen dieser ist direkt von der Lichtfrequenz abhéngig.

1.3 Compton-Effekt

Motivation: Der Compton-Effekt

Der amerikanische Physiker ARTHUR HoLLy COMPTON entdeckte 1922 folgendes Phéno-
men: Bestrahlt man ein beliebiges Material mit Rontgenstrahlen, dann erfahrt die gestreute
Strahlung eine Frequenzverschiebung hin zu kleineren Frequenzen (d.h. groBeren Wellen-
langen). Diese Verschiebung ist umso stirker, je grofler der Streuwinkel ist, und nahezu
unabhéngig vom Material.

CoMPTON konnte diesen Effekt mit dem Photonenmodell als elastischen Stofl zwischen
einem Photon der Energie F, = hw und dem Impuls k = hk und einem schwach gebun-
denen Elektron des Streumaterials erkldaren. Er erhielt fiir seine — heute Compton-Effekt
genannte — Entdeckung 1927 den Nobelpreis.

Der Compton-Effekt ist die elastische Streuung von Photonen an (nahezu) freien Elektronen,
welche zur Rotverschiebung (AX = A — A > 0) des gestreuten Lichts fithrt. Das Photon wird
charakterisiert durch initiale und finale Wellenlidngen (A und )’), sowie durch einen initialen und
finalen Impuls (p und p’). Das Elektron mit Masse m, soll vor der Wechselwirkung in Ruhe sein
(E. = mec? und pe = 0). In Abbildung 4 ist die Streugeometrie skizziert.

P Sl
,

oo
* E.,p

e

Abb. 4: Der Compton-Effekt als die Streuung eines Photons an einem Elektron.

Die Beschreibung erfolgt im Sinne der speziellen Relativitdtstheorie. Die Gesamtenergie des
Elektrons vor dem Streuvorgang F, und nach dem Streuvorgang FE. ist daher gegeben durch:

E.=mec® und E. = \/p2c? + m2c4 (1.28)

Es gilt wiahrend des Streuprozesses sowohl Energie- als auch Impulserhaltung. Die Energieerhal-
tung kann angeschrieben werden als:

E,+E.=E +E, (1.29)
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Mit (1.23) konnen wir die Photonenenergien iiber ihre respektiven Frequenzen w und w’ aus-
driicken, wihrend fiir die Elektronen die Grofien aus (1.28) verwendet werden. Simples Umformen
der Energieerhaltung (1.29) fithrt uns auf:

hi(w—w') 4+ mec® = /p2c% + m2c (1.30)

Um den Wurzelausdruck zu eliminieren werden beide Seiten quadriert. Mittels der Relation
w = c|k| = ¢k kann (1.30) nun wie folgt angegeben werden:

[ch (k — k') +mec?)? = p2? + m2ct =
B2 (k — k)% 4+ m2c® + 2hmec(k — k') = p2 + m2c? (1.31)

Auch der Impuls ist erhalten, was wir in einer vektoriellen Beziehung wiedergeben kénnen:

Py + Pe = P; + p/e (1.32)

Das Elektron ist vor dem Streuvorgang in Ruhe, weswegen p, = 0 gilt. Setzen wir dies in die
Impulserhaltung (1.32) ein, folgt somit vereinfacht p,, = pi, +pL, wobei fiir den Photonenimpuls
(1.26) gilt. Formen wir nach dem Impuls des gestreuten Elektrons p’e um, erhalten wir die
Beziehung p, = p, — p), = i (k — k). Damit folgt fiir Impulsbetrag p? \pe|2

p2=p,-pL =k k+K K —2k-K)=h?(k+ k? = 2Kk cos(v)) (1.33)
Der Winkel 19 ist dabei der Streuwinkel des Photons geméfi Abbildung 4. Ausdruck (1.33) fiir

das skalare p’? kann nun in die Energieerhaltungsgleichung (1.31) eingesetzt werden:

/

B2 (k — K2 +m2c® 4 2hmec(k — k') = B2 (k* + k" — 2kk cos(9)) + m2c* —
B(E? + K2 = 2kE') + 2mec(k — k') = R(k* + K — 2kk cos(9)) —
—2hkk' + 2mec(k — k') = —2 hkk' cos(¥) =
mec(k — k')
mec(k — k')

k — k') = hkk' — hkK cos(¥)) =
k — hkk' (1 — cos(9))

/

Eine trigonometrische Beziehung fiir den Kosinus-Term ist 1 — cos() = 2sin?(19/2); wenden wir
zudem die Beziehung k = w/c = 2nv/c = 2w /X an, kann man explizit auf die Wellenldngenéan-
derung AX = ) — )\ schlielen:

MeC

(N =X) = 5=AN

Kk

9 meck — k' mec /1 1 MeC
1_ 9) = s 2 (V) _ Me _ Me _ Me
cos(9) = 2sin (2) n kK n ( ) n2m

Insgesamt dndert sich also bei der Streuung von Photonen an Elektronen deren Wellenldnge in
Abhéngigkeit vom Streuwinkel ¥ um:

AN = 2h sin? (19> = 2\ sin® (19)
MeC 2 2

Wir nennen A = 2.4262 x 10~ "' m die Compton- Wellenlinge des Elektrons; sprich, die Wellen-
linge eines Photons mit einer Energie dquivalent zur Ruheenergie eines Elektrons. Insgesamt
finden wir somit fiir die Wellenldngenverschiebung eines gestreuten Photons im Rahmen des
Compton-Effekts:

AN = 2\ sin? <§> (1.34)
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Es muss A\ > 0 gelten: Ware AX < 0 der Fall, wiirde die Wellenldnge nach der Streuung kleiner
werden, was einer Energieerh6hung und somit einer Verletzung der Energieerhaltung entspréache.
Der Energieverlust des Photons nach der Streuung geht in die Bewegungsenergie des Elektrons
iber.

Nach (1.34) ist die Frequenzverschiebung und somit auch der Energietibertrag auf das Elektron
am grofiten, wenn das Photon am Elektron reflektiert wird und es zur Riickwértsstreuung kommt
(9 = m), und am kleinsten, wenn das Photon keine Winkeldnderung erfahrt, also Vorwérts-
streuung erfahrt (¥ = 0).

1.4 De-Broglie-Hypothese fiir Materiewellen

Motivation: Teilchen- und Wellenbild

Nachdem also gezeigt wurde, dass Licht nicht nur Wellen- sondern auch Teilchencharak-
ter hat, stellte der franzosische Physiker LOUIS-VICTOR DE BROGLIE im Jahr 1924 in
seiner Dissertation eine — gewissermaflen komplementére — Hypothese auf: Er postulierte,
dass jedes (bewegte) Materieteilchen auch Welleneigenschaften aufweist, und der Welle-
Teilchen-Dualismus somit ein universelles Phinomen ist.

Dass dies tatséchlich zutrifft, wurde erstmals 1927 in Experimenten zur Beugung von Elek-
tronen an diinnen Metallfolien durch CLINTON DAVISSON und LESTER GERMER bestétigt.
In diesen Experimenten waren deutliche Interferenzmuster erkennbar, die nur mit dem Wel-
lencharakter der Elektronen erkléarbar waren. DE BROGLIE erhielt im Jahr 1929 fiir seine
Theorie der Materiewellen den Nobelpreis.

Jedem bewegten Teilchen mit der Ruhemasse m ist geméfl der speziellen Relativitétstheorie die
Energie E = \/p%c? + m2c?* zuzuordnen. DE BROGLIE postuliert nun, dass auch diese Energie —
so wie bei Photonen — nur in ,,Energiepaketen® auftritt:

E = hw (1.35)

Damit kénnen wir fiir die Kreisfrequenz w anschreiben:

1
hw = \/p?c2 + m2c* — w= ﬁ\/p202 + m2ct (1.36)

DE BROGLIE geht davon aus, dass ein bewegtes, massives Teilchen mit der Geschwindigkeit v
einem Wellenpaket mit der Gruppengeschwindigkeit vg entspricht. Die Gruppengeschwindigkeit
ist definiert allgemein als:

v=vg = g: (1.37)
Setzt man hier den den Ausdruck fiir w aus (1.36) ein, kann man folgendes berechnen:
10 10p 0 110p 1
— =9 22 204 — LY [ 2.2 204 — — 90 92 1.
V= p*c? +m?c h ok 9p p?c? + m?c h28k\/mpc (1.38)

Bei nicht-relativistischen Geschwindigkeiten ist m2c* > p?¢?, wodurch sich \/p2c2 + m2¢* ~ mc?
approximieren ldsst. Damit vereinfacht sich Ausdruck (1.38) wie folgt:

1 0p pc? _1opmwv _Op B

Wenn man in (1.39) beide Seiten integriert, erhélt man schlielich eine Relation fiir den Impuls
p (allerdings in der nicht-relativistischen Naherung):

/dp:h/dk+po — p=hk+po

10
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po ist an dieser Stelle die Integrationskonstante. Da aus k = 0 auch p = 0 folgt, kénnen wir
daraus schlieflen, dass pg = 0 ist — wir erhalten schlieBlich die folgende Beziehung zwischen dem
Impuls p und der Wellenzahl k eines bewegten, massebehafteten Teilchens:

p = hk (1.40)

Wir kénnen also einem Teilchen mit dem Impuls p = mv (p = |p| und v = |v|) eine de-Broglie-
Wellenlénge A zuzuordnen (wobei k = |k| = p/h):

2 2mh B 2mh

A
k P muv

(1.41)

Ausgehend von den klassischen Newton’schen Beziehungen E = mv?/2 und p = mu ist es auch
leicht, iiber die de-Broglie-Gleichungen eine Beziehung zwischen der Kreisfrequenz w und der

Wellenzahl k£ herzustellen:
mu? B m2v? B Ii (1.40) h2 k2 1
2 2m  2m  2m

Dividiert man beide Seiten von der oberen Gleichung durch f, erhalt man die Dispersionsrelation
w(k) fiir freie Materiewellen:
e

wk) = 2m

(1.42)

Aus (1.42) kann die Phasengeschwindigkeit vpy, sowie auch die Gruppengeschwindigkeit vg (fiir
den nicht-relativistischen Grenzfall v < ¢) abgeleitet werden:

w(k) (1.42) hk 0 :

=2 V= d =—w(k) = 1.43
UPh 2 om und - vG 8l<:w( ) ( )

Eine freie Materiewelle zeigt also eine quadratische Dispersionsrelation (E o k?) im Gegensatz

zur linearen Dispersionsrelation der Photonen (E, o k).

1.5 Diskrete Spektrallinien

Motivation: Spektrallinien des Wasserstoffatoms

Wird ein Wasserstoffatom angeregt, emittiert es Licht nicht in einem kontinuierlichen Spek-
trum, sondern in einem Linienspektrum, bei dem nur ganz bestimmte Frequenzen vorkom-
men. Im umgekehrten Fall der Absorption werden ebenfalls nur diskrete Absorptionslinien
an den gleichen Stellen im Spektrum beobachtet. Dieser Effekt ist mit der klassischen
Physik nicht erklarbar. Trotzdem konnte bereits im Jahr 1888 der schwedische Physiker
JOHANNES RYDBERG empirisch die folgende Formel aufstellen, die heute Rydberg-Formel
genannt wird und das Wasserstoff-Linienspektrum sehr genau beschreibt:

1 1 1

——Rul—=—- =
Die spektroskopische Gréfie Ry = 1.096 77583 x 107 m~! wird Rydberg-Konstante fiir Was-
serstoff genannt, die Parameter n; und n9 sind zwei ganze Zahlen grofler Null, mit ny > nj.
Experimentell konnten bestimmte Serien von Spektrallinien gefunden werden, welche sich

jeweils durch ihr n; unterscheiden: ny = 1 (Lymann-Serie), n; = 2 (Balmer-Serie), n; = 3
(Paschen-Serie), usw.

Erst mit Hilfe der Quantenphysik konnte die Rydberg-Formel begriindet und hergeleitet werden.
Man versteht heute, dass die Parameter n; und ny mogliche Werte der Hauptquantenzahl n
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1 Versagen der klassischen Physik

reprasentieren, welche die quantisierten Energieniveaus des Elektrons in der Hiille des Wasser-
stoffatoms beschreibt. Die Spektrallinien entstehen also durch die diskreten ,erlaubten“ Uber-
ginge zwischen den verschiedenen Energieniveaus. Im Rahmen der Quantenphysik kann man
die Rydberg-Formel wie folgt anschreiben:

1 AF Ry ( 1 1 )

2

1.44
2 (1.44)

A he  he
Ry = 13.605693 €V ist die Rydberg-Konstante in Energie-Einheiten. Die genaue Herleitung der

Energieniveaus des Wasserstoffatoms (und somit der Rydberg-Formel) erfolgt in einem spéteren
Kapitel dieses Skriptums.

In Abbildung 5 ist sowohl das Emissionsspektrum von Helium He, als auch das Absorptionsspek-
trum von H gezeigt. Das Emissionsspektrum entsteht, wenn einem Helium-Gas Energie zugefiihrt
wird und es zu Anregungen kommt — eine sukzessive Abregung fiihrt zur Emission von Photo-
nen in bestimmten Frequenz nach (1.44), was sich in den diskreten Spektrallinien duflert. Dieser
spektrale ,, Fingerabdruck” ermdglicht die Identifikation von Elementen innerhalb eines Gases.
Falls weiles Licht durch ein Gas gestrahlt wird, kommt es bei bestimmten Wellenldngen zur
Anregung der Gasatome; Photonen jener Energie werden demnach absorbiert und treten nach
dem Durchtreten des Gases nicht mehr im initialen Strahl auf.

394 416 427 441 469 502 589 668 710

Helium

‘Wasserstoff

410 434 486 656

Abb. 5: (oben) Das Emissionsspektrum von Helium; die Spektrallinien sind als Wellenléngen
in nm angegeben. (unten) Das Absorptionsspektrum von Wasserstoft.
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2 Schrodingergleichung

Bedeutung der Schrodingergleichung

Wenn Teilchen und Materie nach der Hypothese von DE BROGLIE auch Welleneigenschaften
besitzen, stellt sich die Frage, welche Wellengleichung diese Materiewellen beschreibt. Die
Antwort gab ERWIN SCHRODINGER als er im Jahr 1926 die heute nach ihm benannte Schrd-
dingergleichung (2.8) formulierte, die die grundlegende Gleichung der nicht-relativistischen
Quantenmechanik darstellt. Die Schrodingergleichung erwies sich als so erfolgreich, unter
anderem bei der Beschreibung des Wasserstoffatoms, dass ERWIN SCHRODINGER bereits
im Jahr 1933 den Nobelpreis fiir seine Arbeit erhielt.

Ganz im Gegensatz zur klassischen Mechanik, in welcher der Zustand eines Systems zu
einem bestimmten Zeitpunkt durch die Positionen r;(t) und Impulse p;(t) aller Teilchen
beschrieben werden kann, wird der Zustand eines quantenmechanischen Systems durch
eine sogenannte Wellenfunktion 1 (r,t) reprasentiert. Dabei ist die Schréodingergleichung
die Differentialgleichung, mit der man die zeitliche Evolution dieser Wellenfunktion (und
somit des quantenmechanischen Systems) bestimmen kann.

2.1 Motivation der Schrodingergleichung

Die Schrédingergleichung kann nicht direkt aus der klassischen Physik gefolgert werden. Ausge-
hend von der Idee der Materiewelle und der Quantisierung der Energie in Form von , Energiepa-
keten“ E = hw, kann man sie aber zumindest ,,motivieren*, wie wir im Folgenden demonstrieren
wollen.

Wir betrachten ein sich bewegendes Masseteilchen (der Einfachheit halber vorerst nur in einer
Dimension), und gehen dabei von DE BROGLIE’S Idee der Materiewelle im freien Raum aus. In
anderen Worten, wir postulieren, dass sich das bewegte Masseteilchen durch eine Wellenglei-
chung beschreiben lasst. Die allgemeine Losung einer eindimensionalen Wellengleichung ist eine
Superposition von ebenen Wellen der Form:

Y(x,t) = Celko=wt) (2.1)
Bilden wir die zweite Ortsableitung jener Wellenfunktion (2.1), erhalten wir:

0? -

St t) = =k C et = k2 y(a, 1) (2.2)
Geméafl DE BROGLIE gilt fir den Impuls von Materiewellen p = fk nach (1.40) und somit
p? = h%k% (mit |p|? = p? und |k|? = k?). Daraus folgt k? = p?/h?, was wir in (2.2) einsetzen
kénnen:

02 2
Sl t) = 15 (@)

Die kinetische Energie eines bewegten Teilchens ldsst sich (im nicht-relativistischen Fall) dar-
stellen als Fyi, = mv?/2 = m?v?/(2m) = p?/(2m). Dies ldsst sich umformen zu p? = 2mFEyy,.
Eingesetzt in die obere Gleichung, bekommt man folgende Differentialgleichung:

9?2 2
Sulet) = —%Ekin(x,t)w(x,t) —
h? 9?2
Ekjn(fl?,t) ¢($,t) = *%ww(ﬂj,t) (23)

Fiir die Gesamtenergie gilt hingegen E' = Fyi, + Epot. Die potentielle Energie Fpo stellen wir
vorerst liber ein zeitunabhéngiges Energiepotential V' (z) dar, woraus folgt: E' = Ey,(x,t)+V (x),
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2 Schrodingergleichung

beziehungsweise Eyin(z,t) = E — V(z). Setzen wir wiederum in (2.3) ein, erhalten wir eine
Differentialgleichung fiir die Gesamtenergie E:
h2 82
E— -7 —
2~ V@) o) = o ()
n? 02
Ey(z,t) = —%@ﬂ}(%t) + V(z)y(z,t) =
n? o?
(P 2.4
( Ui v<x>> v(a.1) (2.4

Damit haben wir auch schon beinahe die (eindimensionale) Schréodingergleichung! Aber doch nur
beinahe, denn es gibt zwar eine (zweite) Ableitung nach dem Ort, aber noch keine Zeitableitung.
Zudem bendtigen wir noch einen Ausdruck fiir die Gesamtenergie . Hier kommt uns noch einmal
DE BROGLIE zu Hilfe. Betrachten wir die Zeitableitung der Wellenfunktion (2.1):

%w(w,t) = —iw Ce'*FT=) — i), t) (2.5)

GemaéB (1.35) postuliert DE BROGLIE fiir Materiewellen aber E = fw, beziehungsweise w = E/h.
Damit kénnen wir (2.5) umschreiben zu:

9 ; 9
aw(m,t):—%Ew(a:,t) — By(a,t) = ihsth(a,t) (2.6)

Setzen wir diese Erkenntnis nun in (2.4) ein, erhalten wir schliefllich die fertige (eindimensionale)
Schrodingergleichung:

.0 n* o2

zhaw(aﬁ,t) =\~2m5.2 " V(z) | Y(x,t) (2.7)
Geht man von einer Dimension zum R? iiber, muss die zweite rdumliche Ableitung durch den
Laplace-Operator A ersetzt werden. In kartesischen Koordinaten ist A einfach definiert als:

0? 0? 0?
~ 2 Top a2

Fasst man all die oberen Punkte zusammen, erhélt man einen allgemeinen Ausdruck fiir die
Schrodingergleichung eines Teilchens:

A=V?

2
(—;—mA + V(r)> P(r,t) = m%w(r, t) (2.8)

Der kinetische und potentielle Energieterm auf der linken Seite in (2.8) fithren zu einem Aus-
druck, welcher der klassischen Hamiltonfunktion H(r,p) entspricht. Diese Ahnlichkeit wird im
Anhang 10.1 ndher diskutiert werden.

Fiir ein freies Teilchen, sprich, fiir ein verschwindendes Potential (V(r) = 0), gilt im dreidimen-
sionalen Raum ein vereinfachter Ausdruck:
h2 0

2m

Fir ein System bestehend aus N miteinander wechselwirkenden Teilchen in einem Potential
Vi(r;) muss die Wechselwirkungskraft Va(rye) zwischen den einzelnen Teilchen in Relation zu-
einander (ry =r; —r;) ebenso miteinbezogen werden:

N B2 1 N o
|:Z <Al + Vl(rl)> + 5 Z ‘/2(1‘@ — I‘j):| 1!)(1‘1, R ,I‘N,t) = iha’(/)(rl, L ,I‘N,t) (210)

14



Quantentheorie 1

Betrachtet man lediglich ein System aus N Teilchen, welche nicht miteinander wechselwirken
sollen, vereinfacht sich die Schrédingergleichung (2.10) wieder zu:

N [—n? 9
Z <2m A+ Vl(ri)> Y(ry,...,ry,t) = zhaw(rl, ooy TN, T) (2.11)

i=1 g
2.1.1 Korrespondenzprinzip

Motivation: Darstellung klassischer Messgroflen in der Quantenmechanik

In der klassischen Mechanik werden messbare Systemeigenschaften A, genannt Observa-
blen, als eine Funktion des Phasenraums, also als Funktion aller (verallgemeinerten) Ko-
ordinaten ¢; und Impulse p; beschrieben: A(t) = A(qi,...,qn,P1,---,PN,T).

Wie wir aber gesehen haben, wird ein quantenmechanisches System nicht durch die Koor-
dinaten und Impulse aller Teilchen beschrieben, sondern durch eine Wellenfunktion. Wir
brauchen also fiir jede klassische Observable A(t) anstelle einer Funktion, die ¢; und p; als
Funktionsargumente hat, nunmehr einen mathematischen Formalismus, der es ermoglicht
fiir eine gegebene Wellenfunktion 4 (r,¢) gesuchte physikalischen Observablen zu berech-
nen. Dies wird mit Hilfe von Operatoren auf Hilbert-Réumen erreicht, wobei bestimmte
klassische Observablen durch die mit ihnen korrespondierenden quantenmechanischen Ope-
ratoren ersetzt werden.

Tatséchlich stellt sich heraus, dass es fir jede klassische Observable A(t) einen &qui-
valenten Operator A gibt, den man auf die Wellenfunktion v (r,t) wirken lassen kann:
Alqry -, qN,P1, -« -, DN, T) flw(r, t). Dies nennt man das Korrespondenzprinzip. Die Ei-
genschaften solcher Operatoren werden in spateren Kapitel genauer diskutiert werden.

Obwohl wir Operatoren erst spéter rigoros definiert werden sollen, wollen wir an dieser Stelle
einige wichtige Operatoren kurz vorstellen, welche die Darstellung zukiinftiger Gleichungen ver-
einfachen.

Fiir die Energie F gilt die in (2.6) bereits hergeleitete Korrespondenz-Identitét:

.0
E ¢ E=ihg, (2.12)

Lassen wir £ auf eine Wellenfunktion wirken, erhalten wir die entsprechende Energie. Sehen wir
uns als nichstes an, was der Operator —ih% liefert (der in zweiter Ordnung in der Schrédin-
gergleichung auftritt), wenn er direkt auf ¢ (x,t) wirkt:

0 o . .
— 3 . i(kr—wt)) _ i(kx—wt)) _
zhaxlb(:c,t) = zh—ax (Ce ) = hk (C'e ) = hk(z,t) (2.13)

Geméfl DE BROGLIE gilt aber p = hk, wodurch —iha% mit dem Impulsoperator assoziiert wird:

pHﬁ——Mir (2.14)

Fiir den Impulsoperator im dreidimensionalen Raum R? finden wir analog:
p < p=—thV (2.15)

Im Anbetracht der dreidimensionalen Schrodingergleichung (2.8) finden wir fiir den quadrati-
schen Impulsoperator p? den folgenden Zusammenhang:

p? & p? = k%A (2.16)
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2 Schrodingergleichung

Betrachten wir jetzt noch einmal die Schrodingergleichung (2.8). Wie wir in (2.12) festgehalten
haben, liefert die rechte, zeitabhéngige Seite die Gesamtenergie F. Aber dann muss natiirlich
die linke Seite von (2.8) ebenfalls die Gesamtenergie liefern! Somit ist der folgende Ausdruck
ebenfalls ein Energieoperator, welchen wir fortan als den Hamiltonoperator H bezeichnen:

. h?

H=—-——A+V 2.17

AT V() (2.17)

Fiir ein Teilchen mit Masse m in einem beliebigen Potential V (r) kann H mit Hilfe von (2.15)
angeschrieben werden als:

N h? (2.16) P> N
E+ H= —%A+V(r) = %+V(r) (2.18)

Auf diese Art und Weise lasst sich die Schrodingergleichung aus (2.8) kompakt anschreiben:
2 0
Hiy(r,t) = zhaw(r, t) (2.19)

2.1.2 Aufenthaltswahrscheinlichkeit

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte p(r,t), welche iiber den Ausdruck p(r,¢)dr beschreibt,
mit welcher Wahrscheinlichkeit sich das Teilchen zum Zeitpunkt ¢ in einem infinitesimal kleinen
Volumsbereich dr aufhélt, kann aus der Wellenfunktion v (r, ¢) wie folgt berechnet werden:

p(r,t) = @Z}*(r?t)d}(ra t) = |1/}(I', t)|2 (2'20)

Man sieht, dass aus experimentell ermittelten Werten von p(r,t) = p die zugrunde liegende Wel-
lenfunktion (r,¢) nie vollstandig rekonstruiert werden kann, da das Betragsquadrat sdmtliche
Phaseninformationen eliminiert: Eine Wellenfunktion ¢) = e mit reeller Phase p liefert genau
dieselbe Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte wie 1. Konjugiert man (2.20) komplex, erhélt man
die Beziehung:

P* = (1/}(1‘, t)*¢(rvt))* = ¢(I‘,t)7j](1’, t)* = 1/}(1‘, t)*¢(rvt) =P

Dies muss natiirlich so sein, denn die Wahrscheinlichkeitsdichte p(r,t) ist eine reelle Zahl.
Im eindimensionalen Fall ist die Wahrscheinlichkeit w(t), dass sich ein Teilchen zum Zeitpunkt
t in einem bestimmten Bereich zwischen = a und = = b befindet, gegeben durch:

b b
w(t):/a dxp(q:,t):/a da [v(z, 1) (2.21)

Da sich das betrachtete Teilchen (im eindimensionalen Fall) mit absoluter Sicherheit zu jedem

Zeitpunkt irgendwo zwischen £ = —oo und z = +o00 befindet, muss im Sinne einer Wahrschein-
lichkeitsinterpretation die Integration von p(z,t) von x = —oo bis x = 400 genau 1 ergeben:
oo oo
/ dz p(z, 1) :/ d [ (z, D)2 = 1 (2.22)
—00 —00

Im dreidimensionalen Fall muss analog die Integration iiber den gesamten Raum V wieder genau
1 ergeben:

/de(r,t) :/ dV |[¢(r, 1) =1 (2.23)
|4 Vv

Es ist zu beachten, dass sich diese Normierung nicht automatisch aus der Schrédingergleichung
ergibt. Vielmehr muss die Wellenfunktion ¢ (r,t) in einem eigenen Rechenschritt mit einer ent-
sprechenden Konstante versehen werden, um die Normierungsbedingungen (2.22) beziehungs-
weise (2.23) zu erfiillen.

16



Quantentheorie 1

Damit eine Normierung der Wellenfunktion mit einer passenden Konstanten iiberhaupt moglich
ist, miissen alle giiltigen Wellenfunktionen zu den sogenannten quadratintegrablen Funktionen
gehoren, d.h. folgende Bedingung erfillen:

/ AV |(r, D)2 < 00 (2.24)
14

Dass w(t) als eine Wahrscheinlichkeit angesehen werden kann, motivieren wir mit zwei Annah-
men: w(t) ist reell und positiv definit (w(t) > 0). Die erste Bedingung folgt aus p* = p:

b b
w*:/d:np*:/dxp:w
a a

Dadurch, dass w* = w ist, muss w reell sein. Zusammen mit dem Postulat der positiv definiten
Metrik, ist w(t) konform mit der Interpretation als eine Wahrscheinlichkeit.

Beispiel: Berechnung einer Wahrscheinlichkeitsdichte

Wir gehen von einer Wellenfunktion ¢ aus, welche sich aus der Superposition von zwei
separaten Wellenfunktionen v, und o zusammensetzt. Es gilt:

Y =ay1 + by

Die Wahrscheinlichkeitsdichte kann nun durch das Betragsquadrat berechnet werden:

[|? = P*p = (a*yf + b*3) (arhs + bips) =
= lal?[i1|* + [bI?[vha]? + a*pibiby + b*Ysay = | z = a*pibips, 2* = b Y3ayy
= [al?[¢1|* + [b]*[1ha]® + 2 + 2" = | 2+ 2" = 2Re(2)
= |a?|y1[* + [b]*|th2]” + 2Re(a*¢}bebs)

Neben den zu erwartenden Termen, welche die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der jeweili-
gen Wellenfunktion 1, und 5 beschreiben, erhilt man einen weiteren Ausdruck, welcher
als Interferenzterm bezeichnet wird. Dieser ist verantwortlich fiir spezielle Phédnomene der
Quantenmechanik, beispielsweise erkliart er das Interferenzmuster beim Doppelspaltexpe-
riment. Die Form des Interferenzterms soll anhand zweier komplexer Zahlen a = a; und
8 = by verstanden werden:

a*f+ af* = (af*)* + af* = Re(af*) —ilm(af) + Re(af*) + i Im(af*) = 2Re(af”)
Eine andere Rechenmdglichkeit fiir die komplexen Zahlen wére:

a*B + af” = [Re(a) — iIm(a)][Re(B) + i Im(B)] + [Re(a) + i Im(a)][Re(B) — i Im(5)] =
= 2Re(a) Re(B) 4+ 2Im(a) Im(B) = 2 [Re(af) + Im(ap)]

2.1.3 Wahrscheinlichkeitsstromdichte

Motivation: Wahrscheinlichkeit als Erhaltungsgrofle

Wie wir bereits festgestellt haben, muss die Wahrscheinlichkeit, ein beobachtetes Teilchen
irgendwo im gesamten Raum anzutreffen, stets Eins sein. Streng genommen ist dies eine
Beschrankung der Schrédinger’schen Quantenmechanik. In der Hochenergiephysik kénnen
Teilchen sehr wohl erzeugt oder vernichtet werden — ein Aspekt, welcher in der Quanten-
feldtheorie (QFT) beriicksichtigt wird. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit kann zu einem
Zeitpunkt ¢; in einem Raumbereich zwar hoher sein als in einem anderen Raumbereich,
und zu einem spéteren Zeitpunkt to kann es sich umgekehrt verhalten. Aber die Gesamt-
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wahrscheinlichkeit iiber den gesamten Raum betrdgt immer Eins, weswegen die Gesamt-
wahrscheinlichkeit eine Erhaltungsgrofie ist!

Der gesamte Raum gleicht daher in gewisser Weise einem Behélter, in dem die Wahrschein-
lichkeitsdichte zwar von einer Stelle zu einer anderen ,stromen® kann, aber es wird nie
zusitzliche Wahrscheinlichkeit ,erzeugt oder vernichtet“. Es muss daher eine Kontinuitéts-
gleichung geben, und eine Wahrscheinlichkeitsstromdichte definierbar sein.

Fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte haben wir bereits zuvor den folgenden Ausdruck
ermittelt: p(r,t) = [1(r,t)|?, wobei p eine positiv definite Grofe ist. Integrieren wir {iber den
gesamten Raum, ergibt p immer 1, was bedeutet, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit erhalten
bleibt. Gleichzeitig kann sich p(r, t) aber in jedem Raumbereich zeitlich verandern. Wir erwarten
daher, dass es eine Wahrscheinlichkeitsstromdichte j geben muss, die zusammen mit p eine
Kontinuitatsgleichung erfillt (dhnlich wie z.B. die Ladungstriagerdichte und Ladungsstromdichte
in der Elektrodynamik eine Kontinuitatsgleichung erfiillen):

dp

N va 2.2

5=V (2.25)
Man erkennt: Je schneller sich die Wahrscheinlichkeitsdichte p mit der Zeit &ndert, desto grofier
muss die riumliche Anderung der Wahrscheinlichkeitsstromdichte j sein. Wir versuchen nun,
einen Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeitsstromdichte j zu finden, sodass obige Gleichung (2.25)
erfiillt ist. Dazu miissen wir die zeitliche Ableitung von p = ¢*¢ bilden:

op _ 31/1* w
ot

<w V) =+ (2.26)
Um die zeitliche Ableitung von v in eine Ortsableitung umzuwandeln, verwenden wir die Schro-

dingergleichung (2.9) fiir ein freies Teilchen:

K2 O oY h
_ 7A¢ — h@ — B = —%Agb (2.27)

Einen Ausdruck fiir die zeitliche Ableitung von 1* bekommen wir, indem wir die Schrédinger-
gleichung (2.9) auf beiden Seiten komplex konjugieren:

h2 T o\t h2 O o ho .,
Setzt man (2.28) und (2.27) in (2.26) ein, erhilt man:
6 h * *
5 = 5 (A" — v" Ayl (2.29)

Damit haben wir bereits eine Gleichung, die auf der linken Seite die Zeitableitung von p und
auf der rechten Seite Ortsableitungen von v beziehungsweise 1* beinhaltet. Jedoch kénnen
wir die rechte Seite von (2.29) noch nicht unmittelbar mit der Kontinuitatsgleichung (2.25)
in Ubereinstimmung bringen, da diese von der Divergenz eines (Wahrscheinlichkeits)-Stroms
bestimmt wird. Dazu bedarf es noch einer weiteren Umformung, fiir die wir zuvor mit Hilfe der
Produktregel folgende Identitdten herleiten miissen:

V-V = (AY*)Y + (VY (VY) = (Ay™)y = V - [(VYH)Y] = (VYT) (V)
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Durch Einsetzen beider Beziehungen aus (2.30) in (2.29) erhélt man schliefllich:

% [V (VW] (V) (V) V- (8 V) + (V) (V) =
= (V) — V] =

-V [V Vi b - ) V] = e =0 v

2%m 21m
=-V . (a+a*)=-V - [2Re(a)] =

V-j (2.31)

J
Vergleicht man dieses Ergebnis mit der Kontinuitéatsgleichung (2.25), kann man unmittelbar den
gesuchten Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeitsstromdichte j(r,t) ablesen:

h

i(r.8) =Re (4" -V9) = o [V — (V) (232

Wir haben bei dieser Herleitung die Schrodingergleichung fiir ein freies Teilchen verwendet.
Ausdruck (2.32) und die Kontinuitédtsgleichung (2.25) gelten jedoch auch (ohne Beweis) fiir ein
Teilchen in einem (reelwertigen) Potential. Auflerdem folgt aus (2.25), dass die Wahrschein-
lichkeitsdichte erhalten bleibt. Um dies zu zeigen, wenden wir den Satz von Gaufl an (mit

Flédchennormale n):
~[avv.j=-¢ dsn-j=o
v v

Ist ¥ (r,t) eine quadratintegrable Funktion, kann sie normiert werden, sodass die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit am Rand des Systems verschwindet. Daraus folgt die Normerhaltung bei
reellen Potentialen.

2.1.4 Zeitunabhangige Schrodingergleichung

In diesem Kapitel zeigen wir, dass man die Schrodingergleichung 16sen kann, indem man die
Wellenfunktion in einen raum- und einen zeitabhdngigen Anteil separiert, und wie die nur orts-
abhingige Losung mit der sogenannten zeitunabhdngigen Schridingergleichung zusammenhéngt.

Die Schrodingergleichung (2.8) und die resultierende Wellenfunktion (r,t) sind offenbar zeit-
und ortsabhangig:

2
<2F§nA n v<r>) R )

Solange das Potential V(r), nur vom Ort abhingt, kénnen wir einen Ansatz wéhlen, bei dem
die Wellenfunktion v (r,t) in einen raum- und einen zeitabhéngigen Teil faktorisierbar ist:

Y(r,t) = d(r)x(t) (2.33)

Setzen wir nun den Ansatz (2.33) fiir diese speziellen Losungen in die Schrodingergleichung (2.8)
ein, gelingt uns durch Umformen eine Trennung der Orts- und Zeitvariablen:

LN (w(r)x(t)) + V() (r)x(t) = i (15(1“)9475))
d

2m ot
2 ~ ~ ~ ~
) Ab) + V) = indb(r) D | [0
21 - 1 dx()

AyY(r) + V(r) =ih — (2.34)

2m 4 (r)

19



2 Schrodingergleichung

Die linke Seite von (2.34) hangt nur von r ab, die rechte Seite nur von ¢. Damit die Gleichung
fiir alle r und t erfiillt ist, miissen sowohl die linke als auch die rechte Seite einer Konstanten
entsprechen. Wir nennen diese Konstante in weiser Voraussicht F, und betrachten zunéchst die
rechte Seite von Gleichung (2.34), welche zuvor mit x(¢) multipliziert wird:

d
ihax(t) = Ex(t) (2.35)
Ein Vergleich mit (2.12) zeigt: Da E= ih% der Energieoperator ist, handelt es sich bei der ge-
wéahlten Konstante E offenbar um die Gesamtenergie. Eine Losung fiir x(¢) kann leicht gefunden
werden:

dy 1 ldy E 1 E 1 E
h—=Ex| — = ——F—=—=| dt = —dxy=—=dt = [ —dx=—=[d =
i = Ex Ydt in X T /XX ih/

E Et : . 4
IH(X) —_ %t 4= —Z? e =— X(t) — eflEt/thc — esz't/hec — Neszt/h

(3

Die Konstante N wihlen wir einfach als N = 1, weil wir aufgrund des Ansatzes ¢ (r,t) = D(r)x(t)
die gesamte Normierung in v (r) verlagern kénnen. Es gilt E' = hw beziehungsweise w = E/A,
wodurch wir die Losung fiir x(¢) anschreiben kénnen als:

t) = e*iEnt/h — e*’iwnt 2.36
Xn

Aufgrund der mathematischen Form von x,(¢) entspricht der zeitabhédngige Anteil der Losung
einem Phasenfaktor. Der Index n soll andeuten, dass es — wie wir noch sehen werden — im All-
gemeinen viele (oft unendlich viele) Losungen der Schrodingergleichung mit unterschiedlichen
Energien FE, gibt. Betrachten wir noch die linke — ausschliellich ortsabhéngige — Seite von Glei-
chung (2.34) und setzen sie erneut gleich der konstanten Energie £. Nach einer Multiplikation

mit ¢(r) gilt:

2
— oL AY(E) + V() = Bir) (2:37)

Gleichung (2.37) ist die zeitunabhéngige Schrodingergleichung. Wir konnen diese mit Hilfe des
Hamiltonoperators (2.18) kompakt anschreiben als:

Wieder verwenden wir den Index n, um anzudeuten, dass es mehrere Losungen mit unterschied-
lichen Energien geben kann. Bei der zeitunabhingigen Schrédingergleichung handelt es sich im
Allgemeinen um eine lineare, elliptische, partielle Differentialgleichung, deren Lésung die Auf-
gabe der folgenden Kapitel sein wird.

Stationdre Losungen Wir haben also gezeigt, dass man — ein zeitunabhéngiges Potential V' (r)
vorausgesetzt — spezielle Losungen der Schrodingergleichung in einen ortsabhéngigen Teil 1), (r)
und einen zeitabhéngigen Teil y,,(t) faktorisieren kann, so dass gilt:

U (1,8) = P (0)xn(t) "2 G (r)eont (2.39)

Wieder charakterisiert der Index n verschiedene Losungen mit unterschiedlichen Energien F,,.
Betrachtet man jede einzelne dieser speziellen Losungen genauer, stellt man fest, dass die ihnen
entsprechende Aufenthaltswahrscheinlichkeit zeitunabhéngig (stationér) ist:

p =0 (r, t)e(r,t) = (r)e P(r)e™ = [§(r)|? (2.40)

Man spricht dementsprechend von stationdren Lisungen der Schrodingergleichung, die durch
Losen der zeitunabhéngige Schrodingergleichung (2.38) bestimmt werden kénnen und die jeweils
einer wohldefinierten Energie E,, zugehorig sind.
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Superposition von Zustinden Wann ist es aber nicht ausreichend, nur die zeitunabhéngige
Schrodingergleichung (2.38) zu 1ésen? Da die Schrodingergleichung eine lineare Differentialglei-
chung ist (das heifit, 1 kommt nur in erster Potenz vor), ist das Superpositionsprinzip anwendbar:
Beliebige Linearkombinationen von Losungen sind wieder eine Losung. Wir kénnen demnach an
Losungen interessiert sein, die eine Superposition von mehreren stationdren Losungen darstellen,
wie beispielsweise:

(e, 1) = N (@n(r,) + (e, 1)) = N (Sr(r)e 00 + do(r)e ") (241)

Die Konstante N ist dabei eine Normierungskonstante, die so zu wéhlen ist, dass die Normie-
rungsbedingung (2.23) erfiillt ist. Berechnet man die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte p fiir
U(r,t), dann sieht man, dass diese nicht mehr zeitunabhéngig ist:

p =V, t)¥(r,t) =
=[NP |G () + d3(r)e> | [ia(r)e ™ + da(r)e 2| =
= [NP[[d1(x)[2 + [Da(r)]? + 1 (£)da () 742 4 Gy (0) 5 (1) 270! | = | o = iahpe’de!
= INP [[$1@) + [ (@) + @ + 0] = [ @ +a” = 2Re(a)
= NP2 [[@1(x)[? + [ (x) 2 + 2 Re (65 (x) iy (x)e’r <)) | (242)

Die Wellenfunktion ¥(r,t), die keiner wohldefinierten Energie F,, zugeordnet werden kann, ist
keine Losung der zeitunabhingigen Schrodingergleichung und ihre Zeitentwicklung ergibt sich
durch Superposition von mehreren stationdren Losungen (mit zeitabhédngigen Phasenfaktoren).
Alternativ kann man eine direkte Losung der zeitabhéngigen Schrodingergleichung versuchen.

2.1.5 Eigenschaften der Schrodingergleichung

Eine exakte Losung der Schréodingergleichung ist nur fiir sehr wenige Systeme moglich. Mithilfe
einer griindlichen mathematischen Klassifizierung der Schrodingergleichung, lassen sich dennoch
hilfreiche Erkenntnisse iber mégliche Losungen ableiten. Eigenschaften der Schrédingergleichung
sind:

B Sturm-Liouville Problem: Die eindimensionale, zeitunabhéngige Schrodingergleichung
kann als ein Sturm-Liouville Eigenwertproblem verstanden werden. Daraus folgt, dass wir
reelle, geordnete Eigenwerte A, finden kénnen (A\; < Ay < ...), deren zugehérige Eigen-
funktionen n — 1 Nullstellen haben werden — diese ,,Knoten* fiithren uns zum Knotensatz,
welcher eine Reihung der Eigenwerte ermoglicht. Die Eigenfunktionen stehen aufeinander
normal und bilden eine vollstdndige Basis.

B Partielle Differentialgleichung: Die zeitunabhéngige Schrodingergleichung ist eine par-
tielle Differentialgleichung, weil sie sowohl partielle Ableitungen nach dem Ort r, als auch
nach der Zeit ¢ beinhaltet. Allerdings ist die Zeitableitung eine einfache Ableitung, wiahrend
nach dem Ort zweimal abgeleitet wird: Sie ist also eine Differentialgleichung 1. Ordnung in
der Zeit und 2. Ordnung im Raum. Das Fehlen der Symmetrie in Ort- und Zeitableitungen
steht im Widerspruch mit einer relativistischen Anwendung der Schrédingergleichung, da
in der Relativistik Raum- und Zeitkoordinaten gleichberechtigt behandelt werden. Die-
ses Problem wird durch die Diracgleichung gelost, die allerdings nicht im Rahmen dieser
Vorlesung behandelt wird.

B Parabolische Differentialgleichung: Die zeitabhéngige Schrodingergleichung gehort
zur Klasse der parabolischen Differentialgleichungen, da die Zeitkomponente durch eine
erste zeitlich Ableitung beeinflusst wird. Durch die Abhéngigkeit vom Ort und von der Zeit
ist das Losen der Schrédingergleichung sowohl ein Randwert- als auch ein Anfangswert-
problem. Eine weitere parabolische Differentialgleichung ist die Wéarmeleitungsgleichung.
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2 Schrodingergleichung

B Lineare Differentialgleichung: Die Schrédingergleichung ist eine lineare Differential-
gleichung, dementsprechend kommt 3 nur in erster Potenz vor. Das bedeutet wiederum,
dass auch eine Superposition von Lésungen wieder eine Losung der Schrédingergleichung
sein muss. Um dies zu zeigen nehme man an, dass ¢ und ¢ valide Wellenfunktionen dar-
stellen — gleiches muss nun fiir ¥ = a® + B¢ gelten:

(ﬂ—ihi)@:( —zha>(a¢+ﬁ¢)—a< H —ih— >¢+ﬁ( ih;)¢zom

® Homogene Differentialgleichung: Die Homogenitéit der Schrédingergleichung ist Vor-
aussetzung dafiir, dass die Wellenfunktion zu allen Zeiten normierbar ist. Wird diese An-
nahme fallengelassen ist die Normerhaltung der Schrodingergleichung verletzt (ebenso ist
dies der Fall, wenn das Potential imaginére Terme enthélt).

® Born’sche Wahrscheinlichkeitsinterpretation: Die Wellenfunktionen (r,¢) als Lo-
sungen der Schrodingergleichung entziehen sich einer direkten physikalischen Interpreta-
tion — jedoch kann p(r,t) = |1(r,t)[? aus (2.20) als Wahrscheinlichkeitsdichte verstanden

werden.

Vertiefung: Keine Normerhaltung mit komplexem Potential

Ublicherweise (und auch durchgehend im Rahmen dieses Skriptums) ist der Potentialterm
in der Schrodingergleichung reellwertig. In gewissen Zusammenhéngen kann es jedoch prak-
tisch sein, ein komplexwertiges Potential V' (r) anzunehmen:

hQA v _.ha O — hQA Vv 2.43
5 +V(r) | Y(r,t) =i alb(rvt) mit = Tom +V(r) (2.43)

Dadurch, dass V(r) nun imaginére Anteile besitzt, ist V(r) # V*(r) und der Hamiltonope-
rator daher insgesamt nicht mehr hermitesch (I:I +H *). Wir wollen nun kléren, wie sich
das auf die Kontinuitétsgleichung auswirkt. Wir beginnen mit demselben Ansatz (2.26)
wie beim freien Teilchen:

op _
ot

oY* 0
LA

(w ¥) =

Um einen Zusammenhang zw1schen bemehungswelse agt und A herzustellen, dividie-

ren wir beide Seiten der (komplex—konjuglerten) Schrodingergleichung (2.43) durch if:

oY h op* h V*
E 2im @04’ @ZJ und ot~ 2im Ay "~ ih

o (2.44)

Setzen wir nun beide Relation aus (2.44) in den Ansatz (2.26) ein:

9p _ Ve o L[ h 1%
i ‘/’]1/’”’ A
h
= S (AP — DY 7 (V — V) (2.45)
—V-j

Der erste Term auf der rechten Seite von Gleichung (2.45) ist identisch mit Ausdruck (2.29),
der in weiterer Folge in (2.31) als —V - j identifiziert wurde. Fiir den Ausdruck (V — V*)
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gilt folgende Rechenregel fiir komplexe Zahlen: V' — V* = 2{Im(V'). Damit erhalt man die
folgende, angepasste Kontinuitétsgleichung:

% — V.t %Im(V) (2.46)
Die Kontinuitdtsgleichung enthélt nun aufgrund des komplexwertigen Potentials einen zu-
satzlichen Term, welcher abhéngig vom Vorzeichen von Im(V') einer Teilchenquelle oder
-senke entspricht. Die Gesamtwahrscheinlichkeit p (also die iiber den gesamten Raum inte-
grierte Wahrscheinlichkeitsdichte) ist dadurch im Allgemeinen nicht erhalten. Man kann so
auf relativ einfache Art physikalische Situationen simulieren, in denen zusétzliche Teilchen
entstehen oder verschwinden kénnen.

Vertiefung: Keine Normerhaltung mit inhomogener Schrodingergleichung

Die physikalisch korrekte Schrédingergleichung ist eine homogene Differentialgleichung.
Zur vereinfachten Simulation spezieller physikalischer Konfigurationen kann es aber hilf-
reich sein, einen Inhomogenitatsterm hinzuzufiigen. Wir gehen also von einer Schrédinger-
gleichung fiir ein freies Teilchen mit einer (komplexen) Inhomogenitéit s(r,t) aus:
" np(et) +s(et) = in Dt mit = (2.47)
- — = th—y(r mi =—— .
2m " ot 2m
Hier gilt zumindest wieder H = H* (der Hamiltonoperator ist hermitesch). Fiir eine kom-
plexwertige Inhomogenitét gilt dieser Zusammenhang jedoch nicht: s(r,t) # s*(r,t). Wie-
der wollen wir eine Kontinuitétsgleichung ableiten — wir gehen analog wie in (2.26) vor:
Op _ 31/1* Y
ot

2w =2pre?

Wie schon im vorigen Beispiel dividieren wir die Schrédingergleichung (2.47) durch if um
einen einfachen Zusammenhang zwischen der zeitlichen und der rdumlichen Ableitung zu
erzeugen — anschlieend konjugieren wir beide Seiten der Gleichung komplex:

oY h oy* h
E - 2im w—i_i und ot~ 2im

AY* — — (2.48)

Damit kénnen wir unseren bewéhrten Ansatz durch einsetzen von (2.48) in (2.26) weiter-
verfolgen:

op [ h h I
o = LoV v [ AVt s =
h )
zzlm[mw)w YA~ [~ 9t = |a= "
h * * *
= 5 [(A") — ¢* A —%(a —a’) (2.49)

—Vj

Der erste Term auf der rechten Seite von Gleichung (2.49) ist, wie wir mittlerweile aufgrund
(2.29) und (2.31) wissen, identisch mit —V - j. Fir den Ausdruck (a — a*) gilt folgende
Rechenregel fiir komplexe Zahlen: o — a* = 2iIm(a) = 2i Im(s*). Damit erhilt man die
folgende, angepasste Kontinuitdtsgleichung:

dp

. 2 X
i -V-.j— ﬁlm(s ) (2.50)
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2 Schrodingergleichung

Wieder enthélt die Kontinuitdtsgleichung einen zusétzlichen — je nach Vorzeichen von
Im(s*y) — absorbierend oder verstérkend wirkenden Anteil, welcher die normerhaltende
Wirkung der Kontinuitdtsgleichung bricht. Man kann so beispielsweise ddmpfend Effekte
relativ einfach berechnen.

2.2 Wellenpakete

Motivation: Beschreibung klassischer Vorginge mit der Quantenphysik

Wir haben bereits gezeigt, dass die eindimensionale Schrédingergleichung (2.7) durch ebene
Wellen der Form t(z,t) = Ae'**=%1) gelost wird. Wenn wir damit aber selbst etwas so
einfaches wie beispielsweise die Bewegung eines einzelnen Teilchens im Raum darstellen
wollen, stoflen wir auf mehrere Probleme:

B Klassische Teilchen sind genau lokalisierbar. Auch von der Quantentheorie erwarten
wir, dass sie den Ort eines Teilchens zumindest mit der entsprechenden quantenme-
chanischen Wahrscheinlichkeit darstellen kann.

B Im Gegensatz zu dieser Erwartung sind ebene Wellen jedoch véllig delokalisiert: Die
Wahrscheinlichkeitsdichte einer ebenen Welle p = [th(x,t)|?> = |Ae'**=«D)|2 jst an
jedem Punkt im Raum konstant p = |A|?.

® Damit ist ¢ (z,t) nicht entsprechend der Normierungsbedingung (2.22) normierbar:
Das Integral einer Konstanten iiber ein unendliches Raumgebiet geht gegen unendlich!

Wie wir in diesem Kapitel zeigen werden, besteht die Losung dieser Probleme darin, eine
unendliche Anzahl von ebenen Wellen in einer Superposition zu vereinen, so dass die Ge-
samtlosung am Ende ein im Raum lokalisiertes Wellenpaket ergibt, welches man mit einem
Teilchen identifizieren kann, das (wenn auch mit entsprechender ,,Quantenunscharfe®) die
Gesetze der klassischen Physik in bestimmten Grenzfillen erfiillt.

Wir suchen eine geeignete Superposition von Losungen der Schrédingergleichung ;. Man kénnte
daher folgenden Ansatz versuchen (A ist hierbei die gesamte Normierungskonstante):

Pz, 1) =AY aphi(z,t) = A aze’hir—it) (2.51)

Die Summe in (2.51) stellt eine diskrete Superposition von ebenen Wellen dar. Die verschiedenen
Entwicklungskoeffizienten a; sind dabei komplexe Zahlen, welche die Gewichtungen der Einzel-
l6sungen in der Superposition definieren. Eine derartige diskrete Superposition fiithrt jedoch nie
zu einer im Raum lokalisierten Lésung. Dies kénnen wir mit einer kontinuierlichen Superposition
der folgenden Gestalt erreichen:

[ee) 0 .
bz, ) = A / dk a(k)v(z, ) = A / dk a(k)ew—rt) (2.52)
— 0o —0o0
Anstelle der diskreten Gewichtungskoeffizienten a; in (2.51), muss bei der kontinuierlichen Su-
perposition (2.52) eine Gewichtungsfunktion a(k) verwendet werden. Es stellt sich heraus, dass
folgende Gewichtungsfunktion fiir die Bildung von lokalisierten Wellenpaketen gut geeignet ist:

a(k) = e~ (hho)*e? (2.53)

Dies entspricht einer um kg verschobenen GauBfunktion; a(k) hat klar die Eigenschaft, im Un-
endlichen gegen Null zu streben und somit vielleicht iiber den gesamten Raum Normierbarkeit
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zu garantieren. Setzen wir (2.53) in (2.52) ein, erhalten wir:
P(z,t) = /21 /OO dk; ¢~ (k=hko)*d® gilka—wrt) (2.54)
T

Fiir den Zeitpunkt ¢ = 0 konnten wir die Superposition (2.54) auch in folgender Form anschrei-
ben:

= / dk ¢ (k)e™ ™ mit g (k) = Ae(k—ko)*d? (2.55)

Aber das entspricht nun genau der (inversen) Fouriertransformation der Funktion ¢y (k) aus dem
k-Raum in den Ortsraum (mit der Konvention des Vorfaktors 1/1/27 sowohl bei der Hin- als auch
bei der Riicktransformation)! Das heifit, wir kénnen unsere Vorgehensweise auch so verstehen:
Zuerst ,bauen“ wir mit Hilfe der GauBifunktion ¢y (k) und der inversen Fouriertransformation
zum Zeitpunkt t = 0 ein Wellenpaket im Ortsraum. Dabei entspricht der Faktor kg in der
Gaufifunktion dem Anfangsimpuls pg = hky des Wellenpaketes. Dann fragen wir uns, wie sich
dieses Wellenpaket in der Zeit entwickeln wird. SchlieBlich erkennen wir, dass der e**®
Fourier-Integral einer ebenen Welle entspricht, und wir fir ebene Wellen bereits die (triviale)
Zeitentwicklung e~**! kennen. Daher konnen wir zur Zeitentwicklung dem Integranden einfach
e~“rt hinzufiigen, und kommen auf genau dieselbe Lésung wie zuvor in (2.54):

d(x,t) = / dk ¢p,(k)eF ekt mit gy (k) = Ae~(k—ko)*d” (2.56)

-Term im

Wir miissen noch die Abhanglgkelt zwischen der Kreisfrequenz wy, und der Wellenzahl k aus-
driicken: Es gilt Ej = hwy und daher wy, = Ej/h; aufgrund E = p?/2m und p = hk konnen wir
die Kreisfrequenz wy, als Funktion der Wellenzahl k& daher wie folgt darstellen:
E,  p* Rk hk?

‘h 2mh 2mh 2m

Nach Einsetzen dieser Beziehung in (2.54) erhalten wir schliefilich den folgenden Ausdruck fiir
das Wellenpaket ¢(z,1):

wp = (2.57)

¢(x,t) = / e e~ —hoe? gi(ke—100) (2.58)

Durch Einsetzen von (2.57) in (2.56) erhalten wir die dquivalente Darstellung in der “Fourier-
Sichtweise”:

1 ) ) .2
P(x,t) = m/_ dk ¢k(k)e’kxe_z%t mit ¢ (k) = Ae~(k=ko)*d? (2.59)

Setzt man (2.59) in die Schrédingergleichung (2.9) fiir ein freies Teilchen ein, kann man sich
vergewissern, dass das Wellenpaket ¢(z,t) fir alle Zeiten ¢ eine giiltige Losung der Schrodinger-
gleichung ist:

K2 d? . d (2.59)
9 dan(ﬁ(az t) = zh—gﬁ(az,t) =
h? d? 1 o0 k2
dk k ikx —z—m :| — h* [ / dk ikx —z
2m o { o /700 o (k)e 2 Nor dr(k)e

0o d2 . i M
- 2m o / dk ¢, (k) <da:2 6m> ‘ / ki (k)™ < o t) -
/ dk d)k‘ ) ikx —Z t — / dk ¢k ) ik —Z t :

R2k? h2k2
(1) = (e, 1) O

Wir haben somit eine Losung fiir die Zeitentwicklung des Wellenpakets gefunden, ohne die
Schrédingergleichung als Differentialgleichung explizit 16sen zu miissen.

- hk
t}

hkt

=ih
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2 Schrodingergleichung

2.2.1 Berechnung des Wellenpaketes in Ortsdarstellung

Im Folgenden soll nun das Integral (2.58) ausgefiihrt werden. Dazu schreiben wir zunéchst (2.58)
wie folgt um:

2

(2.5%) 7/ dk S it ¢k a,t) = —(k — ko)2d? + i (k:c - Ziﬁ) (2.60)

o(z,t)

Im néchsten Schritt formen wir den Exponenten ((k,z,t) um, mit dem Ziel, ihn zu einem
vollstdndigen Quadrat in k zu ergénzen:

hk?
C(k,z,t) = (k:a: - 2t> — (K — 2kko + k3) d? =
it
= izk — — k% — @2k + 2hkod?k — K2d? =
2m
it
= (; + d2) K2 + (i + 2kod?) k — kjd? = (2.61)
” 2b ¢

= —ak® 4+ 2bk —c| = (—a) =

a a a
(k—b/a)?
b\? v?
C:(k‘,ﬂj’,t) = —a <k‘—a) +E_C (262)

In den Platzhaltern a, b und ¢ wurden nun alle Terme, die (aus Sicht des Integrals) konstant
sind, zusammengefasst. Die Integrationsvariable & kommt nur noch im Ausdruck —a(k — b/a)?
vor. Das hat den Vorteil, dass sdmtliche, nicht von k abhéngigen Terme aus dem Integral heraus-
gezogen werden kénnen und dass der verbleibende Term der Integration iiber eine (verschobene)
GauBkurve entspricht, fiir die wir das Ergebnis /7 /a bereits kennen:

(2.60) A C(ka,t) (2:62) /+°° —a(k=2) 4+ ¢
ot dk: dk a ¢ =
¢($ ) \/7 € \/ﬂ €
A b2 +oo 2 A 2
= e dkeokF—2) = £ - 2.63
\/271'6 /—oo ‘ \/2ae ( )

w/a

Dass der Versatz b/a nichts am Ergebnis \/7/a des Integrals in (2.63) éndert, ist anschaulich
klar, wenn b/a reelwertig ist (es ist egal, wo die GauBifunktion ihr Maximum hat, solange wir
von —oo bist 0o integrieren). Man kann sich davon tiberzeugen, dass dies auch der Fall ist, wenn
b/a (so wie in unserem Fall) komplexwertig ist. Setzen wir zuletzt fiir die Platzhalter a, b und
¢ wieder die urspriinglichen Werte gem. (2.61) ein, erhalten wir die analytische Darstellung des
Wellenpakets im Ortsraum:

(iz +]€ d2)2

(zht +d2)

¢($7t) =

Die Wellenfunktion ¢(x,t) ist nicht direkt messbar. Sehr wohl messbar ist hingegen die Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit basierend auf p = |¢(z,t)|>. Daher werten wir im Folgenden das
Betragsquadrat |¢(z, t)|2 aus.

|¢( )’2 ‘N‘ ‘enp|2 |N‘2 Re(p) +iIm(yp) Re() —iIm(¢ |N|2 2Re(p) (265)
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Zuniichst kiilmmern wir uns um den Vorfaktor |N|? in (2.65):

. A*A Al Al?
re-g)a(es ) fifoega] e ]
Al? Al? of Nt
INJ? = 4] = 4] mit A(f) < S (2.66)
2 2d2\/1+4 A%(t) 2md
2d2,/1 + (dez)
Nun miissen wir noch den Exponenten 2 Re(yp) in (2.65) berechnen:
(2.64) (& 4 kod?)?
_ oz k’2d4 k d2 d2 iht
:2Re( C+ k3 7;1950 ) ( }t)_kodz _
@+ 8 (@
2L kgdG + izkod! + i '8 e

— 2RC 4 ht m m m _ kod —

[ 2242 2d2 +R2dS + ackod ht d% -
=2 4 At \2 1 _kod -

L d [1+(2md2) } d?

[ 22 | 254 2 it
_ — & + kgd* 4 wkod 2”;d2—k2d2 ‘A ht2

@ (14 (5145 )?] " 2md
_ —% + kgd* + xkod*A(t) | =
d? 1+ A2%(t)]
_ —2 k! + whod? A(t) — k3d* (1+ A%(t) _
d? (1 + A2%(t))

12— dakoPA() + 4R3MA%()
4 d? (1+ A2(t)) B

a? = dad®koA(t) + 4d* koA (1))
_ rdRoA(1) + 4d oA\ (1) 26m

2d2 (14 A2(t))

Es gilt fiir unser Quantenteilchen die Impulsbeziehung pg = hiky (wobei py den Anfangsimpuls
darstellt). Mit pg = mug wird dies zu muvy = hkg, was sich umformen lésst zu ko = mug/h (mit
vo als der Anfangsgeschwindigkeit). Man kann die HilfsgroBe A(¢) damit umschreiben zu:

muvg ht vot

FoAt) == =5 7 = o

Setzt man dies wiederum im Zahler des bereits gefundenen Ausdrucks (2.67) ein, erhdlt man:

2 Re( )__ZL' 2 — dxd? 3ot +4d42&4 __x2—2xv0t+v8t2 _ (x —wvot)? (2.68)
W= 202 (1+ A2(t))  2d2(1+ A1) 2d%(1 + A2(t)) '

Nun kénnen wir (2.66) und (2.68) in (2.65) einsetzen, und bekommen einen (noch nicht nor-
mierten) Ausdruck fiir |¢(z, t)|%:

‘A‘Q (x—vot)2

D= — 0 wmaam 2.69
600 = S RT (2:69)
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t=20

Re(¢)

%?
|6
L L L L L L L L L

xT x

Abb. 6: (links) Darstellung des Realteils eines Wellenpakets als Superposition von ebenen Wel-
len. (rechts) Schematische Darstellung des zeitlichen Verlaufs eines Wellenpakets: Mit
fortschreitender Zeit kommt es zwar zu einer Verschiebung des Maximums, allerdings
ebenso zu einer Verbreiterung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Raum. Die Norm
der Wahrscheinlichkeitsdichte bleibt erhalten.

Vergleichen wir dieses Ergebnis nun mit der normierten Gauflverteilung;:

2 1 _(z_/*"O)2
N(x;po,0°) = ——e€ 202 (2.70)
2mo
Fir die normierte GauBverteilung N (z) gilt [*0_ dx N(z) = 1. Dasselbe erwarten wir fiir unser
Ergebnis |¢(x,t)[?, welches ebenfalls die Form eine GauBfunktion hat. Wir kénnen durch Ver-
gleich der Exponenten in (2.70) und (2.69) zuniichst unmittelbar die Varianz o2 beziehungsweise
die Standardabweichung o fiir |¢(x,t)|? ablesen:

ot =d[1+A1)] = o=dy1+A%) (2.71)

Setzen wir das in (2.69) ein, erhalten wir:

A 2 _(:r—'u t)2
o) = L e (272

Durch Vergleich der Vorfaktoren von (2.72) und (2.70) kann schliefllich die fehlende Normierung
| A|? bestimmt werden:

| A2 1 2do 2
_ =/2d 2.73
2do \2mo V2o ™ ( )

Setzen wir das noch in (2.69) ein, erhalten wir schlielich den folgenden, normierten Ausdruck
fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte des Wellenpakets:

1 SRS ht
|p(z, )| = NI A2@))6 208(1+482() mit A(t) = By (2.74)

Oder, noch kompakter:
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1 (z—w, )2
6(z, )] = ——e T8 mit o =dy/14A%E) und A() = htd2 (2.75)

2o 2m

Man kann sofort zwei Tatsachen aus (2.74) und (2.75) ablesen: Erstens: Das Maximum des
Wellenpakets wandert mit zo(t) = vot zu groBeren z-Werten, was genau der klassischen Bewe-
gungsgleichung x(t) = vyt fiir ein sich bewegendes, freies Teilchen entspricht. Zweitens: Wahrend
sich das Wellenpaket (bei positivem vg) in Richtung groBerer z-Werte bewegt, vergrofiert sich
die Varianz 02 = d?(1 + A%(t)) mit fortschreitender Zeit t, was bedeutet, dass das Wellenpaket
in der Ortsdarstellung ,,zerflie3t*.

2.2.2 Heisenberg’sche Unschiarferelation

Motivation: Gedankenexperimente zur Unschirferelation

In diesem Abschnitt zeigen wir eine weitere fundamentale Eigenschaft der Quantenphysik:
Der Ort und der Impuls eines Teilchens sind sogenannte , komplementére Observablen, was
bedeutet, dass es nicht moglich ist, beide Observablen beliebig genau zu bestimmen. Dies
ist nicht etwa auf technische Unzulédnglichkeiten der verwendeten Messgeréte zuriickzufiih-
ren. Vielmehr handelt es sich um eine fundamentale Eigenschaft von Quantensystemen.

Eine Moglichkeit, dieses Phdnomen anschaulich zu verstehen, ist, sich den Vorgang einer
Ortsmessung zu veranschaulichen: Die offensichtlichste Art, den Ort eines Teilchens zu be-
stimmen, ist, das Teilchen zu beobachten. Das heifit jedoch zwangsldufig, mit dem Teilchen
in Wechselwirkung zu treten. Denn, selbst wenn man ein Teilchen einfach nur ,,betrach-
tet“, muss man es beleuchten — das Licht tritt mit dem Teilchen in Wechselwirkung und
veréndert seinen Impuls. In der klassischen Physik kann man die Wechselwirkung beliebig
klein machen, indem man die Lichtintensitéit beliebig reduziert. In der Quantenphysik ist
man aber gezwungen, mindestens ein Photon mit dem Impuls |p| = ik = h/X auf den
vermuteten Ort des Teilchens zu schieflen und dann festzustellen, ob das Photon abgelenkt
wurde. Damit ist die Wechselwirkung bei der Ortsmessung nicht beliebig reduzierbar! Ei-
ne Experimentatorin kénnte zwar auf die kluge Idee kommen, ein Photon mit gréflerer
Wellenlénge zu verwenden, um den Impulsiibertrag auf das Teichen zu verringern. Diese
Idee hat nur einen Haken: Damit nimmt auch die Ortsauflésung der Messung ab, weil ein
Photon mit groflerer Wellenldnge weniger stark lokalisiert ist.

Doch was ist, wenn wir einen Strom von Teilchen in z-Richtung auf eine Platte mit ei-
nem sehr kleinen Loch schielen? Nehmen wir an, alle Teilchen hétten, bevor sie die Platte
treffen, einen sehr genau bestimmten Impuls. Hinter der Platte kann man natirlich nur
mehr die Teilchen finden, die zufélligerweise genau das Loch getroffen haben. Damit hétte
man den Ort (zumindest in z- und y-Richtung, also transversal zur Flugrichtung) genau
bestimmt und der Impuls war ja schon vor der Ortsmessung bekannt! Doch es stellt sich
heraus: Auch dieser Versuch, die Gesetze der Quantenphysik zu umgehen, scheitert. Da-
durch, dass der Ort aller Teilchen, die es durch das Loch geschafft haben, in transversaler
Richtung so genau bekannt ist, ist der Impuls dieser Teilchen in transversaler Richtung nun
besonders schlecht festgelegt. Jedes Teilchen fliegt nach dem Loch in eine andere transver-
sale Richtung davon. Und das ist eigentlich genau ein Effekt, den wir von der Streuung einer
Welle an einer kleinen Offnung erwarten wiirden! Man erkennt an diesem Gedankenexpe-
riment, dass jedes Quantenteilchen auf ganz fundamentaler Ebene keinen wohldefinierten
Impuls mehr hat, sobald der Ort sehr genau bekannt ist.

Wir haben im vorangegangenen Abschnitt in (2.71) die Standardabweichung o von |¢(z,t)|?

ermittelt. Es handelt sich um die Standardabweichung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit im
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Ortsraum. Um das zu verdeutlichen, wollen wir sie in diesem Abschnitt o, nennen:

o P2V a1+ A2() (2.76)
Wir wollen ¢, nun mit der Standardabweichung oy von |¢y(k)|? im k-Raum in Bezug setzen.
Die Funktion ¢y (k) kennen wir bereits aus der , Fouriersichtweise“ (2.59). Es ist dabei zu be-
achten, dass ¢y (k) nicht von der Zeit abhéngt, weil die Zeitentwicklung im Fourierintegral nur
im Ortsraum wirkt. Zuniichst ermitteln wir |¢x(k)|? :

ou (k)2 %27 ‘Ae—<k_k0)2d2 Lo | A2k (2.77)

Durch einen Vergleich des Exponenten in (2.77) mit dem Exponenten der normierten Gaufiver-
teilung (2.70) finden wir:

1
_2(7,3

1 1
— 0= = O = — (2.78)

942
d 4d? 2d

oy héngt — so wie ¢(k) — nicht von der Zeit ab. Bilden wir das Produkt beider Standardabwei-
chungen, kénnen wir dessen minimale Grofle abschétzen:

1
— / 2
Ox0) = 2dd 1+ A2(t) >

—_———
>1

(2.79)

N | =

Wechselt man von der Standardabweichung o, im k-Raum zur Standardabweichung o}, im Im-
pulsraum, erhdlt man wegen p = hk einen zusétzlichen Faktor A in der Gewichtsfunktion a(k)
aus (2.53). Wir erhalten damit die nach WERNER HEISENBERG benannte Heisenberg’sche Un-
schérferelation:

h
G 5 (2.80)

Diese bedeutet: Je kleiner beispielsweise o, ist (also je genauer der Ort bestimmt wird), desto
groBer muss o, werden, damit die Unschérferelation (2.80) erfiillt ist. Wir kénnen also Ort und
Impuls nicht beliebig genau bestimmen. Eine genauere Messung einer Observablen hat zur Folge,
dass die komplementéren Grofle ungenauer bestimmt ist.

2.2.3 Erwartungswerte des Wellenpakets

Es wurde bereits gezeigt, dass sich das Maximum des des Gauflischen Wellenpakets in der Orts-
darstellung mit xg + vt in der Zeit verdndert. Daraus kann man (wegen der Symmetrie des
Gauffunktion) schliefien, dass dies auch fiir den Erwartungswert (Z) gelten wird. Dies soll nun
explizit im Formalismus der Quantenmechanik gezeigt werden, indem wir x iiber den gesamten
eindimensionalen Raum mit der Wahrscheinlichkeitsdichte p(z,t) integrieren:

() = /J:O dz p(x,t)x = /;OO dz |p(z, t)|*x (2.81)

Dazu die folgenden zwei Anmerkungen:

1. Die Schreibweise (#) (mit ,Operator-Hut“) deutet an, dass auch die Ortsmessung einem
Operator & entspricht. In der Ortsdarstellung ist der Operator mit & — x allerdings
ziemlich trivial.
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2. Gébe es nur eine abzdhlbare, diskrete Menge von Orten x;, an denen das Teilchen jeweils
mit der Wahrscheinlichkeit P;(t) gefunden werden kann, wiirde man den Erwartungswert
(%) anschaulich wie folgt als gewichtete Wahrscheinlichkeit berechnen:

(2) = > Pit)m (2.82)

Das Integral (2.81) ist einfach nur die Verallgemeinerung der Summe (2.82) fiir eine iiber-
abzdhlbare, kontinuierliche Menge von moglichen Orten.

Setzen wir also die in (2.81) begonnene Rechnung fort:

(#) = /m da |6z, )2(x — vot + vot) =

—00

+oo +00
:/“ iﬂﬂ%ﬂP@*wm+wm/i da |9z, 1)]> 27

=1 (normiert)

1 +oo (z—vgt)?
= / dere 20 (x—wot)+vot = |{ =z —wpt

210 J-o
1 oo ¢2
= \/ﬁ df e 20 - 5 +’U0t = Uot (283)
—00 M

gerade ungerade

=0

Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass ein Integral mit symmetrischen Intervall iiber das
Produkt einer geraden und eine ungeraden Funktion verschwindet. Wie bereits vermutet, ist
der rdumliche Erwartungswert (Z) = wvgt, wodurch klar wird, dass der Schwerpunkt des Wel-
lenpakets der klassischen Bewegungsgleichung folgt und sich mit fortschreitender Zeit in jene
Richtung bewegt, die durch das Vorzeichen von vg festgelegt ist.

Zur Berechnung des Impuls-Erwartungswertes verwenden wir den zuvor motivierten (eindimen-
sionalen) Impulsoperator p aus (2.14):
d hd
p = —ith— = ——
b de idx
Wir haben in (2.13) gezeigt, dass dieser Impulsoperator wie folgt auf eine ebene Welle wirkt:

h i ei(kx—wt)

1o i(kr—wt)
i dz °

Wenn wir auf der linken Seite die komplex konjugierte ebene Welle dazu multiplizieren, erhalten
wir als Resultat den Impuls der einzelnen ebenen Welle:

; hd " e
e—z(kzx—wt) nw ez(ka:—wt) _ efz(k‘rfwt) (kx—wt)

e =
i dzr p p

Nun ist unser Wellenpaket ¢(z,t) geméf (2.52) ja zu jedem Zeitpunkt einfach nur eine kontinu-
ierliche Superposition von ebenen Wellen. Daher kénnen wir den Erwartungswert (p) wieder als
gewichteten Mittelwert wie folgt ausdriicken:

) = [ deot @) G ot (2.84)

Vergleichen wir das mit unserem Ansatz (2.81) zur Berechnung von (%), erkennen wir, dass wir
(2.81) auch so hétten anschreiben kénnen:

@) = /_ O; du 6" (2, 8) 7 b (x, 1) (2.85)
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Die Integrale (2.84) und (2.85) haben die gleiche Struktur, und es stellt sich heraus, dass man
den Erwartungswert (A) jeder beliebigen Observablen A zu einer Wellenfunktion ¢(z,t) wie
folgt berechnen kann:

i) — / T dr (2, 1) AT G(a, 1) (2.86)

Die Schreibweise A{#} soll dabei andeuten, dass Wir im Integral den Operator A in der Ortsbasis
anschreiben miissen. Das bedeutet, dass z.B. 7d7 nur dann als Impulsoperator verwendet wer-
den kann, wenn die Wellenfunktion eine Funktion von z ist, und wir {iber x integrieren. Ware
die Wellenfunktion z.B. eine Funktion von p, und wiirden wir iiber p integrieren, wiirde der
Impulsoperator anders aussehen. Wir werden dazu mehr im néchsten Kapitel erfahren.

Verwenden wir also den Ansatz (2.84) und setzen die Fourierdarstellung (2.59) von ¢(z,t) ein:
o0 d .
5 :/ dz ¢*(x, 1) (—ih) oz, 1) *2
o oe / zk’ M1E * Ei [ / ikx 71"”“ t] _
= e | [ e S S [ [ kot =
1 o / h d
_ 7/ dr dk, ¢Z(k/ —ik'z z :| |:/ dk¢k ) zkx _th t:| —
dk/ —zk’a: zhkt:| |:/ dk ¢k ) 7k€zkx —zhk t:| _

¢k( ) —ik'x zkx ezhzkm te glj:tk_

K’ / dk o (k
K’ / dk ¢ (k
dk ¢ (k

bx () [/ o ei(k—k’):c] pigs (K2k2)t o _

88
88

)
)¢ ( ) i(k—k")z eiﬁ(k’2 k2)tk

I
TN
Lo
“f

88
88

h/ N
T2
2w (k—k')
— / dK’ / dk &% (k)i (k) 216 (k — K )e'zm K2kt | —
= h/ dke (k) by ez (R | = h/ dk | i (k) & (2.87)

Ein Vergleich von (2.87) mit (2.81) zeigt, dass die Integrale ganz dquivalent aussehen. Wir
versuchen daher eine Losungsstrategie analog zu (2.83):

—+o00
B =t [ ko B~ ko + ko) =

2 (2:59)

+oo +oo
= h/_ dk |3 (k) [* (k = ko) + ko /_ dk |x (k)

=1 (normiert)

+o0
= h/ dk ’Ae (k=k0)?d|* (1 _ ko) + hko
— nj A / =20k’ ® () k) Rk = €=k — ko
2 too —2£2d2
— A [m dé ¢ ko = ko = po = vy (2.89)

gerade ungerade

=0
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In der letzten Zeile wird wieder das gleiche Argument wie in (2.83) angewandt: Die Integration
mit symmetrischen Grenzen tiber das Produkt einer geraden und ungeraden Funktion verschwin-
det. Die Normierung in der zweiten Zeile ist eine Folge der Parseval’schen Gleichung:

+oo +oo
| dwlewo = [ dklonk P (2:89)
-0 —00

Die Normierung eines Zustandes ¢(z,t) bleibt auch nach einer Fouriertransformation zu ¢ (k,t)
erhalten (und umgekehrt). Da in (2.74) die Ortswellenfunktion so konstruiert wurde, dass die
gesamte aufintegrierte Aufenthaltswahrscheinlichkeit gleich eins ist, muss also auch die Aufent-
haltswahrscheinlichkeit im Impulsraum zum gleichen Ergebnis fiihren.

Man erhélt, zusammenfasssend, fiir die Erwartungswerte von Ort und Impuls die folgenden
Ergebnisse:
43
(%) =wvot und (p) = muyy = mf{f)

Diese Relationen erfiillen die Bewegungsgleichungen p = mv = ma der klassischen Mechanik. In
der Vorlesung Quantentheorie II werden wir sehen, dass diese Figenschaft mit dem nach PAUL
EHRENFEST benannten Ehrenfest-Theorem zusammenhéngt, welches besagt, dass bei speziellen
Systemen die Erwartungswerte quantenmechanischer Observablen mit den klassischen Gréfien
der Bewegungsgleichung iibereinstimmen. Dies ist dies der Fall, wenn wir es mit Potentialen
V() zu tun haben, welche maximal Polynome bis zur zweiten Ordnung von x beinhalten (also
V(z) oc 2% 2!, 2?). Fiir ein Potential der Form V(x) o 2® wire das Ehrenfest-Theorem nicht
mehr erfillt. Es kommt in so einem Fall zu Abweichungen zwischen quantenmechanischer und
klassischer Messgrofie. Im Falle unseres Wellenpakets haben wir die Schrédingergleichung fiir ein
freies Teilchen gelost (V(z) = 0), wodurch das Ehrenfest-Theorem giiltig ist.

2.3 Teilchen im Potentialtopf

Motivation: Ein einfaches Modell fiir gebundene Teilchen enthiillt verbliiffende
Quanteneigenschaften

Der Begriff Potentialtopf steht fiir eine ortliche Region, in der ein Potential V(r) bezie-
hungsweise, im eindimensionalen Fall, V' (z) ein lokales Minimum hat. Das Gravitationsfeld
der Erde ist ein Beispiel fiir einen solchen Potentialtopf in der klassischen Physik. Das
Potential der starken Kernkraft, welches bewirkt, dass Protonen im Atomkern zusammen-
bleiben, ist ein Beispiel fiir einen Potentialtopf in der Quantenphysik.

In diesem Abschnitt betrachten wir zwei einfache eindimensionale, modellhafte Potential-
topfe: den unendlich tiefen Potentialtopf und den endlich tiefen Potentialtopf. Beide sind
geeignet, um wesentliche Unterschiede zwischen klassischer Physik und Quantenphysik zu
demonstrieren.

Der ,unendlich tiefe Potentialtopf“ wird durch ein Potential gebildet, welches nur in ei-
nem beschriankten Ortsbereich gleich Null, und ansonsten unendlich ist. Man kann sich
nun vorstellen, dass ein Quantenteilchen in diesem Potentialtopf perfekt eingeschlossen
wird. Wenn ein Quantenteilchen aber auf einem bestimmten Ortsbereich beschrankt wird,
dann ist natiirlich auch sein Ort bis zu einem gewissen Grad bestimmt: Es befindet sich
schlieflich sicher im Potentialtopf, und nicht aulerhalb. Wie wir zuvor erldutert haben,
bedeutet das aber, dass sein Impuls nicht mehr genau bestimmbar ist! Das heifit, bei jeder
Messung wiirden wir feststellen, dass das Teilchen einen gewissen Impuls in negativer oder
positiver z-Richtung hétte. Es ist fiir ein Quantenteilchen sozusagen vollig unmoglich ein-
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fach ,vollig unbewegt“ auf dem Grund eines Potentialtopfs zu liegen! Es hat immer eine
kinetische Mindestenergie, und daher (anders als ein klassisches Teilchen) eine sogenannte
Grundzustandsenergie, die ungleich Null ist. Aulerdem werden wir sehen, dass (anders als
in der klassischen Physik) nur diskrete (quantisierte) Energiezustédnde erlaubt sind.

Ahnliche Effekte kann man (allerdings mit anderen Zahlenwerten) auch beim endlich tiefen
Potentialtopf beobachten, bei dem das Potential wiederum in einem beschrinkten Ortsbe-
reich gleich Null ist, aber ansonsten einen endlichen positiven Wert annimmt. Bei einem
solchen endlich tiefen Potentialtopf ist jedoch noch ein weiterer Effekt zu beobachten, den
es in der klassischen Physik nicht gibt: Ein im Topf gefangenes Teilchen kann in die Wénde
des Potentialtopfs eindringen!

2.3.1 Konvexitatsrelationen

Basierend auf der stationdren Schrodingergleichung und auf der Form des Potentials, kénnen
bestimmte Aussagen iiber die Charakteristik der Wellenfunktion 1 (x) getroffen werden. Im Fol-
genden soll weiterhin die zeitunabhéngige, eindimensionale Schrédingergleichung fiir stationére
Zustdnde behandelt werden:

d? 2m

6@ = 23 (V@) - B) ()
Die linke Seite der Differentialgleichung steht im Zusammenhang mit der kinetischen Energie
(da hier die Ortsdarstellung des quadratischen Impulsoperators verwendet wird und $? oc Fy,
gilt) und kann im Rahmen einer Analyse der Wellenfunktion herangezogen werden, um das
Kriimmungsverhalten von v (x) zu beschreiben.

>0

P <0

\ T
Abb. 7: Krimmungsverhalten von Wellenfunktionen bei verschiedenen Energien. Wéhrend die
rote Funktion E > V' (x) entspricht, betreffen die blauen Funktionen den Fall £ < V' (z).

Unterschieden wird, ob sich die Wellenfunktion zur x-Achse hin oder von der z-Achse weg
kriimmt. Bestimmt wird dies bei fixem F iiber die Energie des Potentials und iiber das Vorzeichen
der Wellenfunktion (die hier als reelle Funktion angenommen wird); sprich, wir unterscheiden
die Falle in welchem die Grofle des Potentials grofler oder kleiner als die Energie des Teilchens
ist. Konkret konnen die folgenden Félle unterschieden werden:

a.) V(z) < E: Ubertrifft die Energie des Teilchens das jeweilige Potential, spricht man von
einem klassisch erlaubtem Gebiet, und die Wellenfunktion kriitmmt sich zur Achse hin. Ob
die Wellenfunktion nun konkav oder konvex ist, bestimmt das Vorzeichen von ¢ (z):

1.) 9¥(z) > 0: Man erhélt eine konkave Wellenfunktion, die Kriimmung erfolgt in Richtung
der Achse.
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2.) (z) < 0: Man erhilt eine konvexe Wellenfunktion. Untersucht man nun den Uber-
gang zwischen negativer und positiver Wellenfunktion findet man an dieser Stelle
einen Wendepunkt.

b.) V(z) > E: Die Energie des Potential tiberwiegt der des Teilchens und man spricht vom
klassisch verbotenen Gebiet. Wie aber in den folgenden Kapiteln gezeigt werden wird,
ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit auch in solchen Gebieten nicht verschwindend. Das
Konvexitatsverhalten wird erneut durch das Vorzeichen der Wellenfunktion bestimmt:

3.) ¥(x) > 0: Man erhélt eine konvexe Wellenfunktion.
4.) ¥(x) < 0: Man erhélt eine konkave Wellenfunktion.

2.3.2 Symmetrierelationen

Neben der Energie des Systems und dem Vorzeichen der Wellenfunktion kann auch die eigent-
liche Form des Potentials V(r) untersucht werden. Besonders interessant ist hier der Fall, in
welchen das Potential vollkommen symmetrisch ist, da sich ebendiese Eigenschaft direkt auf die
Wellenfunktionen als Losung der Schréodingergleichung tibertragen wird. Sprich, wollen wir die
Schrodingergleichung mit einem symmetrischen Potential V' (r) 16sen, werden wir Wellenfunk-
tionen 1 (x) erhalten, welche entweder symmetrisch (gerade) oder antisymmetrisch (ungerade)
sind:

® y)(z) = (—x): Die Wellenfunktion ist symmetrisch beziehungsweise gerade.
B y)(x) = —1p(—x): Die Wellenfunktion ist antisymmetrisch beziehungsweise ungerade.

Warum die Symmetrieeigenschaften des Potential V' (r) die Wellenfunktionen genau auf diese
Art beeinflussen, wird in spéteren Kapitel beziehungsweise in der Vorlesung Quantentheorie
IT rigoroser erlautert.

2.3.3 Unendlich tiefer Potentialtopf

Anstatt ein freies Teilchen zu betrachten, wird nun erstmals die Wechselwirkung mit einem
eindimensionalen Potential V' (x) eingefiihrt. Dieses hat die einfache Form:

Viz) = {0’ 0sz<l (2.90)

00, sonst.

Der Potentialtopf hat die Breite L und wird durch unendlich hohe Potentialwéinde begrenzt.
Im Inneren des Topfes ist V() = 0 und die Schrodingergleichung vereinfacht sich zu (2.9).
Allerdings sorgt nun die Begrenzung durch die Potentialform fiir Randbedingungen. Die Wel-
lenfunktion v (z) kann nicht in die unendlich hohen Wénde eindringen. Diese physikalische
Gegebenheit motiviert also Dirichlet-Randbedingungen:

P(0) =v(L) =0 (2.91)

Zur Ermittlung der zeitunabhéngigen Eigenfunktionen kénnen wir als Losungsansatz der Schro-
dingergleichung eine Superposition einer nach links und einer nach rechts laufenden ebene Welle
wéhlen:

Y(x) = AeT* 4 Be~the (2.92)

Die Wellenzahl k£ kann mithilfe des de-Broglie-Formalismus mit der Energie assoziiert werden:
k? = 2mFE/h%. Eingesetzt in (2.9) erhilt man also:
—h?9*Y(z)  —h* O h?

— +ikz ke — (12 +ikz ika) (2:92)
2m  0xz2  2m 022 (Ae + Be >_ 2m( k )(Ae + Be ) = Ey(z)
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2 Schrodingergleichung

Die Wellenfunktion v (z) verschwindet am Rand des Potentials, wodurch die Konstanten A, B
und k bstimmt werden kénnen. Es gilt:

$(0)=A+B=0 = A=-B

Auch bei x = L verschwindet die Wellenfunktion; wir nutzen zudem sofort das Ergebnis A = —B:
(L) =A (e'”kL — e_ikL) = 2iAsin(kL) = Csin(kL) =0 = k, = nfﬂ

Die Sinusfunktion verschwindet nur, wenn das Argument kL ganzzahlige Vielfache von 7 an-
nimmt, wobei n € Nt (auch n = 0 ist keine valide Losung, da in diesem Fall +(z) nicht
normierbar wére). Wir bezeichnen n als eine Quantenzahl — das bedeutet, dass n den mikro-
skopischen Zustandes eines Quantensystems festlegt, aber nur diskrete Werte annehmen kann.
Die Konstante C' muss nun durch die Normierung von v (z) bestimmt werden: Das Teilchen be-
findet sich mit absoluter Sicherheit im Inneren des Potentialtopfs, da es nicht in dessen Wénde
eindringen kann. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ergibt also:

1L/Lda:sin2(k x)_l/Ldl’ [1— cos(2he)] = 5
02_ 0 n _2 0 m _2

Die Wellenfunktion, welche das Teilchen im Potentialtopf beschreibt, ist demnach gegeben durch

folgende reelle Funktion:
2
Pn(x) =/ 7 sin (ngaz) (2.93)

Anhand (2.93) und der graphisch dargestellten Aufenthaltswahrscheinlichkeit in Abbildung 8
erkennt man auch das Konvexitédtsverhalten der Wellenfunktion: Da fiir den unendlich hohen
Potentialtopf nur ein klassisch-erlaubter Bereich moglich ist, kriitmmt sich ¢(z) immer zur Achse
hin.

Die quantisierten Werte von k,, sind eine Konsequenz der Randbedingungen und iibertragen sich
entsprechend auf die Energien der stationdren Zustédnde n:

thQ h2 2
E’I’L = — = 77‘-’[12
2m 2mL?

Die Energie E, wichst demnach quadratisch mit n an und es koénnen nur Energieniveaus bei
einem erlaubten n existieren.

(2.94)

Die Menge dieser Eigenzustéande v, (z) bildet ein vollstdndiges Orthonormalsystem. Die Ortho-
gonalitit der Wellenfunktionen soll im Folgenden gezeigt werden:

U () (x) = E/OL dx sin (mzx) sin (W?:I:) =

= i/Ode[cos (W) — oS (W)] =

:1Vwmm—MWMLm@(+
L -+
sin(m(n —m)) B sin(m(n +m))

m(n —m) m(n

m(n —m) w(n+m)

Diese Relation verschwindet fiir alle n # m, da in jeder Sinusfunktion ein natiirliches Vielfaches
von 7 auftritt — nur falls gilt n = m muss der erste Term ndher betrachtet werden. Da in diesem
Fall Null durch Null dividiert wird, kann die Regel von de L’Hospital angewandt werden (es soll
x =n —m sein):

L sin(nx) lim cos(mz)

z—0 Tﬂx z—0 iy
X
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Quantentheorie 1

Nur wenn die Indizes gleich sind und es sich damit um die gleiche Wellenfunktion handelt, ver-
schwindet das Produkt nicht und man kann von Orthogonalitidt sprechen. Wegen der Tatsache,
dass 1, () zudem normiert ist, gilt sogar Orthonormalitét:

Die Anzahl der Nulldurchgénge 79 von 4, (x) kann herangezogen werden um eine energetische
Hierarchie des Systems zu erstellen (Knotensatz). Je grofler ng wird, desto hoher ist die Frequenz
des Eigenzustandes und somit auch die jeweilige Energie. Die Haupt- oder Energiequantenzahl
n kann bestimmt werden {iber:

n=mng+1 (2.96)

Zahlen wir die Nulldurchgénge (oder Knoten) der Wellenfunktion, kénnen wir somit die Quan-
tenzahl n eines Zustandes im unendlich tiefen Potentialtopf festlegen.

2.3.4 Endlich tiefer Potentialtopf

Wieder soll ein Teilchen in einem eindimensionalen Potentialtopf gefangen sein, allerdings hat
dieser nun eine endliche Tiefe:

0 —-L<x<L
Viz)=1{" =T= (2.97)
Vo > 0, sonst.

Hier konnen grundsétzlich zwei Félle unterschieden werden: Die Energie des Teilchens E iiber-
schreitet oder unterschreitet die Energie des Potentials Vj. Der Fall, in welchem E > V), soll im
Folgenden nicht behandelt werden, da es zu keinem Bindungszustand sondern zu einem nicht
normierbaren Streuzustand kommt. Ist £ < V) kann das Teilchen den Potentialtopf nicht ver-
lassen und es existieren bei diskreten Energien normierbare Eigenzusténde.

Anders als in (2.91) kann die Wellenfunktion des Teilchens jetzt aber in die endlich hohe Po-
tentialbarriere eindringen — fiir einen Losungsansatz kann der gesamte Raum in drei Gebiete
aufgeteilt werden: ¢1(z) in (—oo, —L), ¢11(x) in [—L, L] und ¢1(z) in (L, c0). Die Wellenfunkti-
on Yr1(x) entspricht der eines freien Teilchens und man findet fur die Wellenzahl k die bekannte
de-Broglie-Beziehung;:

V2mE

h

Fir die Wellenfunktionen 1(x) und ¢1(x) muss (in beiden Fillen auf die gleiche Weise) das
endliche Potential miteinbezogen werden. Die Schrédingergleichung entspricht in diesem Fall:

k= (2.98)

d? 2m
—rm(x) = 7

122 (Vo — E) Yrm(z)

Die Energieterme der rechten Seite der Gleichung kénnen durch eine Konstante ersetzt werden,
welche durch E < Vj mit Sicherheit eine positive Gréfle ist — fiir die Losung der Differentialglei-
chung wird daher eine reelle Exponentialfunktion gewéahlt. Fiir die Konstante x gilt:

I B)
= (2.99)

Ein allgemeiner Ansatz fiir eine Losung kann im Folgenden angegeben werden:

Are " 4 Aget it g < —L
Y(x) = { Bie ™ + Byetthe L <z <L (2.100)
Cre " 4 Che™™ @ L <z
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2 Schrodingergleichung

Fiir die Wellenfunktionen v1(z) und () im Potential muss A; = Cy = 0 gelten, da die
Wellenfunktion nicht exponentiell ansteigen darf (sie wiirde sich sonst nicht mehr normieren
lassen). An den Schnittpunkten z = —L und x = L muss allerdings gelten:

=

0

=
I

Yr(—L) und (L) = Ym(L)

Yi(—=L) = i (=L) und (L) = (L) (2.101)

Der Ubergang soll ohne Sprungstellen erfolgen, beziehungsweise stetig differenzierbar sein.

L L L L L L L L L L Y Y I Y IO ) I
L =5nm Vo =1eV,L = 5nm N

|6
\
\
/
\
)
)
/
/
|6
/

n =2

“n =2

n=1

T T

Abb. 8: (links) Unendlich tiefer Potentialtopf mit den Aufenthaltswahrscheinlichkeiten der sta-
tiondren Zustande mit den vier niedrigsten Eigenenergien. (rechts) Der endliche Poten-
tialtopf hat bei gegebener Potentialtiefe 1y und -breite L lediglich eine endliche Anzahl
von gebundenen Zustianden, deren Aufenthaltswahrscheinlichkeit hier abgebildet ist.

Eine weitere Vereinfachung des Problems kann vorgenommen werden, wenn die Symmetrie des
Potentials miteinbezogen wird. Das Potential in (2.97) ist um « = 0 symmetrisch, was dazu fiihrt,
dass der gesamte Hamiltonoperator H ebendiese Symmetrieeigenschaften aufweist. In spateren
Kapiteln soll gezeigt werden, dass die Symmetrie des Hamiltonoperators Auswirkungen auf die
Eigenzustédnde haben wird: Es kénnen nur noch symmetrische oder antisymmetrische Eigenzu-
stdnde existieren und es wird klar, dass As = C; = A sein muss. Fiir die symmetrische oder
gerade Losung gilt allgemein f(x) = f(—x), wodurch die Wellenfunktion 1, (z) angeschrieben
werden kann als:

AeTHe, x < —L
Yi(x) =< Beos(kz), —L<x<L
Ae™HE L<zx
Fiir die antisymmetrische oder ungerade Losung gilt allgemein f(x) = —f(—x), wodurch die

Wellenfunktion ¢_(x) ergibt:

—Aetrt x < —L
Y_(x) = { Bsin(kz), —L<z<L
Ae™H% L<z

Die Randbedingungen erméglichen es A durch B auszudriicken; B ldsst sich spédter durch die
Normierungsbedingungen bestimmen:

Y4 (L) = Ym (L) <= Bcos(kL) = Ae™*F somit A = Bcos(kL)e™
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Zuziglich der differentiellen Randbedingung ist es uns erlaubt, einen Zusammenhang zwischen
k und & zu kniipfen:

Y (L) p (L) —ksin(kL) —kAe "F

: = : = = somit ktan(kL) =~k

Y+ (L) Y (L) cos(kL) Ae~rt (kL)
Durch die vorgegebenen Parameter £ und Vj kénnen mithilfe von (2.98) und (2.99) Einschran-
kungen fiir £ und x definiert werden — es sind durch V) nur bestimmte (aber beliebig viele) Paare
von k und k gleichzeitig moglich:

2m

2 2
k—i—n—hQ

Vo =10’
Man hat somit zwei Bedingungen fiir £ und x zur Verfiigung, um konkrete Werte zu berechnen.
Fir die geraden Eigenfunktionen gilt somit:

kEtan(kL) =k und k* 4 x% =1n? (2.102)

Je nach Tiefe V) und Breite L des Potentials lassen sich nur endlich viele Paare von k und
finden. Fir die ungeraden Eigenfunktionen erhélt man eine d&hnliche Beziehung:

—kecot(kL) =r und k*+ k% =1n? (2.103)

Sowohl (2.102) als auch (2.103) liefern nur nach einer numerischen (beziehungsweise einer gra-
fischen) Auswertung Losungen fiir k£ und k. Die Eigenenergien folgen so im Gegensatz zur qua-
dratischen Abhéngigkeit von n beim unendlichen Potentialtopf aus (2.94) keinem klaren Verlauf
einer Quantenzahl n. Je breiter der Potentialtopf wird, desto geringer wird der Abstand zwi-
schen den Energieniveaus und die Anzahl der moglichen Eigenzustidnden nimmt zu. Letzteres
ist ebenso der Fall, wenn V) zunimmt. Ein gerechnetes Beispiel fiir die Aufenthaltswahrschein-
lichkeitsdichten eines Teilchens bei zwei mdglichen Zustdnden ist in Abbildung 8 gegeben. Die
grafische Reihung der Wellenfunktion ist nach (2.96) durch die Knotenanzahl (beziechungsweise
im Falle der Aufenthaltswahrscheinlichkeit durch die Nullstellen) begriindet.

2.4 Teilchen an der Potentialbarriere

Motivation: Streuphinomene und Tunneleffekt

Wiéhrend wir uns in den bisherigen Abschnitten mit Potentialtépfen auseinander gesetzt
haben, bei denen ein Teilchen in einem bestimmten Ortsbereich gebunden ist, betrachten
wir im Folgenden die Effekte, die auftreten, wenn Teilchen, die aus dem Unendlichen kom-
men, auf einfache Potentialbarrieren beziehungsweise Potentialstufen treffen.

In den néchsten Abschnitten werden nicht nur wichtige mathematische Werkzeuge zur
Behandlung solcher Félle (wie beispielsweise die Transfer- und Streumatrix) vorgestellt,
sondern es wird auch das verbliiffende Phiénomen des Tunneleffekts beschrieben, bei dem
ein Teilchen — obwohl es nach den Gesetzen der klassischen Physik dafiir nicht ausreichend
Energie hat — eine Potentialbarriere durchdringen (gleichsam ,,durchtunneln®) kann.

2.4.1 Teilchen an der Potentialstufe

Es sei als einfachster Fall ein eindimensionales Potential V' (x) mit der energetischen Hohe V)
gegeben, das die folgende Stufenform besitzt (sieche Abb. 9, links):

V(a) = {0, x <0 (Bereich I) (2.104)

Vo, x>0 (Bereich IT)
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2 Schrodingergleichung

Es wird vorausgesetzt, dass fiir die kinetische Energie E > Vj gilt (man spricht hierbei von
Superbarrierenstreuung). Der gesamte zur Verfligung stehende Raum kann in zwei Teilgebiete
unterteilt werden: Im Bereich I (—o0,0) gilt die Wellenfunktion #1(x) und im Bereich II [0, +00)
die Wellenfunktion r1(x). Wenn wir eine von links einlaufende Welle annehmen, erwarten wir,
dass sie teilweise reflektiert wird und daher ¢;(z) durch eine ein- und auslaufende Welle beschrie-
ben wird. Der Bereich IT mit der Wellenfunktion «y1(x) wird hingegen nur durch eine auslaufende
Welle charakterisiert sein. Wir wéhlen daher den Ansatz:

— +ikx —tkx
W(z) = {1/11 T<O0 g Vile)=Ae A Be (2.105)

Yu(z) =0 Yu(w) = Cet™r
Vorausschauend berechnen wir die erste Ortsableitung von vr(z) und ¥ (z):

Yi(x) = ikAeT*® _ jk Be~ke

- 2.106
Yii(x) = ik'Cette (2100
Die Wellenzahl k ist dquivalent zu dem Ausdruck, welcher bereits in (2.98) gefunden wurde,

wéahrend man fiir £” aus der Schrodingergleichung in Analogie zu (2.99) folgende Relation erhélt:

2m(E — Vo)

Die Randbedingungen (Stetigkeit der Wellenfunktion und derer Ableitung) lauten wie folgt:

Y1(0) = ¥u(0) und ¥1(0) = ¢ (0) (2.108)

Aus der ersten dieser Bedingungen in (2.108) folgt direkt ein Zusammenhang zwischen den
Amplituden der Wellenfunktionen:

w(0) = vn(0) 22 a4 B=cC (2.109)

Die differentielle Randbedingung aus (2.108) liefert eine weitere Beziehung:

, , (2.106) . ) . k'
Ui(0) = vii(0) == kA~ kB =ik'C = A-B="C (2.110)

Die Amplituden B und C sollen in Abhéngigkeit von Amplitude A der einfallenden Welle aus-
gedriickt werden. Einsetzen von (2.109) in (2.110) ergibt:
K k—k

— = — — :/ / = —
A-B=7(A+B) = FA-kB=KA+KB = B= A (2.111)

Setzt man (2.111) in die erste Randbedingung (2.109) ein, erhélt man einen Ausdruck fiir die
Amplitude C' der auslaufenden Welle:
k—k  k+E+k—F 2k

C=A+ A A — C

= = 11
k+ K k+ K k—+ K/ (2.112)

Da sich eine ebene Welle iiber den gesamten Raum nicht normieren lédsst, bleibt A unbestimmt.
Die Losung des Streuproblems kann somit durch Einsetzen von (2.111) und (2.112) in den Ansatz
(2.105) wie folgt dargestellt werden:

. k—k _,
wl(x) — Ae+zkx —|—A efzkm
b(z) = {ZI(E’:)) v ig mit o k+# (2.113)
n(z) == _ +ik'z
() = Ag—ge
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Abb. 9: (links) Eine von links einlaufende Teilchenwelle wechselwirkt mit einer positiven Po-
tentialstufe, je nach Energie E kommt es entweder zu einer Frequenzverringerung oder
zum exponentiellen Abfall. (rechts) Betrachtet man eine negative Potentialstufe kommt
es zur Erhohung der Frequenz.

Wie kénnen wir die Wellenfunktion ¢ (x) aus (2.113) verstehen? Im Gebiet # < 0 haben wir
es mit der Superposition von einer sich nach rechts bewegenden (einlaufenden) Welle und einer
sich nach links bewegenden (reflektierten Welle) zu tun.

Man beachte jedoch, dass die Bewegungsrichtung der ebenen Wellen erst im Kontext der zeit-
abhiingigen Schrédingergleichung klar wird, welche nach (2.36) einen Phasenfaktor e~ liefert
(daher ist ¢“(**=%!) eine nach rechts laufende Welle). Die Amplitude des reflektierten, nach links
laufenden Teils, ist vom Verhéltnis der Energie E sowie der Stufenhéhe V4 abhéngig. Im Bereich
des Potentials (z > 0) kommt es zu einer Anderung der Frequenz des nicht-reflektierten Anteils
des ebenen Welle, je nach dem Vorzeichen des Potentials 1 entweder zu einer Erhéhung oder
Erniedrigung. Mit dem Wellenvektor &' aus (2.107) erhélt man:

, C

c ., c
_ & C _Jom(E — 2.114
v N 27Tk 2mh m( Vo) ( )

2.4.2 Transfer- und Streumatrix

Gegeben sei eine eindimensionale Potentialbarriere V' (x) mit endlicher Breite L und Hohe
(sieche Abb. 10, links):

0, =<0 (Bereich I)
V(z) ={Vy, 0<z<L (Bereich II) (2.115)
0, >0 (Bereich III)

In diesem Beispiel nehmen wir an, dass F < V{ sei, wodurch es in der Barriere zu einem
exponentiellen Abfall der Wellenfunktion kommt (man spricht auch von Subbarrierenstreuung).
Der Raum wird wieder in drei unterschiedliche Gebiete eingeteilt: Bereich I (—oc,0) mit ¢y(x),
Bereich IT [0, L] mit +11(2) und Bereich (L, c0) mit ¢1(z). Wie im vorherigen Kapitel kénnen
aus der Schrodingergleichung die Konstanten k& und s bestimmt werden, welche auch in diesem
Fall mit (2.98) und (2.99) tibereinstimmen:

V2mE 2m(Vp — F)
und K= -———->

k:
h h
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2 Schrodingergleichung

Es wird der folgende Losungsansatz der Schrodingergleichung fiir die Potentialbarriere gewahlt,
wobei wir diesmal davon ausgehen, dass es sowohl von links (im Bereich I), als auch von rechts
(im Bereich III) einlaufende, und daher auch reflektierte (auslaufende) Wellen geben kann:

1/}I(x); <0 w1($) — Ae-i—ika: —I—Be_ikx
Y@) =¢n(x), 0<z<L mit  ¢n(z)=Ce ™ + Det™ (2.116)
Ym(x), x>1L wn[(aﬁ = Fethr 4 Geike

Wieder berechnen wir zur spiteren Verwendung die erste Ortsableitung von 1, 11 und ¥pr:
Yi(x) = ikAet kT — ik Be~
Yip(z) = —kCe " + kDetr? (2.117)
Y (z) = ikFet™® — jkGe~ke
Es gelten die folgenden Randbedingungen:
¢1(0) = ¢u(0) und ¢u(L) = Yui(L)
P1(0) = ¢1r(0) und (L) = Yy (L)

Die Randbedingungen fir x = 0 fithren zu:

(2.118)

M) ¥1(0) =¢n(0) = A+B=C+D

K
ik
Die Addition beider Gleichungen, beziehungsweise die Subtraktion der zweiten Gleichung von
der ersten, ergibt respektive:

()] ¥4(0) = vy (0) 22 k(A - B)= k(D -C) = A—B=-(D-C)

K 1kC +ikD + kD — kC ik — K ik + kK
D(IT)| 24 = D+ —~(D-C)= - D
(I)+(II)| C+ +Z,k( ) - e C+ T —
1
A= 2k [(ik — k)C + (ik + k) D] (2.119)
K 1kC +1ikD — kD +rC tk+k ik — K
I)-(I1)| 2B = D_-Yp_0)= _ D
(D) CH+D=gD=0) ik x St P~
B- ﬁ[(ik + #)C + (ik — K)D] (2.120)

Dies kann kompakter als eine Matrixgleichung angeschrieben werden:

A\ 1 (ik—k ik+r)(C\ 1 (k+ix k—ir\[C\ [C
(B) _2z’k<z’/<:+m z'k:—m) (D) _ng(k—m k+m> (D) —P<D> (2.121)

P

Die Matrix P ist dabei eine Transfermatriz, die unmittelbar die Amplituden in Bereich I mit
den Amplituden in Bereich II in Beziehung setzt. Fiir die Randbedingung bei x = L sind die
Beziehungen aufgrund der nicht-verschwindenden Exponentialfunktion ein wenig komplizierter.
Zur Vereinfachung des néchsten Schrittes wird die erste Gleichung zunéchst mit x« multipliziert:

(I)| wn(L) = wbmn(L) 2 kCe "L 4 kDettl = wFetibl | gGe kL

(IV)| /‘”f)ﬁ(L) = Fﬂwﬁl(L)

Die Addition beider Gleichungen, beziehungsweise die Subtraktion der zweiten Gleichung von
der ersten, ergibt:

— kCe " 4 kDetrl = jkFet™*l — jkGe L

(II1)—(IV)| 2Cke ™ = (k — ik)Fe™™ L 1 (k + ik)Ge FE
(IIT)+(IV)| 2Dret™ = (k + ik)Fe™* 4 (k — ik)Ge L
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Durch einfaches Umformen erhélt man die folgenden Ausdriicke fiir C' und D:

_ k—ik FetikLsl | K+ ik Ge—ikLA~L

2k 2K
D= B g vikiont BT o ikpsr
2K 2K
Auch hier kann man in der Matrixschreibweise eine iibersichtlichere Form des Gleichungssystems
wiedergeben:
C\ _ 1 ((r—ik)e™HORHR) (i 4 ik)e PR\ (FY QL (2.122)
D) 7 2k \(k +ik)ett0R=r) ( —ik)eLUk+R) [\ G ) — ¥\ G '

Q

Die Matrix @ ist wiederum eine Transfermatriz. Sie setzt die Amplituden in Bereich 1T mit den
Amplituden in Bereich III in Beziehung. Transfermatrizen haben die praktische Eigenschaft,
dass man sie einfach multiplizieren kann, um eine iibergeordnete Transfermatrix zu bekommen.
Multipliziert man also die Transfermatrizen P und @), dann erhélt man eine neue Transfermatrix
M, die den Gesamtzusammenhang zwischen den Amplituden im Bereich I (links der Barriere)
und den Amplituden im Bereich III (rechts der Barriere) beschreibt:

A F F My Mg\ (F
() -za(a) (&) (32 322) (6) a1z

M

Eine Transfermatriz setzt also immer die Amplituden rechts mit den Amplituden links eines
Streuers in Beziehung. Kennt man also z.B. bereits die Amplituden F und G der aus- und ein-
laufenden Welle auf der rechten Seite der Barriere, dann kann man mittels der Transfermatrix
M die Amplituden A und B der ein- und auslaufenden Welle auf der linken Seite der Barriere
berechnen. Mit der Matrix M~! ist die Rechnung in umgekehrter Richtung méglich. Offen-
sichtlich ist das aber fiir die meisten Problemstellungen nicht sehr hilfreich. Will man z.B. die
Transfermatrix M verwenden, muss man bereits die Amplitude der auf der rechten Seite auslau-
fenden Welle kennen. Diese wird sich aber irgendwie aus der Reflexion der rechts einlaufenden
Welle und der Transmission der links einlaufenden Welle ergeben. Besser wire daher, wenn man
eine Matrix hétte, die aus den bekannten Amplituden der links und rechts einlaufenden Wellen
(A und G) die unbekannten Amplituden der links und rechts auslaufenden Wellen (B und F)
berechnen koénnte. So eine Matrix nennt man eine Streumatriz. Wir wollen sie mit S bezeichnen:

B A Sll 512 A
<F> - <G> - <S21 522) <G> (2.124)

Wir wollen nun versuchen, die Komponenten S;; der Streumatriz S durch die Komponenten M;;
der Transfermatriz M auszudriicken. Schreiben wir dazu zunéchst die Matrixgleichung (2.123)
der Transfermatrix M als Gleichungssystem auf:

A= M} F+ MG (2.125)
B = My1 F + MyG (2.126)

Im Vergleich dazu entspricht die Matrixgleichung (2.124) der Streumatrix S dem folgenden
Gleichungssystem:

B = 511A+ 512G (2127)
F = S91 A+ S90G (2.128)
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2 Schrodingergleichung

Unser Ziel muss also sein, die Amplituden B und F' als Funktion der Amplituden A und G
ausdriicken, allerdings nur unter Verwendung der Matrixeintrage M;;. Fiir I ist dies einfach:
Wir miissen nur Gleichung (2.125) entsprechend umformen:

F=—A-"2@g (2.129)

1
521 == Mi und SQQ - — 0 (2130)

Setzt man schliefllich die Beziehung (2.129) in die Gleichung (2.126) ein, erhélt man:

1 Mo ) Moy Moy Mo
B = M. —A- =G MoG = A— G+ Myp(G —
2 <M11 My, o) TMRC = g My, o
Moy Moo M1 — Mo Mo
B = A+ G 2.131
M, M, ( )

Ein weiterer Koeffizientenvergleich zwischen (2.131) und (2.127) ergibt schliefllich die folgenden
Ausdriicke fiir die Matrixkomponenten S1; und Sis:
My, Moo My — Moy My

Si11 = —— d Sip = 2.132
UMy . 2 My, ( )

Fir die Streumatrix .S, ausgedriickt in Komponenten der Transfermatrix M, gilt somit gemé&f
(2.130) und (2.132):

S

1 (Mgl Moo My — M21M12> (2.133)

- Mipp \ 1 — M2

2.4.3 Transmissions- und Reflexionswahrscheinlichkeit

Wir wollen nun iiberlegen, wie grofl die Reflexions- und Transmissionswahrscheinlichkeit fiir ein
eintreffendes Teilchen an einer Potentialbarriere geméf (2.115), dargestellt in Abb. 10 (links),
ist. Dazu nehmen wir zunéchst an, dass sich ein Teilchen von links kommend auf die Potential-
barriere zubewegt. Es kommt dabei mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit zu einer Transmission
beziehungsweise einer Reflexion. Dadurch, dass wir annehmen, dass das Teilchen nur von links
eintrifft (aber kein Teilchen von rechts), konnen wir die Amplitude G der von rechts einfallenden
Welle im Ansatz (2.116) G = 0 setzen. Tut man dies, vereinfachen sich die Gleichungen (2.127)
und (2.128) wie folgt:

B=5A (2.134)
F=55A (2.135)

Die vereinfachte Streugleichung (2.135) ermoglicht es, den komplexwertigen Transmissionskoeffi-
zienten fur Transmission von links nach rechts ¢1,_,g als das Verhéaltnis zwischen der Amplitude
F der rechts auslaufenden Welle zur Amplitude A der links einlaufenden Welle zu definieren
und zu berechnen. Das Betragsquadrat dieser Gréfle fithrt zur Transmissionswahrscheinlichkeit

T R:
1 2

My,
Der komplexwertige Reflexionskoeffizient 71, fiir links einfallende Teilchen ist hingegen definiert
als das Verhéltnis zwischen der Amplitude B der links auslaufenden Welle zur Amplitude A

F (2.135)

(2.130)
tL5R = 1 = So1 und Ty g = |tLor)? = |Su* =

(2.136)
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der links einlaufenden Welle. Mittels Gleichung (2.134) kann auch hierfiir ein Ausdruck gefun-
den werden. In dquivalenter Weise wie zuvor kann auch die Reflexionswahrscheinlichkeit Ry
berechnet werden:

_ B 2

1 A

M>,
My,

2.132
S und Ry = | = |Sn |2 P2

(2.137)

Fiir den Transmissionskoeffizienten ¢, g € C gilt, dass ¢(z) = tr,r A e ist (im Falle ei-
ner ausschlieBlich von links einlaufenden Welle). Die Transmissionswahrscheinlichkeit 77,z € R
muss in einem Intervall Ty, g € [0, 1] liegen.

Nun nehmen wir an, dass ein Teilchen ausschliellich von rechts auf die Potenzialbarriere trifft.
Dieses Teilchen wird entweder von rechts nach links transmittiert, oder nach rechts zuriickre-
flektiert werden. Da wir annehmen, dass diesmal kein Teilchen von links eintrifft, kénnen wir
im Ansatz (2.116) nun die Amplitude A = 0 setzen. Dadurch vereinfachen sich die Gleichungen
(2.127) und (2.128) wie folgt:

B = 515G (2.138)
F = SpG (2.139)

Der Transmissionskoeffizient von rechts nach links tg_,1, ist das Verhéltnis zwischen der Am-
plitude B der links auslaufenden Welle und der Amplitude G der rechts einlaufenden Welle.
Die zugehorige Transmissionswahrscheinlichkeit Tr_1, is das Betragsquadrat von tg_,11,. Beide
konnen mittels Beziehung (2.138) berechnet werden:

B (2.138)
tRL = el ZL Sz und Trop = [tron|® = [S12/? (2.140)

Der Reflexionskoeffizient von rechts rg schliellich ist das Verhéaltnis zwischen der Amplitude F
der rechts auslaufenden Welle zur Amplitude G der rechts einlaufenden Welle. Wir kénnen ihn
(und die zugehorige Reflexionswahrscheinlichkeit Ry) mittels Gleichung (2.139) berechnen.

F (2.139)

TR — 5 SQQ und RR = |TR‘2 = |522|2 (2141)

Damit kénnen wir die Streumatrix S auch wie folgt anschreiben:

§— ( L tPﬁL) (2.142)

LR TR

2.4.4 Wahrscheinlichkeitsstromdichte bei der Streuung

Da V(x) ist rein reell ist, kommt es innerhalb des Potential zu keiner Absorption oder Verstér-
kung. Daher muss die Wahrscheinlichkeitsstromdichte j(z) auch bei der Transmission durch die
Potentialbarriere erhalten bleiben. Fiir j(x) gilt nach (2.32) im eindimensionalen, zeitunabhén-
gigen Fall:

h d
] =R — 2.143
) =Re (v 20 (2.143)
Wir nehmen eine von links einfallende Materiewelle an, die an der Barriere streut. Sie wird
teilweise nach links zuriickreflektiert werden und teilweise nach rechts auslaufen. Von rechts
soll keine Welle einlaufen. Wir kénnen daher in unserem Ansatz (2.116) die Amplitude G = 0
setzen. Auflerdem kénnen wir die Amplituden B und F mittels der Beziehungen (2.134) und
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(2.135) durch die Ampitude A der einfallenden Welle ausdriicken. Wir erhalten dann fiir ()
und 1/)111(3:‘):
Q;Z)I(-T) = Ae +ikx + Be—ikz (gl) Q,Z)I(l’) — Ae—f—ikm + SHAe—ikm

. (2.144)
Yui(z) = Fet™*e (2135) oy () = Sgp Aetihe

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wollen wir nun zusétzlich annehmen, dass die einfallende
Welle eine Amplitude A = 1 habe. Damit ergibt sich:

wl(m) = G—Hkx + Sne_ilm und wm(x) = SQle—Hkx (2.145)

Vo

=T T T T T T T

Re(y(z))

TR T T BRI
T 1 T 1 T 1T 1 1 _T

€T x

Abb. 10: (links) Transmission durch eine rechteckige Potentialbarriere. Wéhrend die Ampli-
tude nach der Transmission deutlich abgenommen hat, kommt es in diesem Fall zu
keiner Energieinderung des Teilchens. (rechts) Transmission eines, durch die starke
Kernkraft gebundene, a-Teilchens durch die Coulomb-Barriere. Neben der Abnahme
der Amplitude kommt es zu einer Verringerung der kinetischen Energie des Teilchens.

Die Wahrscheinlichkeitsstromdichte auf der linken Seite der Barriere ergibt:

. (2.143) (2.145)
Ji(z) Re [% zmd%} =
_ Re (e-i-ik::l: I S e—ikx>* h d ( +ikx 4 S e lk$> —
H im dx
= Re {(em + Si‘le“kx) — (ike“’” — ikSHelkx)} —
im
hk , .
= 7Re |:1 — Sl € —2ikz + Sik16+2lkx — Sflsll} =
@ |S11?
a* 11
hk
= —Re [ (o — ™) — ]Sllﬂ ‘ a—a" =2iIm(a)
hk:
= —Re [1 —2iIm () — |S11] }
hk: (2.137) hk
= 1— = 1-— 2.14
—(1-1suP) T=T - Ry (2.146)
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Auf der rechten Seite der Barriere finden wir mit analoger Rechnung:

@) L hod }(21_45)
Jii(z) "= "Re _%Him dx%n =
[ ooN* hod

— Re (S216+zkx) 77(

im dx

[ ik T ; hk .
— Re S;le_lkmmik521€+zkz} — 7Re {5«21521 e zkme—l—zkr} _

ik
_ 7\5 2 GO W (2.147)
m

Nachdem durch die Teilchenerhaltung bei einem Streuprozess auch die Wahrscheinlichkeitss-
tromdichte erhalten sein muss, gilt ji(z) = jir(z) und damit:

(2.146)
. ) 2.147) hk hk
Ji(z) = jim(z) =4 E(l —Ry) = ETL—&{ = Rp+Tisr=1 (2.148)

Die oben ausgefithrte Rechnung lasst sich natiirlich auch fiir ein ausschliellich von rechts ein-
treffendes Teilchen anstellen, und fiihrt zum analogen Ergebnis fiir Rg und Tg_,1.:

1= Rp + Trost, (2.149)

Aufgrund der funktionalen Abhéngigkeit von Ry, und T1,_,g von den Komponenten Mj; und
My der Transfermatrix geméfl (2.136) und (2.137), ist es im Falle einer Resonanz méglich, dass
T1,.r = 1 und Ry, = 0 wird, das Teilchen also mit hundertprozentiger Wahrscheinlichkeit trans-
mittiert und nicht reflektiert wird. Dies ist der Fall, wenn Ms; = 0 ist. Ganz im Gegensatz zur
klassischen Intuition muss bei einer endlichen Potentialbarriere jedoch immer T # 0 gelten, da
M1 nicht verschwinden darf, weil in diesem Fall T wegen (2.136) divergieren wiirde. Es gibt bei
einer endlichen Potentialbarrierere also immer eine gewisse Transmissionswahrscheinlichkeit. In
der klassischen Physik ist der Fall R = 1 bei E < Vj allerdings sehr wohl méglich. Das vorge-
brachte Argument ldsst sich genauso auf Rg und Tg_.1, Uibertragen.

Aus der Erhaltung der Wahrscheinlichkeitsstromdichte folgt auch die Unitaritit der Streumatrix:
STl=8" «—= 55T =1 (2.150)

Der Beweis von (2.150) folgt iiber die Erhaltung der Wahrscheinlichkeitsstromdichte auf der
linken und rechten Seite der Barriere, wobei wir vom Ansatz (2.116) ausgehen. Setzen wir (2.116)
in (2.143) ein, folgt:

. (2.143) 16)

Ji(z) "="Re _wllmdmwl] =
I . . * h d

_ +ikx —tkx " 'Y

= Re _(Ae + Be ) o

(ikAe'Hkx . Z-kBe—ik:c)} _

<A +zkx+B —zkx)] _

= Re _(A*e—ik’x_i_B*e-i-ikx) j

m
= @Re [(A*efik:p T B*e+ikx> (Ae+ik:p _ Befikx)} _
= %Re [A*A — B*B+ AB*et?kr _ A*Be—zik;p} _
. @Re 147~ |BP + (a— )] = |- a* = 2Tm(a)
hk

= —Re [[AP — |B|? 4+ 2iIm (a)} =

- E (\A]Q ~ B (2.151)
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jun(e) 2 Re [Wnii;jxwm} =
— Re {(Fe—&-ikx + Ge—ikg;)* %% (Fe+ik:v + Ge—ikw)] _
= Re [(F*e_i'm + Gretihe) % (ikFetihe — /ikGe_i’“)] -
= MRe[(pre it g et (Petite - Geniie)] =
= %Re {F*F — G*G + FG*eJrQikx . F*GefQikx} —
m o a*
- %RC [F?P =GP+ (@ —a")] = |a—a" =2ilm(a)
hk

= Re [|F|2 — |G| + 2iIm ((y)] =
hk

= = (|F]? -G 2.152
(172 - ) (2.152)

Es muss ji(z) = ji(x) gelten. Wir finden daher:

_ , 2.151)(2.152
JI(SC)ZJHI(JS)( DE:152)

hk hk
S (1ap—1BP) = (1FP - I6P) =
|B|2 + |F|? = |A]? + |G)? (2.153)

Die Amplituden A und G entsprechen den links und rechts auf die Barriere einlaufenden Wellen,
und die Amplituden B und F den links und rechts auslaufenden Wellen. Wir kénnen damit die
Amplitudenvektoren a;, und aqy; definieren:

A B
aj, = <G> und  agy = <F> (2.154)

Die linke Seite von Gleichung (2.153) lésst sich somit als aiutaout ausdriicken, und die rech-

te Seite als a;rnain. AuBlerdem kénnen wir die Streumatrixgleichung (2.124) kompakt wie folgt
anschreiben:

Aout = Sain (2155)

Driicken wir nun also Gleichung (2.153) mit Hilfe der Amplitudenvektoren (2.155) aus, und
verwenden anschlieBend (2.155):

¥ t (2.155)
AoutBout = AjpAin =

(Sain)T Sa;, = a;rnain =

aiTn STS ay, = aiJrnain (2.156)
1

Damit Gleichung (2.156) erfiillt ist, muss gelten:
Sts=10

Somit haben wir die in (2.150) postulierte Unitaritidt der Streumatrix bewiesen.
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2.4.5 Tunneleffekt

Wir haben bereits in (2.123) gezeigt, dass wir die Transmissionsmatrix M einer Potentialbarriere
als Produkt der Matrizen P und @ darstellen konnen, welche wir in (2.121) und (2.122) bereits
ermittelt haben. Wir wollen nun die Transmissionswahrscheinlichkeit durch eine Barriere der
Lénge Az = L berechnen. Wie bereits ausgefiihrt, ist das (klassisch unmogliche) Durchdringens
der Barriere im Fall F < V) wie in Abbildung 12 nicht verboten. Wir nennen dieses Phdnomen
den Tunneleffekt. Bei E > Vj ist auch klassisch Transmission erlaubt, und es ergibt sich klassisch
T = 1. Im Falle der Quantenphysik ergibt sich allerdings, dass es (auler in Resonanzfillen) auch
zusitzlich zur Reflexion R > 0 kommt, und die Transmission unter eins liegt (Fabry-Pérot-
Interferenzen).

Beispiel: Transmissionswahrscheinlichkeit durch Barriere

Die Transmissionswahrscheinlichkeit eines von links einfallenden Teilchens durch eine Po-
tentialbarriere ist geméaf (2.136) gegeben durch:

1

TL%R - ’Ml]_’2

Die Potentialbarriere habe die Hohe Vj und das Teilchen die Energie E < V4. Da wir nur
am Eintrag M, der geméaf (2.123) zu berechnenden Transfermatrix M = P(Q) interessiert
sind, miissen wir nicht die ganze Matrix M ermitteln, sondern nur den Eintrag Mi;:

2.121)(2.122
M1 = P11Qu1 + Pi2Q21 Sty

. k+ ik k — ik L(ik+k) k—ik Kk + ik L(ik—kr) _
2% 2n Yo Tk © a

<1+z’“> (1 —ik> el (iktr) 4 (1 —iﬁ> <1+z’k> eL(i’f—@} =
L k K k K
I k k ;
(1+z‘”—z’+1)e%+<1—z’”+i+1> e*ﬂ ethl =

k K k K
_2 (enL+6—nL) o <: . :) oL (’; . Z‘) e—nL} okl _
1, kL —kL 2 E_E kL _ _—wL\| JikL _ _ﬁ_ﬁ
= _2(6 +e )+z<k R)(e e )}e = ‘5—k p

5 (enL 4 efnL) + % (eJmL _ e”‘L)} okl —

[ = = s = =

s
—_

GikL _ 2 cosh(kL) + ie sinh(kL) JikL
2

= |:COSh(HL) + Z;sinh(ﬁL) (2'157)

Es wurde die Grofie e = 7 — % definiert. Mit dem Betragsquadrat von |Mi;|? erhilt man

die Transmissionswahrscheinlichkeit 71,_,g aus (2.136):

1 (2157)
TL—)R = W =
- 4
~ 4cosh®(kL) + e2sinh?(kL)
4

T4+ (62 4 4) sinh?(x L)

) acosh?(z) 4+ bsinh?(z) = a + (b + a) sinh?(z)

(2.158)

k und x sind dquivalent zu den Ausdriicken, welche in (2.98) und (2.99) gefunden wur-
den, allerdings soll k jetzt iiber das Verhéltnis der Energie des einfallenden Teilchens zum
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Potential x = E/Vj dargestellt werden:

In a werden sdmtliche Konstanten zusammengefasst. ¢ kann daher als Funktion von z
angeschrieben werden:

&k _k_ Wl-2z) | E _j1-z [z 1-2z
TR TR E Vo(l—x) 7 -z Jz(l-—x)

Fir E < Vj gilt weiterhin die bereits abgeleitete Formel fir T', bei £ > Vi muss allerdings
beachtet werden, dass die Wurzel in der hyperbolischen Funktion imaginir wird. Nutzt
man die Relation sinh(iz) = —isin(z) erhélt man eine gestiickelte Transmissionswahr-
scheinlichkeit als Funktion des Verhéltnisses x = E/V{ der Form:

r <1

4
4+ ( (;(_12_52)2 +4) sinh?(a/TI—x) ’
T(@) = & >1
202 1\ gin2 I
4— == +4 | sin?(av/x—1)

LA I A L A I L LA L L L L L L L R L L
fees E/VO:/l 5 oo //T:l | kL =m kL =2m T=1|
[\ = \ | | [ b
i i I I l H N ‘
I K | IS R K
[ | l H H H | |
[ | | | | \ H I
‘ Ht H H H H i
i | ] LW L VO | O
| | = | |1 | £l
| | i 4‘ |2 I “ = | i ‘L
[ [ | | | |
[ | N | | [

&~ | ~ H H H [ H H
| | y L [ ] |1 [ [ B
i g i \ NN NN NNV

| | [ i) | i) | |
I R L | i) \ | [
[T B [ \ / \ \ N
N L\ J / \/ /
‘J// | | | | | | | L1 L [ L1 L
E/Vo kL

Abb. 12: (links) Darstellung der Transmissionswahrscheinlichkeit fiir verschiedene Ener-
gieverhéltnisse E/Vj. (rechts) Bei festen Potentialcharakteristika V) und L er-
kennt man die nm-periodische Struktur der Resonanzen.
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3 Formale Struktur der Quantentheorie

Motivation: Dirac-Notation und Hilbertraum

In den vorhergegangenen Kapiteln haben wir gezeigt, dass der Zustand eines Quanten-
systems zu einem bestimmten Zeitpunkt mit einer normierten Wellenfunktion ¢ (r) be-
schrieben werden kann. Betrachtet man den Raum aller Zustédnde, die ein Quantensystem
annehmen kann, so ist dies also ein Raum von Wellenfunktionen ;(r), fir die (wegen der
Normierung) gilt: [ dr|in(r)[? = 1 (das N steht fiir ,normiert“). Um dies zu erreichen,
werden die (nicht normierten) Wellenfunktionen mit einem Normierungsfaktor N versehen,
so dass ¥y = N.

Damit eine Wellenfunktion allerdings tiberhaupt normiert werden kann, muss sie quadra-
tintegrabel sein. Daher gehéren Wellenfunktionen zum Raum L? der quadratintegrablen
Funktionen im R3, wo fiir alle Funktionen gilt: [ d3r|f(r)|? < co. Man kann zeigen, dass
der L? — mit gewissen Zusatzbedingungen — einen Hilbertraum # bildet.

Im Folgenden werden wir die Eigenschaften dieses Hilbertraums beschreiben, und zeigen,
wie man, unter anderem mit Hilfe der sogenannten Dirac-Notation, die Eigenschaften des
Hilbertraums nutzen kann, um sehr elegant und kompakt Quantenzustinde darzustellen
und zu berechnen.

3.1 Dirac-Notation

Der Ursprung der von PAUL DIRAC eingefiihrten Dirac-Notation wird deutlich, wenn man sich
vorstellt, wie das Skalarprodukt von zwei Wellenfunktionen ¢(r) und ¢ (r) angeschrieben werden
kann:

i) = [ de " @) (31)

In der Dirac-Notation verwendet man die beiden Hélften von (¢|¢) auch auBerhalb des Skalar-
produkts: Den Quantenzustand, welcher der Wellenfunktion (r) entspricht, schreibt man mit
|t} an, und nennt ihn einen Ket-Vektor. Der linke Teil von (¢|¢)) kann ebenfalls fiir sich als
(¢| angeschrieben werden. Man spricht dann von einem Bra-Vektor. Bra und Ket zusammen
ergeben eine vollstédndige Klammer, englisch ,,Bra-c-ket“. Man nennt die Dirac-Notation daher
auch , Braket-Schreibweise“. Dass man von Vektoren spricht, ist — wie wir sehen werden — deshalb
gerechtfertigt, weil alle Elemente eines Hilbertraums als Vektoren verstanden werden koénnen.

Es ist bei dieser Notation Folgendes zu zu beachten: Die Wellenfunktion v (r) héngt explizit vom
Ort r ab. Man koénnte aber genau denselben Quantenzustand beispielsweise auch mittels einer
Wellenfunktion 1/7(p) darstellen, welche vom Impuls p abhédngt. Die Wellenfunktion sieht dann
génzlich anders aus. Die notwendige Abstraktion liefert die Dirac-Notation: Der Quantenzustand
wird mit |¢)) angeschrieben, und diese Schreibweise ist unabhéngig davon, wie man in weiterer
Folge die Wellenfunktion konkret darstellt.

3.1.1 Hilbertraum und Ket-Vektoren

Der physikalische Quantenzustand eines System wird also durch den Zustands-Vektor |¢) be-
schrieben, welcher als ein Element des Hilbertraums H interpretiert wird:

) € H (3.2)

Da ein Hilbertraum ein Vektorraum ist, gelten fiir einen Ket-Zustand sdmtliche Eigenschaften
eines Vektorraums, wie Assoziativitat, Kommutativitdt, Distributivitdt und die Existenz eines
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3 Formale Struktur der Quantentheorie

neutralen sowie inversen Elements. Die Definition eines Vektorraums bedeutet im Wesentlichen,
dass es Vektoren und Skalare geben muss, dass wir die Vektoren ,,auf sinnvolle Art“ addieren kon-
nen und dass wir Skalare und Vektoren ,auf sinnvolle Art“ multiplizieren kénnen. Wir kénnen
uns nun vergewissern, dass die oben angefiihrten Eigenschaften auch fiir Ket-Zustandsvektoren
und komplexe Zahlen im Hilbertraum H zutreffen.

Vertiefung: Definition eines Vektorraums

Ein Vektorraum iiber einem Korper K ist die Menge V), fiir welche zusammen mit der
Addition ¥V x V — V und der Skalarmultiplikation V x K — V die folgenden Eigenschaften
gelten miussen (u,v,w € V und «, 8 € K):

B+ (v4w) = (u+v) + w (Assoziativgesetz fiir Vektoraddition)
By + v =v+ u (Kommutativgesetz fiir Vektoraddition)

® 4 +0 =0+ u=u (3 neutrales Vektorelement 0)

B u+ (—u) =(—u)+u=0 (Yu: 3 inverses Vektorelement —u)

® - (u+v)=a u+a-v (1. Distributivgesetz fiir Skalarprodukt)
B (a+f) -u=a-u+ - u (2. Distributivgesetz fiir Skalarprodukt)
B (- -f)-u=a-(B-u) (Assoziativgesetz fiir Skalarprodukt)

® 1 .u =u (der neutrale Skalar 1 wird vom Skalarprodukt ,sinnvoll“ verarbeitet)

Fiir die Ket-Vektoren [¢1) , [12) , [¢3) € H und Skalare o, § € C gilt nun:
B ) + ([2) + [¥3) = (J1) + (Jibe)) + |tb3) (Assoziativgesetz fiir Vektoraddition)
B 1) + |¢2) = [2) + [¢1) (Kommutativgesetz fiir Vektoraddition)
® |9)1) +10) = |0) + |¢1) = |21) (3 neutraler Zustandsvektor |0))
" 1) + (= [¢1) = (= [¥n)) + [¢n) = |0) (V|¢) : 3 inverser Zustandsvektor — [¢)))
® o (|Yr) + |¢2)) = a|i1) + afipe) (1. Distributivgesetz fiir Skalarprodukt)
B (a+B)- Y1) = alvr) + B Y1) (2. Distributivgesetz fiir Skalarprodukt)
B (af) [11) = a (B 1)) (Assoziativgesetz fiir Skalarprodukt)
® 1 .|¢1) = [¢1) (Die Multiplikation von 1 mit einem Vektor lasst diesen unverdndert)

Dass alle diese Punkte erfiillt sind, wird intuitiv klar, wenn man die (abstrakten) Ket-Vektoren
gedanklich durch konkrete Wellenfunktionen ersetzt: Selbstverstandlich kann man mehrere Funk-
tionen addieren, wobei es nicht auf die Reihenfolge ankommt. Ebenso kann man eine Funktion
mit einer (komplexen) Zahl multiplizieren, etc. Und der ,neutrale Zustandsvektor® |0) entspricht
einfach der Null-Funktion, die iiberall im Raum Null zurtickliefert, wobei wir hier von der Erfor-
dernis der Normierbarkeit ausnahmsweise abweichen miissen; aber wir befinden uns jedenfalls im
L?-Raum. Physikalisch entspricht |0) einem Zustand ,ohne Teilchen Daher ist es ausnahmswei-
se in Ordnung, dass die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen irgendwo im Raum anzutreffen, gleich
null ist.
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Vertiefung: Wellenfunktionen als Vektoren im Hilbertraum

Wir haben also soeben gezeigt, dass Ket-Vektoren und alle Wellenfunktionen, die solche
Ket-Vektoren repréasentieren, zusammen mit den komplexen Zahlen die Definition eines
Vektorraums erfiillen. Ket-Vektoren und Wellenfunktionen repréasentieren daher Vektoren
im Hilbertraum. Wie kann man sich diesen Sachverhalt nun konkret vorstellen? Was bedeu-
tet es ,wirklich“ (anschaulich), wenn beispielsweise ein Ket-Vektor orthogonal auf einen
anderen Ket-Vektor steht, insbesondere wenn diese Ket-Vektoren Wellenfunktionen repra-
sentieren?

Um das zu verstehen, hilft es, sich den Zusammenhang zwischen Ket-Vektoren und einfa-
chen Vektoren beispielsweise im R3 zu veranschaulichen. Einen einfachen Vektor v € R?
kann man sich als Pfeil mit Richtung und Lange vorstellen, der unabhéngig vom gewahl-
ten Koordinatensystem existiert: v repréasentiert damit den ,Vektor an sich“, ohne Bezug
auf irgendein Koordinatensystem. Schreibt man den Vektor v hingegen als Zahlentripel
v = (v1,v2,v3)T an, dann hat man sich fiir ein bestimmtes Koordinatensystem entschie-
den. Man kann ein und denselben Vektor in einem anderen Koordinatensystem auch durch
ein anderes Zahlentripel v = (01,02, 03)" darstellen. Der Ket-Vektor [¢) im Hilbertraum
entspricht nun dem Vektor v € R3. Er reprisentiert den Vektor im Hilbertraum ,an sich*,
ohne dass man sich auf ein Koordinatensystem festlegt. Eine zum Ket-Vektor |¢) gehorige
Wellenfunktion (z) entspricht der Darstellung des Ket-Vektor |¢) in einem bestimmten
Koordinatensystem. Wir kénnen ein und denselben Vektor [¢) auch in einem anderen Ko-
ordinatensystem reprisentieren, beispielsweise mit der Wellenfunktion t(p).

Aber wie kann eine Funktion ¢(z) im Hilbertraum # das Analogon zu einem Zahlen-
tripel (v1,v2,v3)T im R? sein? Um das zu verstehen, iiberlegen wir zunichst, dass wir
das Zahlentripel mit den drei Zahlen v, vy und vs ebenso durch eine Funktion v(i) er-
setzen konnten, was uns erlauben wiirde, den Vektor (in diesem Koordinatensystem) als
(v(1),v(2),v(3))" anzuschreiben. Es gilt fiir v(¢), dass i nur die Werte 1, 2 oder 3 annehmen
kann. Da wir aber iiber den R? hinausgehen wollen, nehmen wir im néichsten Schritt einen
unendlich-dimensionalen Raum R* an. Spétestens hier wird klar, dass wir einen Vektor
nicht mehr durch das Anschreiben von einfachen Zahlentupeln (v, va,vs, vy, vs5,...)" mit
unendlich vielen Eintrdgen anschreiben kénnen. Es gibt keine sinnvolle Alternative dazu,
als die unendlich vielen Werte v; durch die Funktion v(i) darzustellen. Im letzten Schritt
zur Verallgemeinerung nehmen wir an, dass unser Vektorraum so grofl wird, dass nicht
einmal die abzéhlbar unendliche Anzahl von Werten v (i) mit ¢ = 1,2,3,4,5,... ausreicht,
um den Vektor darzustellen. So gibt es zwischen dem Wert von v(1) und v(2) noch ein un-
endliches Kontinuum an Werten, beispielsweise v(1.5), v(1.3333), v(v/2), etc. Unser Vektor
wird nunmehr endgiiltig durch eine Funktion v(i) mit ¢ € R dargestellt!

Der Vektorraum wurde so vergrofiert, dass wir mit den abzdhlbaren Werten vy, vo, vs,
etc. nicht mehr auskommen. Statt v schreiben wir nun [¢) (um zu verdeutlichen, dass
wir uns ein einem vielfach hoher-dimensionalen Raum — dem Hilbertraum #H — befinden),
zudem tauschen wir v; = v(i) oder ; = #(i) durch (beispielsweise) ¥(z) oder 9)(p) aus.
Mit dieser Veranschaulichung kann man sich nun auch leichter vorstellen, wie zwei Vekto-
ren im Hilbertraum orthogonal aufeinander stehen kénnen, und wie man dies berechnet.
Verbildlichen wir zunichst wieder zwei Vektoren a und b im R3, dann folgt fiir das innere

Produkt: ; 5
1=1 =1

%
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3 Formale Struktur der Quantentheorie

Ist dieser Wert gleich Null, dann sind a und b orthogonal. Der Wert des inneren Produkts
ist dabei unabhéngig vom verwendeten Koordinatensystem. Wenn wir mit A¢ den Abstand
zwischen den moglichen Indexwerten ¢ meinen, dann ist Ai = 1, und es gilt fiir a und b
im R? beziehungsweise im R>:

3 3 [e) [e)
a-b=> Aiab=) Niab und a-b=> Aia(i)b(i)=> Aia(i)b(i) (3.4)
=1 =1 =1 =

Im Falle des R* schreiben wir die Werte a; und b; nicht mehr an, sondern driicken diese
nur mehr mit den Funktionen a(i) und b(7) aus. Wechselt man vom R* in den C*°, muss
zusdtzlich berticksichtigt werden, dass jeweils einer der Zahlenwerte komplex zu konjugieren

ist:
b) =Y Aia*(i)b(i) =Y Aia*(i)b(s) (3.5)
=1 =1

Im Hilbertraum der quadratintegrablen Funktionen, wo es keine abzahlbaren Indizes mehr
gibt, berechnen wir das innere Produkt zwischen den Zustdnden |a) und |b) schlieflich so:

(@) = [~ doa(@pia) = [ dpa(p)blo) (36)

Der ,Index“ heifit jetzt beispielsweise x oder p anstatt ¢, die ,Indexgrenzen“ gehen nun
kontinuierlich {iber den ganzen Raum; schlussendlich wird die Summe zu einem Integral.

3.1.2 Dualer Raum und Bra-Vektoren

Wir haben in der Einleitung beschrieben, dass man in der Dirac-Notation das Skalarprodukt
(p|) gewissermaflen zerlegt, und nicht nur dem rechten Teil [¢)) als ,,Ket-Vektor* eine eigen-
standige Identitét gibt, sondern auch dem linken Teil (¢| als ,Bra-Vektor“. Fiir das grundle-
gende Verstdndnis reicht es meistens vollig aus, sich den Bra-Vektor einfach als ,linken Teil
des Skalarprodukts“ vorzustellen. Da wir die Bra-Vektoren aber doch als eigenstédndige Objekte
betrachten, macht es Sinn, sich zu iiberlegen, zu welchem Raum die Bra-Vektoren gehoéren, und
welche Eigenschaften sie haben.

Was ist also ein Bra-Vektor? Die Antwort liefert das Skalarprodukt, aus dem wir den Bra-Vektor
urspriinglich ,extrahiert“ haben: Immer wenn wir einen Bra-Vektor (¢| mit einem Ket-Vektor
|¢)) verbinden, dann erhalten wir ein Skalarprodukt (¢|), welches uns eine (komplexe) Zahl
liefert. Man kann also sagen, dass der Bra-Vektor ein mathematisches Objekt ist, das einen Ket-
Vektor als Input bekommt und eine Zahl ausgibt. Solch ein Objekt nennt man ein Funktional.
Genauer gesagt ist ein Bra-Vektor ein lineares Funktional, denn es gilt:

(6l (alibn) + 8lin)) = [ dee(x) (ava(x) + B(r) =

—a [ (epa(e) + 8 [ dr " (@)(r) =
= a (1) + B (dlv2) (3.7)

Der Raum aller Bra-Vektoren ist also der Raum aller linearen Funktionale des Hilbertraums!
Diesen Raum nennt man den Dualraum. Es lasst sich zeigen, dass alle Eigenschaften des Vektor-
raums aus dem vorangegangenen Abschnitt auch fiir Dualvektoren erfiillt sind, weswegen auch
der Dualraum einen Vektorraums darstellt und so die Bezeichnung als Bra- Vektoren erlaubt.

Durch Transposition und komplexe Konjugation (kurz: ,daggern“) kann ein Ket-Vektor in einen
Bra-Vektor umgeschrieben werden, und umgekehrt:

) = (| und (| = |y) (3.8)
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Die Verwendung der komplexen Konjugation ist aufgrund der Art, wie das Skalarprodukt be-
rechnet wird, leicht verstdndlich. Was es mit der zusétzlichen Transposition auf sich hat, wird
erst in weiterer Folge klar werden.

3.1.3 Das Skalarprodukt

Vertiefung: Definition Hilbertraum

Ein Hilbertraum H ist ein (linearer) Vektorraum mit einem Skalarprodukt (i|1)), welches
eine entsprechende Norm [|¢|| = v/(¥|¢)) induziert. Der Raum muss auflerdem vollstandig
sein, was bedeutet, dass fiir jede konvergente Cauchy-Folge ¢; € H gilt, dass deren Grenz-
wert lim; oo ¥; wieder in H liegt.

Sei |¢)) nun ein Element des Hilbertraums #, dann gilt fiir das Skalarprodukt (|¢)) > 0.
Das Skalarprodukt ist also positiv-semidefinit; die Gleichheit (1[1)) = 0 ist nur erfiillt,
wenn |¢) = 0 entspricht.

GemaB Definition kénnen wir nur von einem Hilbertraum sprechen, wenn es sich um einen Vek-
torraum handelt, der auch mit einem Skalarprodukt fiir die Vektoren ausgestattet ist, und wir
iiber das Skalarprodukt eine Norm definieren kénnen. Dies soll nun der Fall sein: Ein Skalarpro-
dukt der Form (11]19) ist als Ausgangspunkt unserer Uberlegungen jedenfalls schon vorhanden.

Abb. 13: Schematische Darstellung des Skalarproduktes als Projektion eines Vektors |az) auf
la1) im zweidimensionalen Raum R2.

Dieses Skalarprodukt (11]12) kann, ganz analog zu den anschaulichen Ortsvektoren im R3, so
interpretiert werden, dass der Zustand |¢9) auf |1)1) projiziert wird. Genau so wie bei den Orts-
vektoren im R? konnen wir damit auch bei den abstrakten Vektoren im Hilbertraum definieren:
Wenn [¢1) und |1)2) orthogonal aufeinander sind, dann gilt:

(P1lyp2) =0 (3.9)

|1h1) enthélt in diesem Fall keine zu [i)3) parallele Komponente. Mit Hilfe von (¢[¢)) kann man
nun die Norm |[¢|| eines Zustandvektors |¢) definieren:

|l = /{&[v) 2 0 (3.10)

Dass der Ausdruck (3.10) immer eine reelle Zahl groBer-gleich Null liefert, ist eine notwendige
Voraussetzung dafiir, dass es sich um eine Norm handelt. Auch eine weitere Voraussetzung ist
erfillt: Ausdruck (3.10) liefert dann und nur dann den Wert Null, wenn [¢) gleich dem Nullvektor
|0) ist:

(W) =0 <= [¢) =0) (3.11)
Eine weitere Eigenschaft des Skalarprodukts ist, dass es linear im zweiten Argument ist (dies gilt
nach unserer Definition, in manchen Gebieten der Mathematik und Physik wird auch Linearitét
im ersten Argument gefordert):

(V1]atpe + Bvs) = (P1]ae) + (V1]BYs) = a (1) + B (Y1) (3.12)
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Fir das erste Argument ist das Skalarprodukt allerdings semilinear, was folgendes bedeutet:

(a4 Biba|ts) = (athiths) + (Bipelvs) = o™ (Yu|is) + B7 (Yolts) (3.13)

(3.12) und (3.13) zusammen bedeuten, dass es sich beim Skalarprodukt um eine sogenannte
Sesquilinearform mit der folgenden Eigenschaft handelt:

(Y1lih2)™ = (12lth1) (3.14)
Skalare Groflen konnen somit immer aus der Ket-Klammer herausgezogen werden:
lay) = a i) (3.15)

Bei Bra-Vektoren miissen wir beachten, dass Skalare, welche in der Bra-Klammer stehen, kom-
plex konjugiert und transponiert (kurz: , gedaggert“) werden. Bei einem Skalar « ist of = o*;
fiir Bra-Vektoren gilt daher:

(Yal = (¥[a” (3.16)

Weiters folgt fiir einen Ket-Vektor wegen der allgemeinen Regel fiir die (komplex-konjugierte)
Transposition (XY) = YTXT:

(alp))t =¥ al = (v a” (3.17)
Fir das Skalarprodukt kénnen wir die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung anschreiben:
| (Pulepa) [ < ([l - |92l (3.18)

Mit (3.18) kann auch die Dreiecksungleichung fiir die beliebigen Zustandsvektoren |¢1) und [¢9)
motiviert werden:

o1 + all < [lshall + Il (3.19)

Beispiel: Dreiecksungleichung

Aus der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung lasst sich leicht die Giiltigkeit der Dreiecksun-
gleichung zeigen. Die Norm der Summe zweier Zustandsvektoren |¢) und |¢) wird quadriert
um Wurzeln zu eliminieren, wodurch sich ergibt:

(3.18)
o+ 9I* = [|9l1* + [[&]1% + (¢l) + () <

< 1ol + 111> + gl - [l + 111l - llgll =
= 161> + 1911* + 2ll¢ll - [I¥ll =
= (llell + [[1])?

Ebendiese Ungleichheit folgt aus (3.18), mit welcher eine Abschitzung der GroBe von
(¢|yp) moglich wird. Zieht man nun von beiden Seiten die Wurzel erhélt man exakt die
Dreiecksungleichung (3.19):

¢+ Il < Tlell + Il

3.1.4 Vollstandiges Orthonormalsystem und Dimension des Hilbertraums

Genau wie bei den anschaulichen Ortsvektoren im R?, kann man auch in einem N-dimensionalen
Hilbertraum H jeden Zustandsvektor [¢)) als Linearkombination von orthonormalen Basiszustén-

den {|p1),|d2), ... |¢n)} darstellen:
) = Zci i) (3.20)
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Anders als im R3 sind die Entwicklungskoeffizienten ¢; jedoch komplexwertig: ¢; € C. Wenn
alle Basisvektoren |¢;) orthogonal zueinander stehen und auf die Lange 1 normiert sind, so dass
(il¢j) = dij gilt, dann spricht man von einem Orthonormalsystem (ONS). Die Dimension eines
Hilbertraums ist durch die maximal moglich Anzahl linear unabhéngiger Basisvektoren gegeben.
Enthélt eine orthonormale Basis in einem N-dimensionalen Hilbertraum H  genau N orthonor-
malen Vektoren, dann handelt es sich bei dieser Basis um ein vollstindiges Orthonormalsystem
(VONS). Mit einem VONS als Basis kann jeder beliebige Vektor in ‘Hy mit N Entwicklungsko-
effizienten ¢y, ..., cy dargestellt werden.

Je nach der Art des betrachteten Quantensystems ist die Dimension des zugrundeliegenden
Hilbertraums endlich, oder auch (abzéhlbar) unendlich. Fiir viele Phénomene ist sogar eine Er-
weiterung des Hilbertraums auf einen tiberabzéhlbar-unendlich-dimensionalen Raum notwendig,
den sogenannten erweiterten Hilbertraum. Vorerst wollen wir uns aber auf endlich-dimensionale
Hilbertrdume konzentrieren.

Mittels der in (3.20) gezeigten Zerlegung in Basisvektoren kann ein abstrakter Ket-Vektor [¢)
als Spaltenvektor in CV dargestellt werden, der die Entwicklungskoeffizienten ¢; beinhaltet:

C1

dey, |
/|

) = c1ld1) + c2|d2) + - N N (3.21)

CN

Der zugehorige Bra-Vektor (¢| = ]1/1>T wird dann entsprechend durch den komplex konjugierten,
transponierten Spaltenvektor von (3.21) — also einen Zeilenvektor — dargestellt:

Wl = Gl + ]+ ek o] 2B (cf & . k) (3.22)

Es ist zu beachten, dass die Zahlenwerte in den Vektoren (3.21) und (3.22) von der gewéhlten
Basis abhéngen. Daher sollte man anstelle eines Gleichheitszeichens einen Pfeil verwenden, der
auch die zu Grunde liegende Basis festlegt (in unserem Fall {¢;}). Das Skalarprodukt (|¢)) kann
als Multiplikation von Zeilen- und Spaltenvektor ausgedriickt werden, und ist von der gewahlten
Basis unabhdngig, weswegen durchaus wieder ein Gleichheitszeichen verwendet werden kann:

€2
(Y|y) = (c’{ .. c}‘v) | = el cyea + -+ cyen (3.23)
CN

3.1.5 Operatoren in der Braket-Schreibweise

Auch fiir Operatoren gibt es im Dirac-Formalismus eine kompakte Schreibweise. Wir haben
Operatoren bereits als mathematische Objekte kennengelernt, die eine Wellenfunktion ,,als Input
bekommen® (oder, wie man fiir gewohnlich sagt: ,auf eine Wellenfunktion wirken“) und als
Ergebnis eine andere Funktion liefern. Wenn wir dies nun auf die abstraktere Dirac-Notation
mit Vektoren im Hilbertraum {ibertragen, dann ist ein Operator A eine (in unserem Fall lineare)
Abbildung aus dem Hilbertraum Hy in den gleichen Hilbertraum Hy (fl : Hy — Hy). Ein
Operator A wirkt immer nur von links auf einen Ket-Zustand [¢), eine Wirkung des Operators
A von rechts auf den Ket-Vektor |¢) ist nicht definiert:

|Agy) = Alpr) = [4h) (3.24)

Sehr wohl kann aber der komplex transponierte (adjungierter) Operator At von rechts auf eine
Bra-Zustand wirken:

(A | = (1| AT = (o] (3.25)
Dass wir (Ay1| = (1] At in (3. -25) formulieren kénnen liegt daran, dass die Bra-Klammer (|
wie ein ,dagger“-Operator auf A und ¢ wirkt und die Regel (XY)T = YTXT geltend wird.
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Wichtige Begriffe im Bezug auf Operatoren Besondere Bedeutung in der Quantenmechanik
haben hermitesche Operatoren. Diese sind definiert iiber die Relation A = Af. Solche Operatoren
wirken auf einen Ket-Vektor (nach rechts) gleich wie auf einen Bra-Vektor (nach links). Unitdre
Operatoren hingegen haben die Eigenschaft, dass die Inverse und die Adjungierte eines Operators
U iibereinstimmen:

A

U'=0U" wnd UU'=0U0"=1 (3.26)

Ganz allgemein soll fiir alle |¢) und |¢) ein adjungierter Operator At definiert sein iiber:

V1) 1e) : (WIATe) = [(WIATIe)T]" = (¢l Aly) (3.27)

Ein Operator A ist in seiner Wirkung auf einen Zustand [i¢) homogen, was bedeutet, dass man
einen Skalar o und einen Operator A immer vertauschen kann:

Ala) = Aalip) = ad [y) (3.28)

Wir betrachten nur lineare Operatoren. Das heifit, wenn A also auf eine Summe von Zustinden
|1h1) und |¢pg) wirkt, ist dies dasselbe, wie wenn der Operator auf jeden Zustand einzeln wirkt,
und man danach die Summe bildet:

Ay + o) = A(Jvn) + o) = Al1hr) + Alba) (3.29)

3.2 Hermitesche Operatoren, Eigenfunktionen und Eigenwerte

Wirkt ein Operator A auf einen Zustand |11), dann entsteht im Allgemeinen ein neuer Zustand,
den wir beispielsweise |1)2) nennen kénnen:

Algn) = [e2)

Es gibt jedoch fiir einen Operator A auch Zustéinde |a;), sodass folgende Beziehung giiltig ist:
Alai) = a; |a;) (3.30)

Der Operator A bildet also den Zustand |a;) wieder auf sich selbst ab, jedoch mit einer Skalie-
rung a; (wobei a; ein Skalar sein muss). Nachdem es fiir jeden Operator von diesen speziellen
Zusténden |a;) mehrere geben kann, nummerieren wir sie mit dem Subindex i. Generell erin-
nert uns (3.30) an das Eigenwertproblem aus der linearen Algebra, wo man zu einer Matrix A
die entsprechenden Eigenvektoren v; und Skalare \; bestimmt, sodass die Eigenwertgleichung
Av; = \jv; erfillt ist. Die Relation (3.30) ist also eine Eigenwertgleichung fiir den Operator
A, mit den Eigenzustéinden |a;) und den Eigenwerten a;! Die Menge aller Eigenzustiande |a;)
des Operators A spannt einen Unterraum im zugrunde liegenden Hilbertraum auf, den soge-
nannten Figenraum von A. Wie bereits erwihnt, spielen in der Quantenmechanik hermitesche
Operatoren eine besondere Rolle. Zur Wiederholung, fiir diese Operatoren gilt:

A= AT (3.31)

3.2.1 Reelle Eigenwerte von hermiteschen Operatoren

Und genauso, wie es bei einer hermiteschen Matrix A = A nur reelle Eigenwerte \; gibt, hat
ein hermitescher Operator A=At ausschliefslich reelle Eigenwerte a;. Davon kann man sich wie
folgt tiberzeugen: Ist ein Operator A und ein normierter Eigenvektor |a;) gegeben, kann man
den zugehoérigen Eigenwert a; wie folgt ausdriicken:

(ai| Ala;) = (ailailai) = a; (ai]a;) = a; (3.32)
———— ——— N——
A wirkt nach Skalar a; ver- normiert

rechts tauscht mit (a;]
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Wenn der Operator A hermitesch ist, kann man A allerdings auch nach links wirken lassen und
(3.32) wir folgt anschreiben:

(@il Ala;) = (@il ATa;) = (ailaflas) = af (aila;) = af (3.33)
A=At At wirkt nach Skalar a; ver- normiert
links tauscht mit (a;]

Es sollte nun fiir einen hermiteschen Operator keinen Unterschied machen ob er von rechts auf
einen Ket-Vektor oder von links auf einen Bra-Vektor wirkt. Die beiden Gleichungen (3.32) und
(3.33) miissen daher gleichzeitig erfiillt sein. Damit folgt:

a; =a; < a; €R (3.34)

Hermitesche Operatoren haben also tatsdchlich reelle Eigenwerte. Doch was bedeutet das physi-
kalisch? Rufen wir uns dazu in Erinnerung, dass Ket-Vektoren wie |a;) Zustinden von Quanten-
systemen entsprechen. Die Anwendung eines hermiteschen Operators A auf einen Zustand ist in
der Quantentheorie mit der Messung der entsprechende Observable verkniipft. Dass es nun zu
jedem Operator A die Eigenzustinde |a;) mit den Eigenwerten a; gibt, bedeutet also zunéchst
folgendes: Befindet sich das System im Eigenzustand |a;), messen wir immer den Messwert a;.
Dies mag trivial wirken, aber erinnern wir uns: Messungen an Quantensystemen sind in der
Regel mit einer gewissen Unschéarfe behaftet. Selbst wenn man ein Experiment jedesmal genau
gleich préapariert, kann das Messergebnis bei jeder Messung vom vorigen abweichen. Daher ist
ein Quantenzustand, der jedesmal dasselbe Messergebnis liefert, in der Quantenwelt eher die
Ausnahme als die Regel und somit etwas besonderes!

Nebenbei verstehen wir jetzt auch, warum wir zur Darstellung von Observablen ausgerechnet
hermitesche Operatoren (mit reellen Eigenwerten) bendtigen: Die Eigenwerte der Operatoren
entsprechen den Messwerten von Eigenzustdnden, und Messwerte werden stets durch reelle Zah-
len dargestellt.

3.2.2 Orthogonalitat der Eigenzustande von hermiteschen Operatoren

Wir haben in (3.34) gezeigt, dass hermitesche Operatoren reelle Eigenwerte a; € R haben. Das
bedeutet dankenswerterweise, dass wir uns bei einem hermiteschen Operator A = AT nicht den
Kopf zerbrechen missen, ob er nach rechts auf einen Ket-Vektor, oder nach links auf einen
Bra-Vektor wirkt. Wegen der Hermitizitit von A gilt fiir die Eigenvektoren |a;) und (a;| glei-
chermaflen:

A la;) = a;la;) und {a;] A= (ai| a;

Damit konnen wir zeigen, dass bei einem hermiteschen Operator A zwei beliebige Eigenzustdnde
la;) und |a;) (i # j) immer orthogonal zueinander stehen.

System ohne Entartung Lassen wir zuerst A auf einen Zustand |a;) wirken und bilden das
Ergebnis auf (a;| ab — aufgrund der Hermitizitat des Operators kénnen wir jedoch auch auf (a;|
einwirken und jenes Ergebnis auf |a;) projizieren. Wir erhalten also zwei Gleichungen:

(M| (a;|Ala;) = a; (aj]a;) | Wirkung nach rechts

N (3.35)
(ID)| (aj|Alai) = aj (ajla;) | Wirkung nach links
Ziehen wir in (3.35) die untere von der oberen Gleichung ab, erhalten wir:
(D -(D] 0= (a;i — a;) {aj]as) (3.36)

(3.36) ist dann erfiillt, wenn entweder die Eigenwerte a; und a; gleich sind, oder (a;|a;) ver-
schwindet; letzteres ist der Fall, wenn ein Eigenzustand dem Nullvektor entspricht oder beide
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Eigenzustdnde orthogonal aufeinander stehen. Gilt nun fiir alle Eigenwerte a; # a;j, dann sagt
man, dass sie nicht entartet sind und die einzige nicht-triviale Moglichkeit (3.36) zu erfiillen dem
Folgendem entspricht:

(ai\aj) =0 (3.37)

Das bedeutet also, dass die Eigenzustinde von hermiteschen Operatoren mit nicht-entarteten
Eigenwerten orthogonal aufeinander stehen! Sind die Eigenwerte zweier oder mehrerer (linear
unabhéngiger) Eigenvektoren gleich (a; = a;), dann spricht man von Entartung, und die Eigen-
funktionen miissen nicht mehr zwingend aufeinander orthogonal sein: (1;|1;) # 0. Gehoren n
linear unabhéngige Zustéinde zum selben Eigenwert, so spricht man von n-facher Entartung.

System mit Entartung Der Fall der Entartung soll nun genauer betrachtet werden: Es gelte
fiir die ersten beiden Eigenwerte a; = ag. Die zugehorigen Eigenfunktionen |a;) und |ag) seien
zwar normiert, aber sie stehen wegen der Entartung nicht orthogonal zueinander: (a1|az) # 0.
Mittels Linearkombinationen von |a;) und |az) konnen allerdings immer orthogonale Zusténde
konstruiert werden — im Rahmen des Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahrens kann dies
iiber einen einfachen Algorithmus durchgefiihrt werden.

|laz)

[")’\: A

ay) = |ay)

Abb. 14: Konstruktion eines Zustands |a2), welcher die Bedingung (@1 |az) = (ai|az) = 0 erfiillt.
Es ist zu beachten, dass |as) erst normiert werden muss.

Ziel des Gram-Schmidt-Verfahrens ist es, zwei neue (normierte) Zusténde |a;) und |az) zu finden,
fir welche nun gilt: (@1|az) = 0. Man wéhlt der Einfachheit halber fiir den ersten neuen Zustand:

|a1) = |az) (3.38)

Fiir |ag) wird zunéchst |as) auf |aq) projiziert, wodurch wir den parallelen Anteil der beiden Ei-
genzustande erhalten — dieser ist durch den in der Abbildung 14 rot gefirbten Vektor (ai|a2) |a;)
dargestellt. Wird der Parallelanteil vom urspriinglichen Zustand |a2) abgezogen, bleibt nur noch
die auf |a;) orthogonale Komponente |az) tibrig. Es gilt daher:

|a2) = |ag) — (a1laz) |a1) (3.39)

Es wurde die Orthogonalitit zwischen den neu konstruierten Zustdnden gefordert, was leicht
iberpruft werden kann:

(@las) = (@ laz) ="
= (a1| (Jag) — (a1az)[a1)) =
= (a1]az) — (a1 (ai]az) |a1) = |({ai|az)ist ein Skalar = rausziehen
= (a1ag) — (a1laz) (a1]ar) = [{ar|ar) =1
= (ai|az) — (ai]az) =0 O (3.40)

Fiir eine allgemeine Anzahl n von zu orthogonalisierenden Eigenfunktionen gilt fiir das Gram-

Schmidt-Verfahren: )

.
|

(ajlas)
= (ajlag)

|@i) = las) — |aj) (3.41)
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Da zwischen den betroffenen Vektoren immer der parallele Anteil abgezogen wird, bleibt schlus-
sendlich nur der gewiinschte orthogonale Zustandsvektor iibrig.

3.3 Matrixdarstellung eines Operators

Wir betrachten nun einen hermiteschen Operator A, dessen Eigenfunktionen laj) zu den diskre-
ten Eigenwerten a; bekannt sind, wodurch die Eigenwertgleichung A|a;) = a;|a;) erfiillt ist.
Projiziert man jene Eigenwertgleichung nun auf einen weiteren Eigenzustand a;, erhalt man:

Aij = (a;]Alay) = (ailajla;) = aj (aia;) (3.42)

Weil a; eine skalare Grofle ist, konnten wir sie im letzten Schritt aus der Braket-Klammer her-
auszichen. A;; ist nun die Matrizdarstellung des Operators A im Raum seiner Eigenfunktionen,
wobei der Index ¢ dem Zeilenindex und Index j dem Spaltenindex entspricht. Da ¢ und j den
gleichen Wertebereich haben, ist A;; eine quadratische Matrix.

System ohne Entartung Treten keine Entartungen auf, konnen weitere Aussagen tiber A;;
getroffen werden: Da jedem Eigenwert a; eine einzige Eigenfunktion |a;) zugeordnet ist, miissen
diese jeweils orthogonal zueinander stehen, und (3.42) vereinfacht sich zu:

Aij = <az‘\fi|aj> = a; (aila;) = a;d;; (3.43)

Die Matrix ist also ohne Entartung diagonal und kann daher im Raum der Eigenfunktionen (in
der sogenannten Eigenbasis) angeschrieben werden als:

aq 0 .
Aij=10 a = diag{a1, az,...} (3.44)

System mit Entartung Lésst man die Annahme fallen, dass keine Entartungen auftreten diir-
fen, geht zwar die strikte Diagonalitét verloren, allerdings gilt weiterhin Blockdiagonalitét. Neh-
men wir beispielsweise an zwei Eigenfunktionen |a;) und |a;) haben denselben Eigenwert ag,
dann gilt (ax|a;) # 0. Die Matrix ist schliefllich blockdiagonal:

aq 0
0 as

Ajj = : (3.45)

()

Die Form der Blockmatrix kann im speziellen Fall (zweifache Entartung der Eigenzustande (|as)
und |a4) mit einen gemeinsamen Eigenwert as von insgesamt vier moglichen Eigenzustdnden)
schnell angeschrieben werden: Fiir die Nebendiagonalelemente gilt (as|A|as) = a3 (as|as) (wir
haben A hier nach links wirken lassen), und (a4|A|as) = as (as|as) (hier wirkt A nach rechts),
wodurch sich der Block in Matrixdarstellung anschreiben lésst als:

ABlock _ o, << 1 <a31a4>> s ( 1 <a3la4>> (3.46)

aslas) (azlaq)”
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3.3.1 Projektionen und Spektraldarstellung

Nach (3.20) kann jeder beliebige Zustand [¢) in einem N-dimensionalen Hilbertraum Hy immer
durch eine Menge von Basiszustanden {|¢;)} dargestellt werden. Es ist besonders praktikabel,
daflir normierte, orthogonale Basisvektoren (also ein Orthonormalsystem, kurz ONS) zu nehmen.
Dann gilt:
) = cildi) mit (dils) = by (3.47)
1

Jeder Entwicklungskoeffizient ¢; in (3.47) kann bei einem ONS — genau so wie im anschaulichen
R? — einfach durch Projektion auf den entsprechenden Basisvektor |¢;) berechnet werden:

¢i = (i) (348)

Aus der Vollstdndigkeit des Hilbertraums Hy folgt, dass man eine vollstdndige Orthonormal-
basis (kurz: VONS) finden kann. Bildet man das Tensorprodukt |¢;) (¢;| aus den Basisvektoren
und summiert tiber sdmtliche mogliche Zusténde i, kann eine ,vollstindige Eins“ (also, ein
Einheitsoperator 1, der den Zustand nicht verédndert) konstruiert werden:

1= Z i) (&4l (3.49)

Wenn wir eine vollstdandige Eins auf eine Wellenfunktion |¢) wirken lassen, erhalten wir natiirlich
wieder [¢), daher 1 [1)) = |¢). Sehen wir uns genauer an, was passiert, wenn wir die vollsténdige
Eins so wie in (3.49) definiert auf |¢) wirken lassen:

47)

) =110) I (6ul) = Y (il 100 2 S eilon) 2 u) O

3 (2

Somit kénnen wir |¢;) (¢;| als einen Operator P, auffassen, der |1} auf den i-ten Eigenzustand
|p;) projiziert, wobei mit ¢; skaliert wird. Die Wirkung von P; sei folgendermaflen definiert:

Piy) =ci|¢s) mit P = |¢;) (¢ (3.50)

P ist ein Projektionsoperator, was man an seiner Idempotenz erkennt: PZZ =P, (und damit gilt,

A

iiber vollstandige Induktion: ]51” = P;). Dass das so ist, lasst sich leicht zeigen:

(3.50) A

P2 B2 16y (i) (i] = |6} (i) P20 By D

Der Trick, dass man den Einheitsoperator 1 jederzeit einfiigen kann, wird auch verwendet, um
einen Operator A in seiner Eigenbasis {|a;)} darzustellen:

A=141%2
= (S i) A Tle) ) =
- Z%: |a;) (ailAlaj) (aj] = | Alaj) = aj|a;)
= Z > lai) {ailajlaz) (aj] = | aj ist ein Skalar = herausziehen
= zi:i:aj |ai) {ailaj) (aj] = | (ailaz) = b
= Zi:i:aj |ai) 05 {a;| =
= Za] |ai) {ail (3.51)
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Man nennt diese Darstellung eines Operators die Spektraldarstellung in der Eigenbasis. In dieser
Eigenbasis ist A dann als Diagonalmatrix mit den entsprechenden Eigenwerten in der Diagonale

darstellbar:
al 0

o flas 0 a
A lead 7 T2 (3.52)

an

Wenn der Operator A hermitesch ist und somit A = At gilt, sind alle Eigenwerte a; = a reelle
Groflen. Das kann in der folgenden Relation ausgenutzt werden:

AN =37 (@ilod) () =2 ai (il |6a) =D ai i) (ei] = 4 O (3.53)

(2

3.4 Distributionenraum

Motivation: Kontinuierliche Messgrofien

In den vorangegangenen Kapiteln sind wir (mehr oder weniger stillschweigend) davon aus-
gegangen, dass es fiir einen Operator A immer eine abzihlbare Anzahl von Eigenzustdnden
gibt. Die Eigenwertgleichung A |a;) = a; |a;) driickt dies durch den diskreten Index i aus.
Die physikalische Bedeutung war, dass wir bei jeder einzelnen Messung immer nur einen
Wert aus der Liste der moglichen Operator-Eigenwerte {a;} messen kénnen. Die zugeho-
rigen Eigenzustdnde {|a;)} bilden ein VONS, weswegen wir allgemeine Zusténde |¢) als
Superposition der Eigenzustidnden |a;) darstellen kénnen: [¢) = >, ¢; |a;) mit ¢; = {(a;|).
Noch simpler konnen wir |¢) in der Basis {|a;)} als Spaltenvektor représentieren und Ope-
ratoren als quadratische N x N-Matrizen.

Das macht physikalisch in vielen Problemstellungen durchaus Sinn: Misst man beispiels-
weise die Energie eines Teilchens in einem unendlich tiefen Potentialtopf, dann zeigt das
Messgerét bei jeder Energiemessung einen Wert aus der Liste der zum Hamilton-Operator
gehorenden Eigenenergien an. Es gibt dabei eine niedrigste Energie E; (Grundzustand-
senergie), dann eine nichsthohere Energie Fy (Energie des ersten angeregten Zustands),
etc. Selbst wenn wir von unendlich vielen Energiewerten ausgehen: Die Energiebasis bleibt
(in diesem Beispiel) immer abzdhlbar.

Offenbar gibt es aber Observablen, welche sich anders verhalten: Messen wir beispielsweise
in einem eindimensionalen System den Ort eines Teilchens entlang der x-Achse, dann wird
dies durch den entsprechenden Ortsoperator Z ausgedriickt. Doch im Allgemeinen werden
wir nicht erwarten, dass es nur eine abzdahlbare Menge {x;} von Orten gibt, an denen wir
ein Teilchen bei einer Messung finden kénnen. Die Schreibweise 2 |z;) = x; |2;), die diskrete
Eigenwerte {z;} und Orts-Eigenvektoren {|z;)} impliziert, macht daher keinen Sinn mehr.

In den folgenden Kapiteln werden wir uns damit auseinandersetzen, wie man dieses Pro-
blem 16st. Offensichtlich muss man von einer abzéhlbaren Menge von Basisvektoren zu einer
iberabzdahlbaren Menge tibergehen; dementsprechend ist ein allgemeiner Zustand |¢) nicht
mehr als diskrete Superposition von Basisvektoren darstellbar, sondern nur mehr durch ein
entsprechendes Integral. Damit zusammenhidngend werden wir aulerdem das Geheimnis
liften, wie man von der abstrakten Ket-Darstellung |¢) zur konkreteren Wellenfunktion
¥ (x), oder auch beispielsweise zu )(p) iibergeht.
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3.4.1 Orts- und Impulseigenwerte und Eigenfunktionen

In einer eindimensionalen Aufgabenstellung werden wir im Allgemeinen nicht erwarten, dass es
nur eine abzéhlbare Menge {x;} von Orten gibt, an denen sich ein Teilchen bei einer Messung
befinden kann. Die Schreibweise & |z;) = x; |x;) ist daher sinnlos, wenn man davon ausgeht, dass
i nur ganzzahlige Werte annehmen darf. Um das Problem zu reparieren, kénnte man natiirlich
vereinbaren, dass der Index ¢ nicht nur ganzzahlige Werte, sondern beliebige reelle Werte an-
nehmen darf. Zum Beispiel wére 1934 dann der Eigenwert, der einer Messung entspricht, bei
der wir das Teilchen an der Position x = 1.234 finden. An diesem Beispiel sieht man aber schon,
dass wir den Index 7 in in diesem Fall nicht mehr bendtigen. Wenn x ohnehin jeden reellen
Wert annehmen kann, macht es in unserer Notation Sinn z anstatt z; zu verwenden. Und da
es fiir jeden reellen Eigenwert = einen zugehorigen Eigenvektor gibt, konnen wir diesen eben-
falls mit |x) statt |x;) anschreiben. Damit l4sst sich die (iiberabzéhlbar-unendliche) Menge an
Eigenwertgleichungen fiir den Ortsoperator Z im Eindimensionalen wie folgt anschreiben:

T|z) = x|z) (3.54)

Entsprechend schreiben verallgemeinernd wir fiir den dreidimensionalen Ortsoperator  eine
analoge Eigenwertgleichung an:

flr)=r]|r) (3.55)

Die (iiberabzéhlbar-unendliche) Menge von Orts-Eigenvektoren {|r)} wird die Ortseigenbasis
genannt. Es ist zu beachten, dass im dreidimensionalen Fall die zugehorigen Eigenwerte r natiir-
lich Ortsvektoren sind, die erst mit drei Zahlenwerten vollstédndig ausgedriickt werden konnen.
In Analogie zum oben Gesagten kann man fiir den dreidimensionalen Impulsoperator p die Im-
pulseigenbasis {|p)} definieren. Fiir jeden Impulseigenvektor |p) existiert ein Eigenwert p, so
dass die folgende Eigenwertgleichung gilt:

plp)=p|p) (3.56)

Selbstversténdlich lasst sich zu (3.56) auch eine eindimensionale Eigenwertgleichung zu jeder
Komponente des Impulsoperators p; anschreiben. Wegen p = Ak kann man dquivalent auch fiir
den Wellenzahloperator k schreiben:

k k) = k|k) (3.57)
An dieser Stelle miissen wir beachten: Die Wirkung von p beziehungsweise k aus (3.56) und
(3.57) ist nur so einfach, weil wir das Eigenwertproblem in der jeweiligen Eigenbasis {|p)} oder
{lk)} anschreiben. Wie beispielsweise die Wirkung des Impulsoperators in der Ortsbasis {|r)}
aussieht, werden wir in einem spédteren Abschnitt diskutieren.

3.4.2 Vom abstrakten Ket-Vektor zur konkreten Wellenfunktion

Rekapitulieren wir, wie man bei einer abzdhlbaren Basis {|a;) } eine Wellenfunktion zerlegen kann
und wie die Normierung aussieht:

[y =11|y) = Z la;) al|1/1 ch la;) und (P[yY) = Zc ci=1

Wenn wir es mit einer kontinuierlichen, iberabzdhlbaren Basis wie der eindimensionalen Ortsbasis
{|x)} zu tun haben, dann miissen wir die Summe durch ein Integral ersetzen:

W) =110) = [ dz o) (@) = [ doe(@) I (358)
c(x)
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Auch die Normierung kann in dhnlicher Form zum diskreten Fall dargestellt werden, wobei wir
(3.59) spéter genauer motivieren wollen:

W) = [ do e (@)ela) = 1 (3.59)

Gleichzeitig wissen wir, dass das Skalarprodukt (¢[¢)) unabhéngig von der Darstellung der Vek-
toren ist; es muss daher auch die folgende Relation valide sein:

(Wl = [ do v (@)i(a) = 1 (3.60)

Ein Vergleich der Gleichungen (3.59) und (3.60) zeigt, dass ¥ (x) und c(z) offenbar identisch
sind, also ¢ (x) = ¢(z). Von (3.58) wissen wir zusétzlich, dass c(x) = (x|t). Somit haben wir nun
herausgefunden, wie man formal vom abstrakten Vektor |¢) zur Wellenfunktion 1 (x) kommt:

() = (zl) (3.61)

Die abstrakte Wellenfunktion [¢) wir also in die Ortsbasis {|z)} projiziert, um eine sinnvolle
Darstellung eines Zustandes zu ermdoglichen. Im dreidimensionalen Raum gilt fiir eine Wellen-
funktion nach gleicher Argumentation wie im Eindimensionalen natiirlich analog:

P(r) = (r[y) (3.62)

Will man eine Wellenfunktion t(p), die nicht den Ort als Funktionsargument hat, sondern
einen Impuls, kann man ganz analog den abstrakten Ket-Vektor [¢) auf die Impulseigenbasis
projizieren:

¥(p) = (p|¥) (3.63)

Wegen der Beziehung p = hk kann man dquivalent fiir eine Wellenfunktion @(k) mit Wellen-
vektoren als Argument auch schreiben:

P(k) = (k|v) (3.64)
So erkennt man Folgendes: Genauso wie beispielsweise ein und derselbe Ortsvektor r im euklidi-
schen Raum durch ganz unterschiedliche Zahlenwerte (Entwicklungskoeffizienten ¢;) dargestellt
werden kann, kann ein und derselbe Zustandsvektor [¢) im Hilbertraum H durch ganz unter-
schiedliche mathematische Funktionen v (r) oder ¢)(p) dargestellt werden. Diese reprisentieren
letztlich nichts anderes, als eine tiberabzdhlbar grofie Menge von ,,Entwicklungskoeffizienten“ zu
unterschiedlichen Basen.

3.4.3 Orts- und Impulseigenfunktionen in Orts- und Impulsbasis

Fiir orthogonale, normierte Basissysteme mit abzdhlbar vielen Basisvektoren {|a;)} haben wir
bereits festgehalten, dass (wegen der Orthogonalitédt und der Normierung) trivialerweise gelten
MUuss:

(ailaj) = i
Beim Ubergang zu orthogonalen, normierten Basissystemen mit diberabzihlbar vielen Basisvek-
toren, wie beispielsweise der Ortsbasis {|x)}, gilt analog:

(z|z') = 6(z — 2') (3.65)

Mit 6(xz—z') ist die Dirac’sche Deltafunktion (oder préiziser: Delta-Distribution) gemeint, welche
definiert ist iiber:

/_ O:O dr5(z — ') f(z) = f(2) (3.66)

65



3 Formale Struktur der Quantentheorie

Vertiefung: Delta-Distribution

Die Delta-Distribution d(x) ordnet jeder beliebig oft differenzierbaren Funktion f(z) die
Auswertung der Funktion an der Stelle z = 0 zu. Man kann das Funktional anschreiben:

(6, f) = f(0) (3.67)

Diese Paarung geschieht formal in einem Integral der folgenden Form:
oo
6.0 = | des@)f(@) = £(0) (3.68)

Daran sieht man, dass die Delta-Distribution §(z) die Eigenschaft haben muss, fir x # 0
tiberall den Wert 0 anzunehmen. Rund um den Wert z = 0 muss §(z) — anschaulich
gesprochen — eine ,,unendlich schmale“ Spitze bilden, die genau die Fléche 1 hat, so dass
gilt:

/_OO dxd(z) =1 (3.69)

Obwohl man in der Physik oft von der ,,Delta-Funktion“ spricht, gibt es — streng genommen
— keine Funktion, welche dieser Definition geniigt. §(x) ist nur iber (3.67) und (3.68)
definiert und wird daher sauberer Delta-Distribution genannt. Man kann §(x) jedoch als
Grenzwert einer Funktionenfolge darstellen, wobei es hier viele Darstellungsmoglichkeiten
gibt. Eine dieser nutzt eine immer schméler werdende Gaufifunktion beziehungsweise Sinc-
Funktion:

770 oV2T (3.70)

o1
i(z) = rlg% ﬁsmc(m‘/n)

Die gebrauchlichsten Rechenregeln mit der J-Funktion werden im Folgenden angegeben
(wobei zu beachten ist, dass wir tiber §(z) immer integrieren miissen):

f(@)6(z — z0) = f(z0)d(2 — 20) (3.71)
d(z) = d(—x) (3.72)

zé(x) =0 (3.73)

d(ax) = 0(x)/|al (3.74)

2| §(2?) = 6() (3.75)

Im Falle der folgenden Relation (3.76) sind x; die einfachen Nullstellen der Funktion f(z).

S = Y (3.76)

In (3.61) haben wir gelernt, dass (z|¢)) = ¥ (z) gilt. Damit ist der Ausdruck (x|z’) in Gleichung
(3.65) aber nichts anderes als die Eigenfunktion |z’) des Ortsoperators (zum Eigenwert z’)
dargestellt in der Ortsbasis {|z)} — anders ausgedriickt, die Projektion eines Ortszustandes |z’)
auf einen anderen Ortszustand |z). Dadurch, dass die Eigenzustédnde des Ortsoperators eine
Eigenbasis bilden, stehen unterschiedliche Ortszustidnde orthogonal aufeinander und es folgt:

(@]2') = ¢or(x) = d(2 — 2) (3.77)

Das Skalarprodukt verschwindet nur nicht, wenn beide Ortszustinde tibereinstimmen (z' = x).
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Ganz analog kann man fiir den k-Raum beziehungsweise den Impulsraum schreiben:

(plp") = ¢ (p) = d(p—p')

(KIK') = o (k) = 5k — K) (3.78)

Im Dreidimensionalen gelten dhnliche Beziehungen, nur miissen wir an dieser Stelle die dreidi-
mensionale Delta-Distribution verwenden:

(rt') = ¢y (r) = 6P (r — 1)
(p|p) = ¢p(P) = 6 (p — p') (3.79)
(k|k') = ¢ (k) = 6 (k — k')

Darstellung im Eigenraum Wir wollen nun die Wirkung des Ortsoperators Z in der Ortsbasis
(seiner Eigenbasis) bestimmen. Die zu erfiillende Eigenwertgleichung lautet:

#|o') = o/ |2')

Um Beziehung (3.77) ausnutzen zu kénnen, projizieren wir diese Relation von links auf (x|:

w
=
3

pa') = (ala’|a’) = o (ge) PZ" o 6(z — !
(el — {<x\m>—< 2') = o/ (@lo’) L 2’6o — ) 5.50)

Dadurch, dass der Ortsoperator hermitesch # = #' ist, kénnen wir ihn sowohl nach rechts als
auch nach links wirken lassen — daraus lasst sich schlieflen, dass z0(z — 2’) = 2/ §(x — ) gilt.
Im ein- und dreidimensionalen Ortsraum erkennen wir dadurch die (sehr einfache) Form des
Ortsoperators & beziehungsweise 1

N (3.81)
p (3.82)

Entsprechendes gilt fiir den Impulsoperator p; = p beziehungsweise p im Impulsraum, wobei wir
analog zum Ortsraum argumentieren kénnen:

p 1P, (3.83)
RIS (3.8

Als néchstes ermitteln wir die Impulseigenfunktionen |p,) = |p) in der eindimensionalen Orts-
basis ¢p(z) = (z|p). Die zu erfiillende Eigenwertgleichung fiir den Operator p, = p lautet:

plp) =plp)

Da uns die Darstellung in der Ortsbasis interessiert, projizieren wir die Gleichung auf einen
Ortseigenzustand (x|. Wir konnen in diesem Fall die bereits motivierte Ortsdarstellung des
Impulsoperators aus (2.15) ausnutzen:

(2.14)

(z|plp) = (z|pp) = (z|plp) = p(z|p) = p Pp(x) — —iha%cbp(w) =pdp(z) (3.85)

Wir erhalten eine Differentialgleichung fiir die Funktion ¢,(z). Fiir die Impulseigenfunktionen in

der Ortsbasis setzen wir ebene Wellen an, von denen wir wissen, dass sie die Schrédingergleichung

erfiillen: .
— ikx _ ipx/h 3.86
Pp(x) 57 ¢ T (3.86)
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Zu beachten ist, dass ¢,(z) kein Element des Hilbertraums ist, weil ebene Wellen 6rtlich nicht
begrenzt und daher nicht quadratintegrabel sind (das Integral iiber den kompletten Raum ge-
gen unendlich strebt). Durch Superposition von ebenen Wellen lassen sich aber, wie in Kapitel
2.2 gezeigt, Wellenpakete mit begrenzter Ausdehnung formen, die dann doch ein Element von
‘H bilden. Um zu zeigen, dass Ansatz (3.86) das Eigenwertproblem 16st, miissen wir in (3.85)
einsetzen:

0 1 1 1. 1 .
_in L sz/h) — _ih ( > ( zpa:/h) _ ( zpac/h) 0
! Ox ( 27Tﬁe 7] /fﬁp 27The P 27Tﬁe

Somit haben wir gezeigt, dass der Ausdruck (3.86) die Impulseigenfunktionen in der Ortsba-
sis darstellt. Wir konnen also die Eigenfunktion |p) des Impulsoperators, ausgedriickt in der
Ortsbasis, wie folgt anschreiben:

1 .
——Pe/h 3.87
V2rh ( )
Wegen p = hk konnen wir fiir ¢y (x) (welche die Eigenwertgleichung p ¢ (z) = hkeoy(z) 16st) bis
auf Konstanten den gleichen Ansatz wéhlen:

(z]k) = ¢r(z) =

(z|p) = dp(x) =

1
V2r
Im dreidimensionalen Raum kénnen wir jeweils einen dhnlichen Ansatz wéhlen:

1
(r|p) = dp(r) = \/ﬁ

(rlk) = ¢y (r) = \/%eik-r

Als letzter Punkt in diesem Abschnitt fehlt noch die Eigenfunktion |z) des Ortsoperators, aus-
gedriickt in der Impulsbasis beziehungsweise k-Basis. Wegen (p|z) = (z|p)”, kann man diese,
mit einem Blick auf (3.87) und (3.88) sofort anschreiben:

etke (3.88)

6ip-r/h
(3.89)

(pl) = o (p) = — P2/

2l (3.90)
L = oy k) = —ikx
(kfr) = 62 (k) = =
Im dreidimensionalen Raum gilt erneut in analoger Weise:
1 .
(plr) = ¢e(p) = —==e P/
V2mh (3.91)

() = 61(1) = ="

Wir kénnen bereits jetzt erkennen, dass die Impulseigenfunktionen im Ortsraum eine grofie
Ahnlichkeit zur Fouriertransformation zwischen Impuls- und Ortsraum haben. Im néichsten Ab-
schnitt wollen wir uns dies zunutze machen, um eine kontinuierliche Transformation zwischen
den beiden Eigenbasen zu ermoglichen.

3.4.4 Kontinuierliches Spektrum und Fouriertransformation

Vertiefung: Fouriertransformation

Fiir Fouriertransformationen (und die entsprechenden Riicktransformationen) gibt es ver-
schiedene Konventionen, was die Vorfaktoren und das Vorzeichen im Exponenten der Ex-
ponentialfunktion angeht. Wir folgen in diesem Skriptum den folgenden Konventionen:
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Transformation vom Ortsraum in den Impulsraum (1D):

z)e P und Pk / dzp(z) e (3.92)

Transformation vom Ortsraum in den Impulsraum (3D):

(2;)3 7 /V dPryp(r)e ™ (3.93)

Riicktransformation vom Impulsraum in den Ortsraum (1D):

9P) = G [, AU e und (0 =

P(x) =

et®r/h und () / dk (k) etike (3.94)

Riicktransformation vom Impulsraum in den Ortsraum (3D):

1 7 ipr/h _ 1 n ik-r
V) = G [, AP wnd () = e [ kG0 e (3.95)

Transformation der Delta-Distribution vom Ortsraum in den Impulsraum:
Um festzustellen, welches Ergebnis die Transformation der Delta-Distribution in den Im-
pulsraum liefert, setzen wir einfach ¥ (z) = 0(x — x¢), und fithren die entsprechenden
Integrale aus (3.92) aus:

~ 1 o0 . 1

5(p) = 7/ dz §(x — xg) e PETT/M — 3.96
()= o= | _dwilz—zo)e o (3.96)
_ 1 00 A 1

o(k) = —/ dx o(x — —ih(a—wo) =~ 3.97
W= L Aol moe Var (397

Die in den Impulsraum transformierte Delta-Distribution 6(x — x¢) liefert also eine Kon-
stante!

Integraldarstellung der Delta-Distribution:

Durch Einsetzen der transformierten Delta-Distributionen é(p) = 1/v/2mh beziehungsweise
6(k) = 1/v/27 in die entsprechende Riicktransformationen (3.94) erhalten wir Integral-
Ausdriicke fiir die Delta-Distribution, die in der Praxis hdufig verwendet werden:

: 1 foo .
- ip(x—x0)/h - ip(x—x0)/h
d(z — ) \/ﬁ/ \/76 57 /_OO dpe (3.98)
1o
- ik(r—x0) _ ik(z—x0)
§(x — o) \/ﬁ/ e > /_OO dk e (3.99)

So wie im Abschnitt 3.3.1 eine ,vollstdndige Eins“ 1 durch Aufsummieren iiber alle Basisvek-
toren eines diskreten VONS gebildet wurde — siehe dazu Gleichung (3.49) — kann man auch
mit Orts- oder Impulseigenfunktionen eine ,vollstindige Eins“ konstruieren. Da die Menge der
Eigenvektoren in diesem Fall aber tiberabzahlbar ist, muss man die Summe durch ein Integral
ersetzten:

1= [ dola) el = [ dp o) ol = [ dk 1) (3 (3.100)

Ahnlich wie im Fall der diskreten Eigenfunktionen kann man wieder durch ,Einschieben einer
Eins“ einen beliebigen Zustand |¢)) in einer bestimmten Basis ausdriicken:

[dz |x)(z|¢), (Ortsraum)

) =1[¢) = [dp |p) (pl¥), (Impulsraum) (3.101)
Jdk |k) (k[¢),  (k-Raum)
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Die Ausdriicke P, = |z) (x|, P, = |p) (p| und P; = |k) (k| konnen wieder als Projektionsoperato-
ren aufgefasst werden, die den Zustand [¢) auf den jeweiligen Basisvektor projizieren.

Im Folgenden demonstrieren wir noch kurz, wie man beispielsweise die Identitét (x|z') = §(z—2')
mit Hilfe der Fourier-Integraldarstellung der Delta-Funktion (3.98) beweisen kann:

(alaty = (eltlo’) C2 [ a ol ke = [k (el () =

Foo . 3.87) [T | R
= [ T dkaimenn [ b e

1 [t . n (3.
T o / dk ehz—a") B29) §(z — ) (3.102)
™ J—0c0

An diesem Punkt kann man auch leicht zeigen, dass ein allgemeiner Zustand @(k) nichts anderes
ist, als die Fouriertransformierte von ¢ (x):

908) = Gkl = 111) C2 [ e e el = [ dwaliypta) =

(3.87)

= / dx (). (k) = 71 / d ke (3.103)
TY(T) Dy T Y(x)e .
()b ( o Y(z)
Umgekehrt ist w(x) natiirlich nichts anderes als die inverse Fouriertransformierte von zﬁ(k:)

wla) = Gal) = Gl 2 [ i i) o) = [ dk @i =

_ [ :O kb (k) () O ¢127r [ ;OO dk P(k)etk (3.104)

Vertiefung: Wirkung des Impulsoperators im Ortsraum

Bereits in (2.15) wurde der 1D-Impulsoperator p, welcher auf Wellenfunktionen im Orts-
raum 1 (x) wirkt, hergeleitet. Hier zeigen wir nun eine weitere Herleitung, basierend auf
den Methoden der letzten Kapitel:

p(@) = Galple) = Gelptl) “0 [ dp Galpln) @) = [ db Galolp) 1) =

o 3.86
= [ dpplz = / dp ——pe™/" 3.105
[ dontal) 610 *2 [~ dp——p eIt o) (3.105)
Wir fithren an dieser Stelle eine Nebenrechnung durch, um den Ausdruck aus (3.105) zu
vereinfachen:

h 9

Eeipx/h _ Z;peip:r:/ﬁ
i 83;

ipr/h _
Ox h — e

ePe/h = z‘hieiﬂ/ﬁ (3.106)

Der Impuls p kann also einfach iiber eine Ableitung nach dem Ort ersetzt werden! Wir
setzen (3.106) in (3.105) ein:

0

p(0) = —ih—— [~ dp v ) = —ih— k. [ dpe i ) =
=i / p e o1 2 =i [ dp ) () 2
= il (@) = ~ih (al) = —ih () (3.107)
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Fir drei Dimensionen kann dieser Ausdruck verallgemeinert werden zu dem bereits be-
kannten Ausdruck:
p = —ihV (3.108)

3.4.5 Aligemeine Spektraldarstellung

Es gibt physikalische Systeme, bei denen sowohl die diskrete Spektralzerlegung, als auch die kon-
tinuierliche Spektralzerlegung bendtigt wird. Denken wir beispielsweise an die méglichen Eigen-
energien eines Elektrons im Coulombpotential des Kerns eines Wassertoffatoms: Die gebundenen
Zustande entsprechen den diskreten Eigenvektoren des Hamiltonoperators H. Die ungebunde-
nen (Streu-)zustédnde entsprechen den kontinuierlichen Eigenzusténden des Hamiltonoperators.
In so einem Fall miissen wir, zur Gesamtbetrachtung, den Hamiltonoperator daher in zwei Teile
zerlegen:

=Y Euln) (nl + [ dE Elé) (68 (3.109)

|n) stellt die (abzéhlbaren) gebundenen Energieeigenzustinde dar, wihrend |¢g) die Eigenzu-
stdnde im kontinuierlichen Spektralbereich reprasentiert, und somit die ungebundenen Zustinde
beschreibt.

3.4.6 Direkte Summe und Tensorprodukt von Vektorraumen

Im vorliegenden Fall wurde ein Operator in sein diskretes Spektrum (mit einem N-dimensionalen
Hilbertraum # ) und sein kontinuierliches Spektrum (mit dem Distributionenraum D der kon-
tinuierlichen Zusténde) zerlegt. Um zu verstehen, wie sich der gesamte Hilbertraum beschreiben
lasst, betrachten wir den verallgemeinerten Fall von zwei Vektorrdumen V; und Vs, welche iiber
die direkte Summe einen neuen Vektorraum aufspannen sollen:

V=YW (3.110)

Die Dimension von V ergibt sich einfach iiber die Summe der Dimensionen der einzelnen Vek-
torraume:

dim V = dim V| + dim Vs (3.111)

Betrachten wir nun zwei Elemente aus V', namlich

. uy € Vp wmd w = w, € V1

o Ug € Vo o wy € Vo)
Bilden wir das Skalarprodukt zwischen u und w, miissen wir die Zugehorigkeit zum jeweiligen
Vektorraum beachten:

(ulw) = (urlwr) + (us|ws) (3.112)
%1 €Vy

Alternativ kann ein Vektorraum ) auch iiber das sogenannte Tensorprodukt zwischen zwei
Vektorrdumen gebildet werden:

V=VI®W (3.113)

Als ein konkretes Beispiel fiir die Verwendung des Tensorproduktes kénnen separable Wellen-
funktionen ¢ (x1, x2) herangezogen werden, fiir die gilt: (21, x2) = ¥1(x1)2(x2). Will man die
Dimension des Vektorraums V in diesem Fall berechnen, gilt somit:

dimV = dim V; - dim V (3.114)
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3 Formale Struktur der Quantentheorie

Berechnet man nun das Skalarprodukt zwischen v und w miissen wird das Produkt zwischen
den Elementen aus dem jeweiligen Vektorrdumen bilden:

(ulw) = (ur|wr) - (uz|ws) (3.115)
eV €Vo

Dies kann am Beispiel einer separablen Funktion ¢ (z1,x2) = ¥1(21)2(z2) leicht veranschaulicht
werden. Man erhélt fiir die Projektion auf sich selbst:

(@) = [[ dardea v @, za)ilar, a) =
= // dzydrs Y1 (21)93 (22) Y1 (21)P2(22) =

= [ dzvi(en)ia(an) [ dur s (ea)iate) =
= (1]h1) (alth2) (3.116)

Wir erkennen, dass sich im Falle der separablen Funktion die Elemente des jeweiligen Untervek-
torraumes auf natiirliche Weise trennen lassen.

3.5 Operatoralgebra

Wir haben bereits die Bedeutung und Funktionsweise von Operatoren kennengelernt, sowie deren
Eigenschaften diskutiert. Grundsétzlich kénnen Operatoren als die Abbildung eines Zustandes
auf einen weiteren Zustand verstanden werden, wobei beide im selben Vektorraum liegen. In
diesem Kapitel soll der Umgang mit mehreren Operatoren erldutert werden, sowie tiefer auf
komplementdre oder kompatible, Operatoren eingegangen werden.

Es sei nun ein allgemeiner Zustand [1)) gegeben, sowie zwei beliebige Operatoren A und B, deren
Wirkung auf |¢)) wir nicht ndher kennen. Lassen wir beide Operatoren auf den Zustand wirken,
soll folgende Notation gelten:

AB|g) = A(B[y)) wnd BAg) = B(A[Y)

Die erste Gleichung bedeutet, dass A auf einen Zustand wirkt, welcher bereits durch die Wirkung
von B verindert wurde. Die zweite Gleichung bedeutet gleichermaflen, dass B auf einen Zustand
wirkt, welcher bereits durch die Wirkung von A verindert wurde. Im Allgemeinen gilt, dass
AB #* BA ist, und somit die beiden oberen Gleichungen unterschiedliche Ergebnisse liefern
werden!

Beispiel: Vertauschbarkeit von Orts- und Impulsoperator

Gegeben sei ein Zustand 1 (x), welcher im eindimensionalen Ortsraum dargestellt wird.
Ebenso kennen wir die Wirkung der Orts- und Impulsoperatoren & = z und p = p, =
—iha% in der Ortsbasis. Wirkt beispielsweise Z auf ¢ (z) erhalten wir den Eigenwert z,
wahrend p erst durch die Ableitung charakterisiert wird. Lassen wir zuerst p und darauf-
folgend & wirken, ergibt sich:

0
#p(w) = —iho g ()

Die Wirkung von 2 auf die Ortsableitung von ¢ (x) entspricht wieder z. In umgekehrter
Reihenfolge erhalten wir allerdings:

0 0 0

pio(a) = —ih(e0(a)) = —ih V(o) + 2-w(a) ) = =if 1+ ) (o)
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Die Ergebnisse unterscheiden sich offensichtlich. Berechnet man die Differenz zp — pZ und
deren Wirkung auf ¢(z) erhédlt man die wichtige Relation:

(@9~ pai@) = =i (- — 1= ) (2) = ihw(a)

Wir werden diese spédter heranziehen, um Ort- und Impulsoperator als komplementére
Operatoren zu Identifizieren. Lasst man den Zustand v (z), auf welchen die Operatoren
wirken, in der Notation weg, erhalten wir eine sogenannte Kommutatorrelation:

ip — pi = ih (3.117)

Die Tatsache, dass zwei Operatoren A und B im Allgemeinen nicht vertauschen (AB —BA+ 0),
fithrt uns im folgenden Abschnitt zu den Kommutatorbeziehungen von Operatoren.

3.5.1 Kommutator

Dass Operatoren im Allgemeinen nicht vertauschen, fithrt zu der Einfithrung des Kommutators.
Dieser sei definiert iiber zwei Operatoren A und B:

A

[A,B] = AB - BA (3.118)

Verschwindet der Kommutator zwischen zwei Operatoren ([A, B] = 0), erfiillen A und B die
Vertauschbarkeitsrelation und sie konnen fortan als ,,vertauschbar“ bezeichnet werden. Dies ist
dquivalent zur Aussage, dass die beiden Operatoren A und B kommutieren. Der Kommutator
ist eine antisymmetrische Funktion, was leicht gezeigt werden kann iiber:

[B,A] = BA— AB = —(AB — BA) = —[A, B] (3.119)
Der Kommutator zwischen zwei gleichen Operatoren fithrt zwangslaufig auf den Nulloperator:
[A,A]= AA—AAd =0 (3.120)

Mit einem dritten Operator C und den beiden Skalaren 3 und ~v kann zudem gezeigt werden,
dass der Kommutator das Distributivgesetz erfiillt:

[A, BB +~+C] = BAB + vAC — BBA —~CA =

= B(AB — BA) +v(AC — CA)
= B[A, B + (A, ] (3.121)

Eine weitere niitzliche Eigenschaft der Distributivitit ergibt sich im Kommutator von A und
dem Produkt zweier Operatoren BC'

[ +
= B[A,C] + [A, B|C (3.122)

Kommutatoren kénnen auch ineinander verschachtelt werden und im einfachsten Falle in dieser
Form sogar zyklisch permutiert werden — die Jacobi-Identitat spielt in diesem Falle eine wichtige
Rolle:

[A,[B,C)| +[C.[A, B]| + [B,[C,A]] =0 (3.123)
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Beispiel: Beweis der Jacobi-Identitat

Es soll gezeigt werden, dass die Jacobi-Identitit aus (3.123) erfiillt ist. Dabei werden sdmt-
liche Kommutatoren explizit mit (3.122) ausgewertet, ansonsten werden keine speziellen
Annahmen getroffen:

)] [B,[C, Al = [B,CA - AC) = [B,CA] - [B, Ac) PZ?
= C[B,A|+[B,C)A - A[B,C] - [B, A|C =
= —([C,BJA+ A[B,C] + B, AIC + C|A, B))

)| [C,[A, B)) = (6, AB — BA] = [C, AB] - [0, BA] ®2?
= A[C,B] +[C,A]B - B[C,A] - [C, B]A =
— ACB - ABC + CAB - ACB - BCA+ BAC — CBA+BCA =

—ABC + CAB + BAC - CBA =

= [B, AIC + C[A, B]

()| [A, [B,C]) = [4, BC — CB] = [A, BC) - (4, ¢B) PLY
= B[A,C] +[A,B|C - C[A,B] - [A,C)B =
— BAC — BCA+ ABC - BAC — CAB+CBA—- ACB+CAB =
= -BCA+ ABC +CBA- ACB =
= [C,BJA+ A[B, (]

Aus den Ergebnissen der einzelnen Terme erkennt man schnell, dass die Jacobi-Identitéat
erfillt ist, da (I) durch (II) und (III) kompensiert wird und somit gelten muss:

[4,[B,C]] + [C,[A, B]| + [B,[C,A] =0

Es kann auch eine Funktion definiert werden, welche als Antikommutator bezeichnet wird. Sie
unterscheidet sich vom Kommutator durch das interne Vorzeichen:

{A,B} = AB+ BA (3.124)

Die Notation variiert in der Literatur, man beachte, dass {A, B} und [A, B], beide den Anti-
kommutator symbolisieren. Im Gegensatz zum Kommutator ist der Antikommutator eine sym-
metrische Funktion:
{A,B} = AB+ BA=BA+ AB={B,A} (3.125)

Gemeinsam mit der Kommutatorrelation kann fiir ein beliebiges Produkt aus zwei Operatoren
A und B folgende Zerlegung gefunden werden:

A A 1 A A A A A A 1 A A AA A A AA

AB =3 (24B+ BA- BA) =5 (AB - BA+ AB + BA) =

~ A 1 ~ 4
5 : A,B]+ S{A.B}  (3.126)

1
2
Schréinken wir uns jetzt wieder auf hermitesche Operatoren A= A" und B = Bf ein, konnen
wir neue Beziehungen finden:

[A, Bl = (AB) — (BA)! = BTA" — ATB' = BA— AB = B, A] = —[A, B (3.127)

Durch das Adjungieren des Kommutators erhalten wir bis auf ein Vorzeichen den selben Kom-
mutator. Wir bezeichnen diese Eigenschaft als Antihermitezitit — im Gegensatz zu einem her-
miteschen liefert ein antihermitescher Operator nur imaginire Eigenwerte.
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Beweis: Imaginire Eigenwerte eines antihermiteschen Operators

Gegeben sei ein antihermitescher Operator C' = —CT. Weil, wie wir gerade gesehen haben,
ein Kommutator zweier hermitescher Operatoren A und B antihermitesch ist, kénnten wir
einen solchen Operator C' zum Beispiel iiber die Beziehung C' = [A, B] definieren. Der
Operator C' stehe mit dem Zustand |¢) in der Eigenwert-Beziehung C'|¢) = c¢|¢). Der
Eigenwert ¢ kann direkt berechnet werden tiber:

c=(4|C|9). (3.128)

Wird Gleichung (3.128) komplex konjugiert und transponiert erhdlt man:

& CLY 1o = |Gy = |6 = —C (antihermitesch)

A (3.128)
=—(@|Cly) =" —c (3.129)
Fiir den Eigenwert c gilt also: ¢* = —c. Dies ist nur erfiillt, wenn c eine rein imaginére
Grofle ist. Davon kann man sich iiberzeugen, indem man annimmt, dass c eine allgemeine,
komplexe Zahl ¢ = a + i mit Realteil o und Imaginéarteil § wére:

!
¢ =—c

(a+iB)" = —(a+ipB)
a—if=—a—1if
nur moglich wenn o = 0 und ¢ = i3 rein imaginir. O (3.130)

Fir den Antikommutator ldsst sich leicht zeigen, dass dieser hermitesch ist:
(A, B}t = (AB)' + (BA)! = BTAT + ATB' = BA+ AB = {B, A} = {A, B} (3.131)

Dies hat zur Folge, das wir fiir den Antikommutator nur reelle Eigenwerte erhalten. Den ent-
sprechenden Beweis haben wir bereits in (3.32-3.34) erbracht.

3.5.2 Komplementaritat, kanonische Vertauschungsrelation und Unscharfeprinzip

Der Kommutator zwischen dem Orts- und Impulsoperator ¥ und p liefert eine wichtige Bezie-
hung, welche als die kanonische Vertauschungsrelation bezeichnet wird. Bereits in (3.117) wurde
die kanonische Vertauschungsrelation [#,p] = ik im eindimensionalen Ortsraum gezeigt. Dies
lasst sich auf drei Dimensionen verallgemeinern:

[t,p] =ik (3.132)
Enthélt der Kommutator Operatoren, die entlang der Richtung der Basisvektoren eines Ortho-

normalsystems wirken (beispielsweise 71 = &, 7o = §J, 73 = £ beziehungsweise p1 = Pz, P2 = Dy,
Ps = P.), dann kann der Ausdruck in (3.132) weiter verallgemeinert werden zu:

[7i,D;] = ihdy; (3.133)

Operatoren Aund B , welche die Relation (3.133) erfiillen, werden als komplementdre Operatoren
bezeichnet:

[A,B] =i (3.134)
Hier lasst sich auch die Aussage in (3.127), dass der Kommutator rein imaginire Eigenwerte
tragt, bestédtigen, da die Wirkung offensichtlich charakterisiert ist iiber die imaginidre Grofe ¢h.
Eine dhnliche Beziehung lasst sich auch in der klassischen Mechanik finden, wobei hier anstatt
des Kommutators die Poisson-Klammer verwendet wird.
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Motivation: Poisson-Klammern in der Klassischen Mechanik

Gegeben sei eine beliebige Observable der Form f(qx,pg,t) mit & = 1,..., N Freiheits-
graden, wobei g den generalisierten Ort und p; den generalisierten Impuls beschreiben.
Die Zeitableitungen jener Groflen fiihren auf die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen,
welche in (10.2) eingefiihrt werden und die folgende Form haben:

OH OH

Gp == und pp=——-— mit k=1,...,N
Opg oqx,

Ebendiese Beziehung kénnen wir uns zunutze machen um das totale zeitliche Differential

von f(qk,pk,t) zu berechnen. Es gilt:

Z(afaqk afapk>+af:
8qk ot 8pk ot ot

(g aromy or
Oqr Opr.  Opg, Oqy, ot

_ of
={f H}+ 5 (3.135)

Wir bezeichnen {f, H} als die Poisson-Klammer zwischen der Observable und der Ha-
miltonfunktion. Nehmen wir zusétzlich an, dass f(qx,pk,t) = f(qx, pr) nicht explizit von
der Zeit abhangt, verschwindet der letzte Term %. Gilt zudem, dass die Observable ei-
ne Erhaltungsgrofle ist muss auch das totale Differential verschwinden und wir erhalten:
{f,H} = 0. Wird diese Beziehung fiir ein beliebiges f(qx,py) erfiillt, konnen wir im Um-
kehrschluss darauf schlieflen, dass es sich um eine Erhaltungsgrofie handelt.

Die Poisson-Klammer kann im Generellen zwischen beliebigen Grofien gebildet werden.
Wir ziehen nun konkret den generalisierten Ort und Impuls heran und finden die folgende
Beziehung:

9¢; Opi Oy 31?1) a
o W 3.136
Oqi O Opr. g, kz::l S ( )

{aipi} = g:l <

Wir erhalten somit eine dhnliche Form zu der kanonischen Vertauschungsrelation aus
(3.133). Weiters gilt die Analogie auch fiir die Poisson-Klammern zwischen gleichen Gro-
Ben, was im Falle der Kommutatoren leicht mit (3.120) abgeglichen werden kann:

{ai,a} = {pixm} =0 (3.137)

Betrachten wir die Kommutatorbeziehung aus (3.134) genauer und beschrénken und auf zwei
hermitesche Operatoren A = Af und B = BT, dann kann die in (2.80) bereits gezeigte Heisen-
berg’sche Unscharferelation nun fiir beliebige Operatoren A und B abgeleitet werden. Zuerst
wollen wir einen Fluktuationsoperator AA einfiihren, welcher die Abweichung der Wirkung vom
Erwartungswert (Mittelwert vieler Messungen) beschreibt:

A

AA=A—(A) (3.138)

(A) = (¢|A]yp) ist der Erwartungswert von A fiir eine gegebene, normierte Wellenfunktion
|1b). Die Streuung (beziehungsweise Varianz) lésst sich als der Erwartungswert des quadrati-
schen Fluktuationsoperators (Afl)2 berechnen; die Standardabweichung wiederum wird durch
die Wurzel der Varianz beschrieben:

o4 =\ ((AA)?) (3.139)
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Wollen wir nun den Erwartungswert der Varianz (Afl)2 erhalten, konnen wir verwenden, dass
bei Erwartungswerten die folgenden allgemeinen Rechenregeln gelten: (X+Y)= <X )+(Y) und
(XY) = (X) (V). Weiters gilt fiir den Erwartungswert eines Erwartungswerts: ((X)) = (X).

(AA)%) "=

{
= A )
= (A% - (2){
{

= 42y — (A) (3.140)
(A?) nennt man das zweite Moment von A. Allgemein nennt man (A”) das z-te Moment von A,
daher ist (A) = (A!) das erste Moment. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wollen wir nun,
zur Vereinfachung der Rechnung, einen Erwartungswert von 0 annehmen; also (4) = (B) = 0.
Dann gilt fiir die Varianz ((AA)?):

(AA)?) = (| A%|y) = (Ap|Ay) = [|A|y)]]? (3.141)

Quadrat der
Linge von Aly)

Analoge Rechenschritte kénnen auch fiir einen Operator B durchgefithrt werden, sodass wir
eine erwartete Varianz von ((AB)?) = ||B|v)|* erhalten. Versuchen wir nun, das Produkt der
Varianzen ((AA)?) und ((AB)?) abzuschitzen:

A

(BAP (OB = 1AW P 1B 1 P o

> [(Ay|By) > = | (Y| ABly)

1

= (o] 314,81+ A8y o) -

|2 (3.126)

A A 2 A A PN
= 1[0 [A,BL ) + ] (A, B) 03] = o= (1A, B]), 8= ({4, BY)
antiherm. hermitesch
:i‘a—i—zﬂQ:%(a?_i_ﬁ?) >

> 162 = ¢ [ WA B 0| (3.142)

In der ersten Zeile der obigen Herleitung haben wir die quadrierte Cauchy-Schwarz’sche Unglei-
chung aus (3.18) verwendet. In der vierten Zeile verwenden wir, dass der Kommutator hermite-
scher Operatoren antihermitesch ist, und somit nach (3.130) nur imaginire Eigenwerte liefert,
wahrend der Antikommutator hermitescher Operatoren selbst eine hermitesche Gréfle ist und
somit nach (3.131) nur reelle Eigenwerte liefert. Zieht man die Wurzel aus dem Ausdruck, erhalt
man die Unschérfebeziehung fiir vorerst beliebige hermitesche Operatoren A und B:

7408 > 3 | Wl (4, B 19)] (3.143)

Handelt es sich um Operatoren, die komplementiare Observable reprasentieren, dann gilt die
Beziehung [A, B] = ih. Wir konnen dies in (3.143) einsetzen, und erhalten:

2
(DAY (ABY) > S 10l = | lintelu) P =

Indem wir auf beiden Seiten die Wurzel ziehen, bekommen wir schliefilich die Heisenberg’sche
Unschérferelation fiir komplementére Observable:

(3.144)
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(3.145)

3.5.3 Kompatibilitat

Eine weitere spezielle Beziehung, welche zwei Operatoren A und B im Kommutator erfiillen
konnen ist:

A Bl =0 <« AB=Bi
In diesem Fall sind A und B vertauschbar und werden somit als kompatible Operatoren bezeich-
net. Operatoren, welche diese Relationen erfiillen besitzen ein gemeinsames, vollstdndiges Ortho-
normalsystem, wobei diese Feststellung auch in umgekehrter Richtung stimmt (ein gemeinsames
VONS fiihrt auf vertauschbare Operatoren). Kompatible Operatoren haben eine herausragende
Rolle in der Quantenphysik und sollen daher ausfiihrlicher besprochen werden.

(3.146)

Bevor wir uns dem Beweis zuwenden, dass kompatible Operatoren und ein gemeinsames VONS
einander gegenseitig bedingen, noch ein kurzer Exkurs zur Notation anhand eines Beispiels:
Nehmen wir an, wir héitten die kompatiblen Operatoren A und B und ein gemeinsames VONS
mit den Basisvektoren {|¢1), |¢2) . |¢s) ,|64) , ¢5) , [¢6)}. Wenn wir den Operator A bzw. B auf
jeden der Basisvektoren getrennt wirken lassen, bekommen wir in unserem Beispiel folgende
Ergebnisse:

Alg1) = a1 |¢1)

A|p2) = az|¢2)
A|p3) = a2 |¢3)

Alps) = ag|o4)
A|¢s) = az|¢s)
A|gs) = az|d6)

Bé1) = b1 |d1)

Bp2) = by |¢2)
B |¢3) = bz |43)

Bgs) = b |pa)
B |¢s) = bs |h5)
B |¢6) = bs |ds)

Die meisten Eigenwerte beider Operatoren sind also entartet. Weder ein Eigenwert a;, noch ein
Eigenwert b; identifizieren eindeutig einen Eigenvektor, allerdings die Kombination von a; und
b; sehr wohl. Weil die Operatoren A und B kompatibel sind (kommutieren), kénnen wir sie auch
nacheinander in beliebiger Reihenfolge wirken lassen:

AB ¢ >=E’fll P2) = azby |¢2)
AB|¢3) = BA|¢3) = aghy |¢3)
AB|¢4) = BA|¢s) = asby |¢a)
AB|¢ >:B/1\ 5) = asbs |d5)
AB |¢s) = BA|¢s) = asbs |ds)

Da fiir jeden Basisvektor gewisse Eigenwerte a; und b; charakteristisch sind, wollen wir nun
folgende Notation einfiihren:

|p1) = [arb1), |¢2) = |azb1), |[¢3) = |agba), |pa) =lasbr), |¢5)=lasb2), |[¢6) = |asbs)

Das heifit, wir nennen einen Basisvektor nun allgemein nicht mehr |¢;), sondern |a;b;). Wir
meinen damit, dass fiir einen solchen Basisvektor folgende Eigenwertgleichungen erfiillt sein
soll:

Alaibj) = a;lab;) und  Blagb;) = b |asb;) (3.147)
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So wie in unserem Beispiel gilt allgemein fiir kompatible Operatoren: Lassen wir beide Opera-
toren hintereinander auf |a;b;) wirken, éndert sich (wegen der Kompatibilitét der Operatoren)
der Eigenzustand nicht:

AB \aibj> = Abj \aibj> = bjzzl ]aibj) = bjai ]aibj> = aibj \aibj>

ot ) . (3.148)
BAla;b;) = Ba;|a;bj) = a; B |a;b;) = a;bj |a;b;)

Wir miissen in dieser Notation lediglich mit den Summationsindizes aufpassen, wenn wir eine
Summe iiber Basisvektoren darstellen wollen. Eine Superposition iiber alle Basisvektoren {|¢;)}
wiirden wir beispielsweise einfach so anschreiben:

() = c1]¢n) + c2|g2) + c3|d3) + ca|da) + c5 [¢5) + 6 [P6) = Zczlcbz

In der nun eingefithrten Notation fiir ein gemeinsames VONS {|a;b;) } miissen wir diese Summe
nun hingegen so anschreiben:

3 9a(?)
W) = c11 Jarby) + a1 |agbt) + ca2 lagba) + cs1 |asb1) + c3z |asba) + cs3|asbs) = > Z cij |aibj)
=1 j=1

Dabei ist g,(i) der Entartungsgrad des Eigenwerts a;. Nachdem wir dies geklért haben, wollen
die Behauptung

[ﬁ, E] = 0 <= J gemeinsames VONS

zunéchst ,von rechts nach links* beweisen. Wir wollen also zeigen: ,Wenn die Operatoren
und B ein gemeinsames, vollstindiges Orthonormalsystem (VONS) besitzen, sind A und
kompatibel“ Dazu schreiben wir A und B nach (3.147) in ihrer Spektraldarstellung an:

A
B

Ya (Z

Z Z la;b;) a; (a;bj| und B= Z Z |a;b;) bj (a;b;] (3.149)

Wir wollen nun die Produkte AB und BA nach (3.149) in dieser gemeinsamen Eigenbasis in der
Spektraldarstellung angeben:

ga(l)

AE (3.149) {Z Z lasb;) a; (azb; ‘] [Z Z laxby) by ( akbz\]

ga(3) ga(l ga(3)
Z Z Z Z la;b;) ai (a;bjlagby) by (arb| = Z Z la;b;) aibj (aib;] (3.150)
dikdj1
A 4 (3.149) 9a(3) 9a(0)
BA Z z la;b;) bj (a;bj] Z Z lakby) ag (arb]
k J
Ja 1) ga
ibi) by ( ibjlagb bl = i ibj 3.151
ZZZZM laéjkﬁakaml ZZ\G (a;bj] ( )
ik0j1

Vergleicht man (3.150) und (3.151), dann sieht man: Setzen wir voraus, dass es ein gemeinsames
VONS fiir die Operatoren A und B gibt, dann gibt es keinen Unterschied zwischen AB und B A,
und daher gilt: [A, B] = 0.

79



3 Formale Struktur der Quantentheorie

Der Beweis soll nun auch in ,Vorwértsrichtung” ausgefiihrt werden. Wir wollen also beweisen:
»Wenn Aund B kompatibel sind (kommutieren), dann lasst sich eine gemeinsame, vollsténdige
Orthonormalbasis finden®. Wir gehen also zunéchst nur davon aus, dass es ein VONS {|a;) } zum
Operator A und davon unabhingig ein VONS {|b;)} zum Operator B gibt, so dass die folgenden
Eigenwertbeziehungen gelten:

Ala;) = a;la;) und Bb;) = by |bj) (3.152)

Wir treffen vorerst aber noch keine Aussage dariiber, ob diese beiden Basissysteme identisch
sind, oder nicht. Betrachten wir nun, ausgehend von der Eigenwertgleichung fiir A, folgende
einfache Rechnung:

Ala;) = a;|a;) | B von links dazu wirken lasen
BA|a;) = Ba;la;) | BA= AB, Ba; = a;B
|ai)

)

= ai(Ba;)) (3.153)

In der letzten Zeile haben wir die (eigentlich nicht notwendigen) Klammern hinzugeﬁigt um
folgendes zu verdeutlichen: Offenbar ist nicht nur |al> ein Eigenzustand von A zum Figenwert
ai, sondern es ist auch B |a;) ein Eigenzustand von A, und zwar zum gleichen Eigenwert a;! Wir
miissen nun zwei Félle diskutieren:

B g, ist nicht entartet: Ist a; nicht entartet, dann besteht eine eindeutige Zuordnung
zwischen dem Eigenwert a; und dem Eigenvektor |a;). Wenn daher B |a;) auch ein Ei-
genvektor von A mit dem FEigenwert a; ist, dann ist das nur moglich, wenn B |a;) eine
(komplexwertig) gestreckte oder gestauchte Variante von |a;) darstellt, wenn also gilt:

Bla;) = c|a;) (3.154)

Das ist aber eine neue Eigenwertgleichung, die zeigt, dass |a;) somit auch ein Eigenzu-
stand des Operators B zum Eigenwert c ist! Der Zustand |a;) ist also ein gemeinsamer
Eigenvektor sowohl von A, als auch von B (was zu beweisen war).

B g, ist entartet: Ist a; entartet, gibt es zwei oder mehr Eigenvektoren zum selben Eigen-
wert a;. Die Zuordnung zwischen dem Eigenwert a; und dem zugehorigen Eigenvektor ist
nicht mehr eindeutig. Anders gesagt: Es gibt mehrere linear unabhéngige Eigenzustinde,
die alle im entarteten Unterraum zum Eigenwert a; liegen. Damit funktioniert aber die Ar-
gumentation von vorhin nicht mehr. Der Vektor B |a;) ist zwar sicher in diesem entarteten
Unterraum, aber er ist nicht mehr zwingend nur eine gestreckte oder gestauchte Variante
von |a;).

Wir benétigen daher eine andere Beweisfithrung. Stellen wir zunéchst den Eigenvektor
|a;), der Teil des entartete Unterraums ist, in den Eigenzustédnden von B dar:

las) = >_ 55 Ibs) (3.155)

Bj sind in diesem Fall die Entwicklungskoeffizienten. Betrachten wir nun wieder die Eigen-
wertgleichung (3.153):
A(B ai)) = ai(B |ai))
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FEinfache Umformungen ermoéglichen uns nun ein klareres Bild:

0= A(Bla;)) — ai(Ba;))
= (A-a)(Bla)) 27

=(A—a)B Zﬁj bj) =
J
=(A- ai)ZﬁjB |b;) = | Bb;) = b |bs)
=(A- az’)zlfﬂ% 1b;)
J

=Y Bibi(A—a) b))
I I
! b))

Die Superposition der Vektoren ]b;) ergibt einen Nullvektor, obwohl alle |b;) linear un-
abhéngig sind. Damit diese Gleichung erfiillt sein kann, muss daher folgendes gelten: Fiir
jeden Wert des Summenindex j muss entweder der Entwicklungskoeffizient 3;, oder der
Vektor \b;> verschwinden. Wir kénnen aber sicher sicher sein, dass nicht alle 3; verschwin-
den, da sich in einem solchen Fall wegen (3.155) |a;) = 0 ergeben wiirde, was sicherlich
nicht der Fall ist. Es gibt also Terme in der Summe, in denen (fiir bestimmte Werte von
) Bj nicht verschwindet. Bei diesen Termen muss also der Vektor [b}) verschwinden. Dies
flihrt uns genau auf das gewiinschte Ergebnis:

b)) =0 = (A—a;)|b;) =0 = A b)) =a; |b;) = Alb;) = a;|b;)

Damit haben wir eine Eigenwertgleichung gefunden, die zeigt, dass auch im entarteten
Unterraum der Basisvektor |b;) des Operators B zugleich ein Eigenvektor des Operators
A ist. Die Behauptung, dass fiir kompatible Operatoren ein gemeinsames, vollstandig Or-
thonormalsystem gefunden werden kann, ist damit in voller Allgemeinheit bestétigt.

Diese auf den ersten Blick sehr theoretischen Uberlegungen sind von grofer praktischer Relevanz.
Lost man namlich die Schrodingergleichung fiir ein bestimmtes Problem (z.B. das Wasserstofi-
atom), dann versucht man im Allgemeinen ein vollstdndiges Orthonormalsystem zu finden, wel-
ches eine maximale Anzahl an miteinander kompatiblen Observablen beschreiben kann:

[H,A;] =0 und [A;,Aj]=0, Vi,j

Die maximale Anzahl kompatibler Observablen bestimmt den maximalen Umfang an Informati-
on, den man in einer Quantenmessung in Ubereinstimmung mit der Heisenberg’schen Unschérfe-
relation ermitteln kann. Simtliche Observablen, welche miteinander kommutieren, kénnen auch
gleichzeitig scharf gemessen werden!

3.6 Messungen in der Quantentheorie und Kollaps der Wellenfunktion

Motivation: Das Mysterium der Messung in der Quantenmechanik

Wir haben bereits gezeigt, was passiert, wenn man eine Messung an einem System durch-
fithrt, das sich in einem Eigenzustand |a;) des zur Messung zugehorigen Operators A be-
findet. Es ist eher unspektakuldr: Wir messen jedesmal, mit absoluter Zuverldssigkeit, den
zum Figenzustand gehorigen Eigenwert. Was aber, wenn sich das System nicht in einem
Eigenzustand des Operators befindet? Es passiert etwas Seltsames.

Sehen wir es uns an einem konkreten Beispiel an: Nehmen wir an, wir messen die Energie
eines Zustandes |1¢). Der zur Energiemessung gehorige Operator ist der Hamiltonoperator
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H. Die Eigenwerte (Eigenenergien) unseres Operators seien {Ey, Es, ..., Ex} und die zu-
gehorigen Energie-Eigenzustinde schreiben wir mit {|e1), |e2),...,|en)} an. Der zu mes-
sende Zustand [¢) sei nun eine Superposition der ersten beiden Energie-Eigenzusténde:
|1) = c1|e1) + 2 le2). Man wiirde klassisch wohl erwarten, bei jeder Messung eine Gesam-
tenergie F zu messen, die irgendwie zwischen den Energien Fq und FEs liegt. Schlief3lich ist
der Zustand [¢) eine ,Mischung® der entsprechenden Zustidnde |e1) und |es).

Dies ist aber nicht der Fall! Bei jeder einzelnen Messung an |1)) zeigt das Messgerdt immer
nur entweder die Energie E7, oder die Energie Eo an! Dass es sich beim Zustand |¢) um
eine Superposition der Energie-Eigenzustidnde F; und F» handelt, enthiillt sich erst, wenn
man zahlreiche Messungen durchfiihrt: Erst nach Mittelung iiber viele Messwerte ergibt
sich ein durchschnittlicher Messwert, der sich dem quantenmechanisch berechenbaren Er-
wartungswert anndhert. Man kann sich das so vorstellen, dass sich das System, solange
wir noch nicht gemessen haben, noch nicht dafiir entschieden hat, in welchem Zustand es
Swirklich® ist. Erst unsere Messung erzeugt diese Realitét.

Doch damit nicht genug: Mit der Messung haben wir den urspriinglichen Zustand |¢) unwi-
derruflich zerstort! Haben wir bei einem Messvorgang (zufiillig) den Messwert E; erhalten,
dann befindet sich das System nach der Messung nicht mehr im Zustand |¢), sondern
im Zustand |e;). Haben wir zufilligerweise den Messwert Ep erhalten, dann befindet sich
das System nach der Messung im Zustand |ez). Unser Quantensystem, das sich vor der
Messung in einer Superposition von zwei Eigenzusténden befand, wird durch die Messung
gezwungen, sich (zufillig) fir einen der Eigenzustdnde zu entscheiden. Und unsere Berech-
nungen koénnen nicht vorhersagen, welche der beiden Varianten eintreffen wird. Alles, was
die Quantenmechanik in diesem Fall vermag, ist es, die Wahrscheinlichkeit vorherzusagen,
dass unser Messgeréit bei einer Messung Fq oder Fy anzeigen wird. Diese Reduktion der
Wellenfunktion wird der Kollaps der Wellenfunktion bei der Messung genannt. Es ist nicht
etwas, dass sich automatisch aus der Berechnung ergibt, sondern muss im Rechenvorgang
extra eingefiigt werden. Die kollabierte Wellenfunktion muss auch neu normiert werden.

SchlieBlich zeigt dieses Beispiel auch Folgendes: In der Quantenmechanik kann nicht zwi-
schen Messung und Priparation eines Experiments unterschieden werden. Was wir oben
als Messung dargestellt haben, konnen wir auch zur Herstellung eines Zustandes (Prapa-
ration) verwenden. Wenn wir in unserem Beispiel den Zustand |es) herstellen wollen, dann
messen wir einfach den Zustand |¢) so oft, bis unser Messgerdt den Messwert Fo anzeigt,
und verwenden dann nur diesen Zustand als praparierten Zustand!

Es ist wichtig Folgendes zu verstehen: Gehen wir von einem Operator A aus, der einer be-
stimmten physikalischen Observable entspricht, und dazu von einem Quantensystem in einem
allgemeinen Zustand [¢), dann kann die Quantenmechanik im Allgemeinen nicht das Ergebnis
einer einzelnen Messung vorhersagen. Es ist allerdings schon moglich, den Erwartungswert des
Messwertes zu berechnen, dem sich der Mittelwert vieler Messungen am Zustand [¢) annidhern
wird. Der Erwartungswert der zum Operator A gehorigen Messgrofle wird iiblicherweise mit (A>
angeschrieben. Achtung: Die Angabe von (A) fiir sich ist natiirlich nur dann sinnvoll, wenn klar
ist, auf welchen Zustand |¢) sich dieser Wert bezieht! Den Erwartungswert (A) kann man wie
folgt berechnen:

(4) = (vIAly) (3.156)
Um zu beweisen, dass (/Al> eine reelle Grofle ist, kann man denselben Beweis wie in (3.32-3.34)

verwenden, wobei man |a;) durch [¢) ersetzt, und (a;| durch (3.

Bei einer Messung an einem Quantensystem werden stets nur Eigenwerte a; des zur Observablen
gehorigen Operators A gemessen, selbst wenn sich das System in einem Zustand befindet, der als
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Superposition dieser Eigenzustinde dargestellt werden kann. Die Eigenwerte beschreiben also
mogliche Messwerte der jeweiligen Observablen, und miissen daher reell sein. Der zur Observable
zugehorige Operator A ist daher hermitesch: A = At beziehungsweise a; € R. Wir gehen davon
aus, dass ein gebundener Zustand und so auch ein diskretes Spektrum von A vorliegt:

A\gi) = a;|¢s)

Es soll nun der Zustand des System zum Zeitpunkt ty gemessen werden. Erneut miissen wir
zwischen den beiden Fillen eines entarteten und nicht entarteten System unterscheiden. Der
Einfachheit halber werden wir zuerst den nicht-entarteten Fall untersuchen.

3.6.1 Messung an einem nicht-entartetem System

Wir nehmen an, dass vor der Messung eine allgemeine Wellenfunktion |¢(t)) vorliegt, welche
wir als eine kohdrente Superposition der Figenzustdnde eines beliebigen Operators darstellen
kénnen. Praktischerweise wéhlen wir das Eigensystem des Messoperators A:

(1) =D 1) (il (t)) = 3 eilt) i) (3.157)

i

S VAVaVaVaVaVaVaVaVaVaVaVaVaVaV vy

° A t

0 to t1

Abb. 15: Es wird eine Messung der Observable A an einem System im Zustand |t(t)) zum Zeit-
punkt to durchgefithrt. Durch das ,Eingreifen“ des Messvorganges kollabiert |1 (t))
in einen Eigenzustand |¢;) des Messoperators. Mithilfe der Schrodingergleichung wird
die Propagation des Zustands bis zum Zeitpunkt ¢ = ¢y beschrieben. Nach der Mes-
sung kann der ,kollabierte* Zustand wieder weiter propagiert werden.

Zum Zeitpunkt der Messung tg ,kollabiert* dieser Zustand der Superposition. Die Messung
fithrt zum Kollaps der Wellenfunktion auf einen Eigenzustand |¢;) des Messoperators. Es gilt
daher:

¥ (t0)) = |i)

Man kann im Allgemeinen nicht vorhersagen, auf welchen Eigenzustand |¢;) die Wellenfunkti-
on bei einem einzelnen Experiment kollabiert! Man kann fiir ein bestimmtes Experiment stets
nur die Wahrscheinlichkeit dafiir ausrechnen, dass es ein bestimmter Eigenzustand |¢;) sein wird.

Ist der Messoperator nicht entartet, ist jeder moglichen Eigenzustand von A einem eindeutigen
Eigenwert (sprich Messwert) zugeordnet, namlich a; = (¢|A|p:) = (W (to)|Alv(t)). Es ist un-
mittelbar nach der Messung keine Unschirfe mehr vorhanden; der Zustand nach dem Kollaps
der Wellenfunktion kann iiber den Eigenwert a; eindeutig bestimmt werden. Dauert der Mess-
vorgang eine kurze Zeitdauer At = ¢ an, kénnen wir nach dieser kurzen Zeitdauer weiterhin
annehmen:

¥ (to +€)) = |93)
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Der Zustand wird allerdings durch den Einfluss des Systems nach der Messung wieder verdndert.
Mathematisch gesprochen gibt die Schrédingergleichung entsprechend ihres Hamiltonoperators
H die Zeitentwicklung des Zustandes vor.

Fiir die Durchfithrung eines quantenphysikalisch aussagekréaftigen Messexperiments ist es erfor-
derlich, dass wir eine grofie Anzahl an Messungen am gleichen Initialzustand [¢(t)) durchfiih-
ren konnen. Dies ist moglich, indem man dasselbe Experiment (mit derselben Praparation des
Ausgangszustandes) mehrfach wiederholt. Das erlaubt eine Interpretation der gemessenen Ob-
servablen im statistischen Sinne. Wiirden wir nur einmal messen, kénnten wir behaupten, dass
sich unser superponierter Zustand aus (3.157) bereits vor der Messung im gemessenen Zustand
befunden hétte! Erst mehrmaliges Messen erlaubt die experimentelle Bestimmung der Wahr-
scheinlichkeit p;, dass der allgemeine Zustand |1 (¢)) bei der Messung zum Zeitpunkt ¢y in den
Eigenzustand |¢;) kollabiert. Fiir diese Wahrscheinlichkeit gilt:

pi = [{@il) [ = |ai(t)]? (3.158)

Einmaliges Messen ist daher im Allgemeinen nicht aussagekréftig. Erst mehrmaliges Messen er-
moglicht die Anwendung statistischer Methoden, so dass wir beispielsweise hdufiger auftretenden
Messwerten eine hohere Wahrscheinlichkeit zuordnen kénnen, als weniger hdufig beobachteten.

N =1 N =3

cl bbbl

Abb. 16: Ein Ensemble an gleichartigen Zustanden wird gemessen: Jede Messung einer Obser-
vablen fiithrt zum Kollaps der Wellenfunktion und zur Identifikation des Zustandes.
Erst das oftmalige Wiederholen der gleichen Messung (durch mehrfache Wiederho-
lung des Experiments) ldsst eine statistische Interpretation der Messung zu.

Kennen wir die Wahrscheinlichkeiten, mit welcher ein Zustand |¢;) bei einer Messung auftreten
wird, konnen wir den Erwartungswert der Observable A berechnen:

(Wl Aly) = (P|LAL[p) =
=D (wlen) (el Alg;) (6510) =

=Y cicjaj(gild;) =
]
=D _cicja;di; =
i
(3.158)
= leiffa; "=
i
— sz'ai (3.159)
i
Der Erwartungswert ist also ein gewichteter Mittelwert der Eigenenergien a; der Observable A.

Er ist klar abzugrenzen vom Messwert bei jeder einzelnen Messung: Wéahrend der Messwert bei
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jeder einzelnen Messung nur einer der Eigenwerte {a;} des Messoperators A sein kann, ergibt
sich der Erwartungswert aus einer Vielzahl von Messungen, und kann numerisch auch zwischen
den diskreten Eigenwerten liegen.

(3.159) kann kiirzer angeschrieben werden, wenn wir im Vorhinein direkt miteinbeziehen, dass
A hermitesch ist und durch die fehlende Entartung zwingend folgt, dass (¢i]|¢;) = 0. Wir kénnen
somit direkt die Summe {iber j vernachléssigen und den Operator einfach in seiner Spektraldar-
stellung angeben:

(WIAW) =3 Wlaalda) (Guly) =3 os (WIPI) = 3

Unter Verwendung des Projektionsoperators (1| P;|1h) = (1h|és) (¢i]h) = |e;]? lisst sich somit der
Erwartungswert aller moglichen Eigenwerte (Messwerte) zum Zeitpunkt o kurz anschreiben als:

W[AR) =" (Wla;Pilp) = szaz (3.160)
i
Der Erwartungswert vieler Messungen entspricht also der Mittelwertbildung der moglichen Ei-
genwerte a;, gewichtet mit den Wahrscheinlichkeiten p; fiir jeden Eigenwert.

3.6.2 Messung an einem entarteten System

Betrachten wir nun den komplexeren Fall mit zusatzlicher Entartung, muss ebendieser Entar-
tungsgrad ¢ mitberticksichtigt werden (also wie oft ein Zustand entartet ist). Die Eigenwert-
gleichung fiir die Zustinde zu |¢;) muss daher um die entarteten Wellenfunktionen erweitert
werden:

Alo}) = ailo}) (3.161)
Zu einem Eigenwert a; existieren mehrere Eigenzustande |¢}), deren Entartung durch den zu-
sitzlichen Index n = 1, ..., g gekennzeichnet ist. Auch im Projektor muss die Entartung beriick-

sichtigt werden, man erhélt eine neue Definition:

g
=[¢7) (¢7| wobei > Pr=P, (3.162)

n=1

Lassen wir diesen auf einen Zustand |¢) wirken erhélt man: P! |1)) = ¢ |¢7). Entwickeln wir
wieder die Wellenfunktion [¢(t9)) = |¢) in die Eigenzustdnde der Observable A erhalten wir
einen analogen Ausdruck zu (3.159):

[¥(to)) = [9) = 1¢) = ZZP"W ZZ i |97 (3.163)

i n=1 i n=1

Der Erwartungswert von P, zum Zeitpunkt t = tg entspricht der Wahrscheinlichkeit, dass sich
das System in einem Zustand mit Eigenwert a; befindet. Wird die Entartung mitberiicksichtigt

erhalten wir:
WPy =Y Z e [?

i n=1

Messen wir nun wieder den Erwartungswert der Observable fl, kénnen wir vorgehen wie in
(3.160), miissen aber die zusétzliche Summation iiber alle Entartungsgrade beriicksichtigen:

g g
(W[ Aly) = ZZ @la: PPy =33 ailcd P =3 apf (3.164)

i n=1 i n=1 i n=1

pit soll die Wahrscheinlichkeit ausdriicken, dass sich das System in einem Zustand a; mit der
Entartung n befindet.
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3.6.3 Messung an einem kontinuierlichen System

Verlassen wir kurz die diskreten Zustdnde und wenden uns einem kontinuierlichem System zu. Es
gilt beispielsweise fiir den eindimensionalen Ortsoperator # die Eigenwertgleichung Z |z) = x |x)
aus (3.80). Wieder liegt erst ein allgemeiner Superpositions-Zustand |¢)) vor, welcher zu einem
bestimmten Zeitpunkt gemessen werden soll. Die betrachtete Observable ist der Ort &, wodurch
der Erwartungswert nach vielen Messungen bestimmt wird durch:

(3.100)

(3) = (|2lw) = (p[121]y)
—/w/mum 2|2y (@) = | &la') = o

_ / dz / dz' #'§(x — o) (|z) (@[ ) =
— [ dza (@ia) (alo) = [ o] (@lo) ] =
:/dmw(@‘z (3.165)

Am Ende der ersten Zeile wurde (3.100) verwendet. Der Erwartungswert von & entspricht somit
dem gewichteten Mittelwert von = mit der Wahrscheinlichkeitsdichte |¢(z)|2.
3.6.4 Kollaps der Wellenfunktion und kompatible Operatoren

Im Falle eines nicht-entarteten, diskreten Systems geht der Zustand [¢) durch die Messung in
den kollabierten Zustand |¢;) iiber:

Ply) Bl
(| P2|) (| PyJap)

Messung
) —

K% |pi) = mit Py = [¢;) (¢4

Um eine normierte Wellenfunktion zu erhalten, wird durch die Norm dividiert, wobei ausgenutzt
werden kann, dass P, idempotent ist (also, dass gilt: ]%2 = I:’Z)
Fiir den entarteten Fall fithrt eine Messung zu einer Projektion auf den mehrdimensionalen
(entarteten) Unterraum, der mit dem Messwert a; assoziiert ist:

gy Moo, BilY) Pi:zg: pr
(Y| B[¥) n=1

Betrachten wir nun den Fall, dass zwei kompatible Operatoren A und B vorliegen, welche die
Beziehung [A,E] = 0 erfiillen. Daraus folgt, dass fiir die beiden Observablen ein gemeinsa-
mes, vollstandiges Orthonormalsystem {|a;b;)} vorliegen muss. Es kann somit wieder ein neuer
Projektionsoperator, der Produkt-Projektor I:’Z-j definiert werden:

pij = ]aibj> <aibj| (3.166)

Die Eigenwerte von P;; sind bestimmt durch py; = (1| Py|)) = (|aib;) (aibj|1h) , wobei p;; als
die Produktwahrscheinlichkeit interpretiert werden kann. Zudem muss gelten, dass durch die
Vollstéandigkeit folgende Relation erfiillt wird:

L=3 Py =3 laib;) (aibyl (3.167)
i ij
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Die Summenindizes reprasentieren die jeweilige Zugehorlgkelt zu einem Eigenwert der entspre-
chenden Observable. Durch die Kompatibilitit von A und B kénnen beide Observablen gleich-
zeitig gemessen werden, es werden die unabhangigen Eigenwerte a; und b; erhalten. Nach (3.160)
kann der Erwartungswert der Observable A schnell angeschrieben werden als:

9
A)=> api; =) a; < ZPij) =) aip; (3.168)
ij i j 5

a; ist unabhéngig von der Summe iiber j und kann daher vor diese gezogen werden. Wird nun
die Produktwahrscheinlichkeit p;; iiber samtliche Zustdnde von B summiert, kann eine ,neue”
Variable p; als reduzierte Wahrscheinlichkeit definiert werden, welche implizit bereits jene Summe
enthilt. Gleiches gilt auch fiir den Erwartungswert von B:

gi
By =23 bipij =3 bj(ZPij) =2 by (3.169)
1] J 1 J

Hier &ndert sich der entsprechende Summenindex, sodass letzten Endes nur die Summation tiber
die reduzierte Wahrscheinlichkeit p; bestehen bleibt.
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4 Harmonischer Oszillator

Motivation: Die fundamentale Rolle des harmonischen Oszillators in der Physik

Das Konzept des harmonischen Oszillators, bei dem die Riickstellkraft fiir beliebig grofie
Auslenkungen linear mit der Auslenkung ansteigt, ist fir die Physik von fundamentaler
Bedeutung. Viele Potentiale, die ein lokales Minimum besitzen, lassen sich in guter Nahe-
rung durch ein harmonisches Potential anndhern und damit analytisch beschreiben. Damit
kénnen wir viele Systeme sehr gut approximieren, wenn nur kleine Auslenkungen von der
Ruhelage betrachtet werden. Eine zentrale Bedeutung hat das Konzept des harmonischen
Oszillators auch bei der Quantisierung des elektromagnetischen Feldes in der Quantenelek-
trodynamik (QED).

4.1 Analytische Losung

4.1.1 Der klassische harmonischer Oszillator

to tq to

Abb. 17: (links) Modell fiir das Federpendel: Mit fortschreitender Zeit beschreibt die Masse m
eine Trajektorie x(t) aus (4.3). (rechts) Die Bewegung im quadratischen Oszillator-
Potential (4.10) fiihrt zur selben Bahnkurve (in der Darstellung entspricht diese Si-
nuskurve der Hohe im Potential).

Als Einleitung rekapitulieren wir den klassischen harmonischen Oszillator am Beispiel des ein-
dimensionalen Federpendels, das in z-Richtung ausgelenkt wird. Seine Bewegung ist durch das
zweite Newton’sche Gesetz F' = ma bestimmt:

d*x(t)
F(t) = 4.1
(1) = mo (41)
Die angenommene Riickstellkraft F'(t) = —kz(t) nimmt linear mit der Auslenkung x(t) zu. Der

Linearitatsfaktor k ist die Federkonstante und wirkt immer gegen die momentane Auslenkung
(daher auch das negative Vorzeichen). Somit ergibt sich als Bewegungsgleichung:

d*x(t)
dt?

Wir konnen so die Kreisfrequenz w als w = /k/m definieren. Die Differentialgleichung (4.2)
lasst sich mit folgendem Ansatz l6sen:

x(t) = Asin(wt) + B cos(wt) (4.3)

Definieren wir die Amplitude C' = v/ A? + B? und den Phasenwinkel ¢ = arctan(A/B), dann ist
die Relation (4.3) gleichwertig mit dem Ansatz:

z(t) = C cos(wt — @) (4.4)

—kx(t)=m (4.2)
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Doch bleiben wir vorerst bei Ansatz (4.3). Basierend darauf folgt fiir die erste zeitliche Ableitung
die Geschwindigkeit v(t):

v(t) = @(t) = w[Acos(wt) — Bsin(wt)] (4.5)

Wiéhlen wir als Anfangsbedingungen den unteren Umkehrpunkt —z,, der Schwingung (z,, > 0),
so dass z(0) = —z,, und v(0) = 0. Dann vereinfachen sich (4.3) und (4.5) zu:

x(t) = —xy cos(wt) (4.6)

v(t) = wxy, sin(wt)

Gleichung (4.7) lasst so umschreiben, dass wir eine Abhéngigkeit von der Ortskoordinate gene-

rieren konnen:
v(t) = wryy/sin?(wt) =
= wy\/1 — cos?(wt) =

= wy/x2 — 22 cos?(wt) =

= wy/x2 — (—x, cos(wt))? (L6)

= wy/x2 — 22(t)

Betrachtet man eine grofle Zahl von solchen harmonischen Oszillatoren, so ldsst sich die sta-
tistische Wahrscheinlichkeit P(x), einen Oszillator an einer bestimmten Position x anzutreffen,
erlangen. Der Trick hierbei ist, die entsprechende Wahrscheinlichkeit P(t), den Oszillator zu ei-
ner bestimmten Zeit ¢ innerhalb einer Periode zwischen ¢ = 0 und ¢ = T, nach P(z) umzuformen.
Insbesondere nachdem P(t) = 1/T gilt, erhalten wir:

dt  d d
Pitydt = = = = °

T v(@)T 2722 —a2
Wir finden somit das Ergebnis, dass die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen an einem bestimmten
Ort x anzutreffen, indirekt proportional zur Geschwindigkeit des Teilchens ist — die Wahrschein-
lichkeit das Teilchen zu messen ist damit an den beiden Umkehrpunkten am grofiten. Spéter
werden wir sehen, dass im klassischen Grenzfall berechneten Wellenfunktionen die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeiten sich der Form von P(z) annidhern werden!

P(z)dx (4.8)

4.1.2 Losung der Schrodingergleichung mit dem Potential des harmonischen Oszillators

Um die Schrédingergleichung 16sen zu kénnen, brauchen wir anstelle der Riickstellkraft F = —kx
ein gleichwertiges Potential. Dies fithrt uns auf den eindimensionalen harmonischen Oszillator,
dessen Potential V' (z) lautet:

1
Viz) = §mw2:ﬂ2 (4.9)
Die Kraft entspricht dem negativen Gradienten des Potentials — wir erkennen also, dass aus

V(z) die Federkraft F = —kx folgt:

dav.d (1 5 5\ 2 ko
e d$<2mwx>— MW'g = —Mm— 2 = kx O (4.10)

F=

Setzt man dieses Potential nun in die zeitunabhéngige, eindimensionale Schrodingergleichung
(2.8) in der Ortsdarstellung ein, erhilt man:

(—hd " 1mw2x2) b(a) = Bu(2) (4.11)
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Transformation zur dimensionslosen Schrddingergleichung Um die Schrodingergleichung zu
vereinfachen, fithren wir fiir die Energie E' und die Ortskoordinate = die folgenden dimensions-
losen Groflen (,,reduzierte Einheiten“) ¢ und y ein:

E = hwe (4.12)
* = ToyY (4.13)

Sinn dieser Umformung ist es, die Schrédingergleichung auf eine Form zu bringen, welche unab-
héngig von sdmtlichen Einheiten ist. Fiir Ort und Impuls benotigen wird die Umrechungsfaktoren
o und pg:

Trog = (4.14)

po = — = Vmhw (4.15)

Da wir x mit y substituieren, miissen wir sowohl die Differentiale dzx als auch die Wellenfunktion

Y (z) anpassen. Aus (4.13) folgt:
dy 1
- = — 4.16
dr xo ( )
Die Substitution der Wellenfunktion () erfolgt iiber eine Anderung der Abhingigkeit; wir

tauschen z zu y(z), sodass ¥(z) = ¥(y(x)) = ¢(y). Es folgt:

di@( =4 dj(y) _ dily) _ | df(y) _ di(y) dy
a2’V T 4z T dw dz dx dy dx
——
f(y)
_di(y) dy @ae) 1df(y) 1 ddi(y) _ ‘ dip(y) _ dy(y) dy
dy dx xo dy g dy dx dx dy dx
l/mo
1 d /dy(y) (416) 1 d di(y) 1 d?> —
= —— 4.17
a:ody( dy \dff;/) :Body( dy :no) mgdy2w(y) (4.17)
1/z0

Wir konnen nun (4.12), (4.13) und (4.17) in die Schrodingergleichung aus (4.11) einsetzen:
— R 1 d? — L (414)
hwey(y) = <—22 + mw2x3y2> Ply) =

Bomw d®> 1 5 B 5\ —
_<_2mhdy2+2mw ma? | W)=

hw d2 huw —

Auf beiden Seiten kann fiw gekiirzt werden — wird erhalten somit eine kompakte, dimensionslose
Darstellung der Schrédingergleichung;:

% (dy2 + y2> Y(y) = ed(y) (4.18)

Bevor wir diese Gleichung aktiv 16sen, versuchen wir bereits im Vorhinein etwas iiber die Struk-
tur der Losung herauszufinden: Das Potential des harmonischen Oszillator (4.9) ist um z = 0
symmetrisch. Damit konnen wir erwarten, dass auch die Wellenfunktionen der stationdren (ge-
bundenen) Zustédnde des Systems ein gleiches Symmetrieverhalten zeigen. Formell folgt dies
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daraus, dass der Paritdtsoperator I mit dem Hamiltonoperator H kommutiert, wodurch die
Losungsfunktionen von H auch Figenzustéinde von II sein miissen. Nach der Knotenregel kon-
nen wir die Eigenzustinde v, (y) und Eigenenergien &, wieder nach der Anzahl der ,Knoten®
n anordnen.

Im Grenzwert x — oo ist das V(z) ist unendlich hoch — wie beim endlichen tiefen Potential-
topf werden die Wellenfunktionen daher fiir beliebige, kleinere Werte x auch in den ,klassisch
verbotenen Bereich®“ des Potentials eindringen kénnen, dort allerdings exponentiell abfallen.

Losung des Grundzustandes Mit diesen Uberlegungen koénnen wir den folgenden Ansatz fiir
die dimensionslose Schrodingergleichung (4.18) motivieren:

D(y) = Ne 39 h(y) (4.19)

Wir gehen von einer Gaufifunktion aus, welche dem geforderten Symmetrie- und Abklingverhal-
ten fiir y — +oo entspricht. Fiir h(y) setzen wir eine vorerst beliebige Potenzreihe voraus:

hy) = i a;y’ (4.20)
=0

Der wohl einfachste Fall ist der Spezialfall h(y) = 1 (mit ap = 1 und allen anderen a; = 0), bei
der eine reine Gaufunktion entsteht:

doly) = Ne™3¥° (4.21)

Setzen wir diesen Ansatz einer Wellenfunktion in die Schrédingergleichung ein, kénnen wir den
zugehorigen Eigenwert ey bestimmen. Nachdem die Wellenfunktion (4.21) keine Knoten besitzt
(die GauBfunktion ist fiir alle x gréfer 0, daher gilt n = 0), kénnen wir £y mit der Grundzu-
standsenergie assoziieren. Es gilt:

Die Wellenfunktion t(y) wird auf beiden Seiten gekiirzt. Wir erhalten somit fiir die reduzierte
Grundzustandsenergie g = 1/2. Mit (4.12) kénnen wir zum tatséchlichen Energiewert riicksub-
stituieren und finden:

Fo = %m) (4.22)

Anders als in der klassischen Physik hat der harmonische Oszillator in der Quantenphysik also
eine Grundzustandsenergie, welche tiber dem Minimum des Potentials V' (0) = 0 liegt.

Vertiefung: Grundzustand mit verschwindender Energie Fy = 0

Koénnte der harmonische Quantenoszillator einen Grundzustand mit Energie Null haben,
dann wére die Position des Teilchens ,am Grunde des Potentials“ genau definiert. Nach-
dem ohne Energie aber auch der Impuls verschwinden muss, wéren damit sowohl Ort und
Impuls beide scharf definiert. Dies ist jedoch nach der Heisenberg’schen Unschérferelati-
on prinzipiell nicht méglich. Deshalb kann es in der Quantenphysik keinen harmonischen
Ostzillator mit einer Grundzustandsenergie von Null geben!
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Allgemeiner Losungsansatz Um alle Losungen zu erhalten, miissen wir den allgemeinen Lo6-
sungsansatz (4.19) in die dimensionslose Schrodingergleichung (4.18) einsetzen. Dazu bestimmen
wir zunéchst die zweifache Ableitung des allgemeinen Ansatzes fir ¥ (y):

N B = o [ )] = 3L [(8) - yh) e 1] =

= [W"(y) - yh' () = h(w)| 72" = [W () — yhly)|ye 2" =
= [W") — 2 () = (1 = )h(y)] =2 (4.23)

Setzen wir nun den Ansatz (4.19) und das Ergebnis (4.23) in die Schrédingergleichung (4.18)
ein, erhalten wir eine neue Differentialgleichung der Funktion A(y):

eNe 3 hy) = 3 [ (W) = 200 () = (1= y))h(y)) e + P h(y)e ™ %) =
[ 'y )+2yh’(y)+(1—y2)h(y)+y2h(y)} V2

[—R"(y) + 2yh' (y) + h(y)] e ¥/

M\ZM\ZM\Z

Kiirzen der Gauifunktion sowie der Normierung auf beiden Seiten der oberen Gleichung liefert
uns die sogenannte Hermite sche Differentialgleichung:

—h"(y) + 2yl (y) + (1 — 2e)h(y) = 0 (4.24)

Es gilt nun wiederum diese Differentialgleichung (4.24) zu losen. Wir kennen bereits den Ent-
wicklungskoeffizienten fiir n = 0 aus unserer Annahme, dass der Grundzustand durch eine
Gauffunktion beschrieben wird: ap = 1. Wie bereits in (4.20) erwéahnt, verwenden wir als An-
satz flir die Losung der Hermite’schen Differentialgleichung eine Potenzreihe fiir die Funktion
h(y). Da wir diesen Ansatz in Gleichung (4.24) einsetzen wollen, miissen wir zunéchst auch die
Ableitungen h/'(y) und h”(y) ausrechnen:

Z azy (ao + a1y + agy® + azy® + . )
> .
= laj + 2a0y + 3agy?® - - = Z na;yt ! (4.25)
d (4.25) d
" Rl N/ 2 —
W) = W W) dy(1a1+2a2y+3a3y +..) =
i .
=2-lag+3-2a3y +--- = Y i(i — Vazy > (4.26)
n=t

Besonderes Augenmerk miissen wir auf den ersten Summanden und dessen Summationsindex
legen, da sich dieser abhingig vom Grad der Ableitung dndert und wir keine negativen Expo-
nenten erlauben (hier zu i = 1 beziehungsweise ¢ = 2). Setzen wir nun unseren Ansatz (4.20)
sowie die abgeleiteten Potenzreihen (4.25) und (4.26) in die Hermite’sche Differentialgleichung
(4.24) ein:

o0 oo oo
— Z i(i — Dagy' 42y Z nay' 1 4-(1 — 2¢) Z aiy’ =0 (4.27)
=2 i=1 i=0

(T) in (4.28) (IT) in (4.29)

Wir wollen nun alle y-Terme in den Summen, insbesonders in den (I)- und (II)-Termen auf
dieselbe Potenz y' bringen, um alle Terme unter eine einzelne Summe zu schreiben, welche bei
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i = 0 beginnt. Bei der zweiten Summe (II) kann dies einfach erreicht werden, indem wir das
vor der Summe stehende y in die Summe hineinmultiplizieren. Die Summe kann nun wieder
problemlos bei ¢ = 0 statt ¢ = 1 beginnen, da das ¢ multiplikativ in jedem Summenterm steht
und auch ein negative Exponent vermieden werden kann:

[e.e] o
(ID)] QyZiaiy’_l = 2Zna7;y’ =2 (1 cary +2-asy? + .. ) =
i=1 i=1

o0
:2(0-a0+1~a1y+2oa2y2+...):2Ziaiyi (4.28)

Durch den inkludierten Term i, verschwindet bei ¢ = 0 der Entwicklungskoeffizient ag. Auch die
erste Summe kann leicht angepasst werden:

[e.e] o0

M > iti—Day' > =2-1agy’ +3-2a3+ ---=> (G+2)(G+ 1) ajr2y (4.29)
i=2 j=0

Zur Verdeutlichung haben wir in (4.29) den nunmehr bei Null beginnenden Z&hlindex der rechten
Summe mit j benannt; aber das ist natiirlich willkiirlich. Wir kénnen die rechte Summe in (4.29)
auch wieder mit dem Zéhlindex ¢ anschreiben, und dann in in (4.27) einsetzen:

o0 00 0o
0=-> (i+2)(i+ Daisay’ +2) iaiy’ + (1 —22) > aiy)’ =
=0 i=0 i=0
o0
Z /L+2 Z+1)al+2+(27’+1 _25)(12 y = Z_Ply (430)
=0 =0

P;

Gleichung (4.30) ist nur dann erfiillt, wenn jedes einzelne Polynom P; gleich Null ist, da alle
einzelnen Potenzen %' linear unabhingig sind. Setzt man also in (4.30) P; = 0 und formt diese
Gleichung nach a;ys um, erhélt man folgende Rekursionsbeziehung;:

204 (1 —2¢)
“ir2)ir)

Mit dieser Rekursion lassen sich die Polynome h(y) bestimmen. Wir kénnen z.B. (ohne Normie-
rung) annehmen: ap = 1. Dann kénnen wir tiber (4.30) samtliche gerade Entwicklungskoeffizi-
enten (ag, a4, ag, . ..) bestimmen. Ist a; bekannt, dann lassen sich die ungeraden Entwicklungs-
koeffizienten (as, as, az,...) bestimmen.

Wegen der Symmetrieeigenschaften des Oszillatorpotentials V () erwarten wir, dass 1(y) sowohl
gerade, als auch ungerade Losungen hat (aber keine Losungen mit gemischter Symmetrie). Auf-
grund der Definition von (y) in (4.21), und aufgrund der Tatsache, dass e~v*/2 gerade Paritdt
hat, bestimmt das Polynom h(y) dariiber, ob (y) gerade oder ungerade ist: Setzen wir ag = 0,
dann sind alle a; mit geraden 4 gleich null, und A(y) und ¢ (y) haben ungerade Paritit. Ist hinge-
gen a; = 0, dann sind alle a; mit ungeraden i gleich null, und h(y) und % (y) haben gerade Paritét.

Giys = (4.31)

Es stellt sich nun die Frage, ob die Reihe in h(y) tatsdchlich unendlich viele Terme haben
kann, ohne das unsere Wellenfunktion fiir y divergiert. Betrachten wir daher das asymptotische
Verhalten von a; bei i — co. Das Verhéltnis der Koeffizienten a;y2/a; ergibt vorerst:

Qi+2 (4.31) 21 1—2¢ 24 1—2¢

ai (i+2)(z’—|—1)+(i+2)(i+1) _i2+3z’+2+(z’+2)(z’+1)

Wiéhrend der zweite Term klarerweise im Limes n — oo gegen Null gehen wird, ist dies beim
ersten Term nicht der Fall. Hier dominiert der quadratische Term im Nenner und es gilt:

; 21 2
ai4+2 n—oo 721 _Z (432)
a; 1 1
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Wenn wir eine Funktion finden, welche im Grenzfall ¢ — oo dasselbe Verhalten zeigt, kénnen
wir diese mit h(y) assoziieren und analytisch tiberpriifen, ob die gesamte, dimensionslose Wel-
lenfunktion 1 (y) fiir sehr groBe Werte von y konvergiert oder divergiert. Dies ist so, weil bei
immer gréferen Werten von y in der Reihe entsprechend auch die Terme y’ mit groBeren i
dominieren. Betrachten wir zu diesem Zweck nun eine Gauffunktion und stellen diese in ihrer
Reihenentwicklung dar:

— = i=0,2,4,... i=0.24,...
bi

Die Zéhlvariable i in der letzten Summe nimmt nur gerade Zahlenwerte an. Untersuchen wir,
wie zuvor, das Konvergenzverhalten erkennen wir:

bia (/2! (i/2)! 1 2 o 2

b, (i/2+ 1) G2+ 0)@E/2)!  (i/2+1) i+2 i

Sofort wir klar, dass die GauBfunktion fiir grofle i das gleiche Konvergenzverhalten zeigt wie die
Rekursion aus (4.32). Falls die Reihenentwicklung nicht abbricht, gilt, dass sich h(y) fiir grofie
i sich wie eine Gaufifunktion aus (4.33) verhilt. Das wiirde auf folgendes Problem fiihren:

P(y) = e Y'/2 h(y) G700 o=y?/2 oy — o¥?/2 (4.34)

Diese Funktion ist nun aber nicht normierbar, beziehungsweise divergent fiir y — +oo (was
gemaf unserer anfinglichen Analyse des Potentials nicht der Fall sein darf). Das bedeutet,
dass wir Losungen finden miissen, bei denen die unendliche Reihe im Ansatz (4.20) an einer
bestimmten Stelle abbricht!
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Abb. 18: Darstellung der Wellenfunktionen (links) und der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten
(rechts) des harmonischen Quantenoszillators. Es sind die ersten fiinf Energiezustédnde
eingezeichnet; gut zu erkennen sind sowohl die Symmetrie der Eigenzusténde als auch
die Korrespondenz zwischen Knotenanzahl und Energiezustand.

Das umgeht das Problem der Divergenz, da eine endliche Reihe nicht mehr mit einer analyti-
schen Funktion der Form (4.33) gleichgesetzt werden kann. Wenn die Reihe (4.20) abbrechen
soll, muss es einen groffiten Wert n des Zahlindex ¢ geben. Setzt man diesen Wert n in die Re-
kursionsbeziehung (4.31) ein, muss sich ergeben, dass a,+2 = 0 wird, damit die Reihe abbrechen
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4 Harmonischer Oszillator

kann. Entsprechend verschwinden dann auch alle weiteren a; mit ¢ > n. Setzt man also dieses
n in die Rekursionsbeziehung (4.31) ein, und verlangt, dass das Ergebnis a,+2 = 0 wird, kann
daraus die (dimensionslose) Eigenenergie ¢,, definiert werden. Dieses ¢, sorgt dafiir, dass die
Reihe beim Zahlindex ¢ = n abbricht:

U431 2n+ (1 —2¢ey)

1
Qjro = =0 = 2n+1—-2¢,=0 = e, =n-+ - (4.35)

(n+2)(n+1) 2

Nutzen wir die Substitution F = hw aus (4.12), erhalten wir die Eigenenergien E,:
1
E, =hw (n aF §> (4.36)

Der harmonische Quantenoszillator hat also dquidistante Eigenenergien! Uber die Energiequan-
tenzahl n kénnen wir die einzelnen FEigenzustdnde und -energien hierarchisch anordnen. Wir
erinnern uns, dass dies auch fiir die Knoten der einzelnen Wellenfunktionen gilt. Wir kénnen n
so auch mit der Anzahl der Knoten eines Zustandes assoziieren; je grofer die Energie sein wird,
desto mehr Knoten weifit eine Wellenfunktion auf (und oszilliert somit auch starker).

Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators Den Ausdruck fiir die moglichen (reduzierten)
Eigenenergien (4.35) konnen wir nun schliefllich in die Differentialgleichung (4.24) einsetzen:

— () + 2yl (y) + (1 — 22,)h(y) "2
— _W(y) + 29K (y) + [1 ( )]
= —h"(y) +2yh'(y) + (1 =2n—1)h(y) = | - (-1)
= h"(y) — 2yh'(y) + 2nh(y) (4.37)

Diese Differenzialgleichung (4.37) wird nun von unserem Potenzreihenansatz (4.20) gelost, wobei
man eine bestimmte (reduzierte) Eigenenergie ¢,, des n-ten Anregungszustandes geméaf (4.35)
voraussetzt, und dann die Koeffizienten a; der Potenzreihe mittels der Rekursionsbeziehung
(4.31) ermittelt (Normierung nicht inkludiert). Das ist gleichbedeutend mit der Losung h(y) =
H,(y) zur n-ten Eigenergie ¢, wobei H,(y) das n-te Hermit’sche Polynom darstellt, welches
z.B. iber die Rodrigues-Formel definiert werden kann:
mn

o) = (-1 e (4.39)
Eine detailierte Ableitung der Hermite’schen Polynome ist im Anhang 10.2 zu finden. Mit
h(y) = Hp(y) konnen wir (4.38) in den Ansatz (4.19) einsetzen, und erhalten schlussendlich
die (dimensionslose) Losung:

— 1
uly) = Ne“=V" Ha(y) (4.39)
Mit der Riicksubstitution aus (4.13) bekommt man schlieflich das Endergebnis fiir die orts-

abhéngige Wellenfunktion ), (z). Die Normierung N wird durch die Hermite’schen Polynome
bestimmt:

1 1 1 2 z h
——— =~ ¢ 3(@/%0) < g S
Y () VLY o e 2 H, (1‘0) mit xo o (4.40)
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4.1.3 Grenzfille des harmonischen Oszillators

In Rahmen der klassischen Berechnung des harmonischen Oszillators sind wir in (4.8) auf einen
Zusammenhang der Aufenthaltswahrscheinlichkeit gestoen, welcher proportional zu P(z) o
(2 — )~ /2 ist. Ein Teilchen in einem klassischen Oszillatorpotential wird sich daher mit ge-
ringster Wahrscheinlichkeit im Potentialminimum aufhalten, sonder hauptséchlich in der Néhe
der beiden Umkehrpunkte seiner Bewegung. Es stellt sich uns nun die Frage, wie sich die Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit in der Quantentheorie verhélt.

Der Zustand mit dem ausgeprigtesten ,,Quanten-Charakter* ist der Grundzustand mit n = 0,
bei dem die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Minimum des Potentials maximal ist: Das wi-
derspricht somit vollkommen der klassischen Intuition. Erh6hen wir nun aber die Energie und
vergroffern entsprechend die Hauptquantenzahl n, nimmt die Wahrscheinlichkeit das Teilchen
im Potentialminimum zu finden immer weiter ab und wir erkennen, dass wir uns dem klassi-
schem Grenzfall anndhern. Eine schematische Darstellung beider Zustédnde ist in Abbildung 19
zu finden. Hier sehen wir zwar noch immer eine deutlich gréflere Aufenthaltswahrscheinlichkeit
um z ~ 0, allerdings néhert sich das Verhalten von P(z) zunehmend an den klassisch-intuitiven
Ausdruck aus (4.8) an. Wir finden hier ein Verhalten vor, welches auch in anderen Quantensys-
temen auftritt: Mit immer gréfler werdenden Quantenzahlen kommt es zu immer , klassischeren*
Verhalten des Systems (ein weiteres Beispiel wire der Rydberg-Zustand fiir sehr grofie Haupt-
quantenzahlen n des Wasserstoffatoms, welches sich ndherungsweise klassisch beschreiben lédsst).

n=~0

I N
Ny, n=15 N
w‘\‘w\;“{\m“m(\‘ ‘
LA
LI
\\“MH‘H‘\HHH‘\\

L
C LN LA
|1 T e T
IRIRAIREEEEE IR
(A IRIRIRIA ‘H\“H
||| Uyt |||
AARNERRRR R RN

|62

|6

! L1 L Nl !

T T

Abb. 19: Grenzfille des harmonischen Quantenoszillator: Neben der klassischen Wahrschein-
lichkeit P(x) (rot) sind die Wellenfunktionen fiir n = 0 und n = 15 dargestellt. Die
Diskrepanz zwischen der klassischen und der Quantenphysik wir insbesondere im Fall
n = 0 sehr deutlich.

4.2 Algebraische Losung

Motivation: Algebraischer Losungsweg des harmonischen Oszillators

In diesem Abschnitt beschreiben wir eine sehr elegante Losungsmethode fiir den quanten-
mechanischen harmonischen Oszillator, die von PAUL DIRAC entwickelt wurde. Fiir diesen
Losungsweg definiert man zwei sogenannte Leiteroperatoren @ und af, die einem Oszillator
jeweils ein Energiequant hw entziehen oder hinzufiigen.

97
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Obwohl wir im Rahmen dieses Skriptums die algebraische Methode zunachst nur zur Be-
schreibung des harmonischen Ostzillators verwenden, geht ihre Bedeutung weit dariiber
hinaus. Wir werden in weiterer Folge Leiteroperatoren auch verwenden, um Probleme mit
quantenmechanischem Drehimpuls einfacher zu 16sen. Auflerdem sind Leiteroperatoren es-
senziell bei der Quantisierung (also der quantenmechanischen Darstellung) von Feldern wie
beispielsweise dem elektromagnetischen Feld, der ,zweiten Quantisierung*.

4.2.1 Leiteroperatoren

Beginnen wir aus der eindimensionalen, reduzierten Schrodingergleichung eines Teilchens in
(4.18), dann konnen wir daraus den (reduzierten) Hamiltonoperator H extrahieren:

_ 1 2
H:{ Q—d} (4.41)
In weiser Voraussicht konnen wir diesen Hamiltonoperator H nun gezielt umschreiben:
1 d? 1 d?
(=) + 3~ 3] -
12 dy? 2 dy?
A PR TSP |
12 4 dy? ydy ydy 2 dy? ydy ydy N
_1( :_ & d +1+ d>+1< _ & Lyt d)} =
2\ T e Yy Yy Y " Ty Yay )|~

1/, d? d d 1/, d? d d
R 1 - 14+ y— 4.42
_2<y dy? ydy+{ +ydy}>+2(y dy? +ydy { +ydy}>} (442)

Um die geschwungenen Klammern zu vereinfachen, hilft es, die Wirkung eines allgemeinen Ope-
rators A = d%y auf eine Funktion ¢ (y) zu untersuchen:

H =

N~ N~ N~ N

pa— d / — — d— d\ —
A = — frd _— e 1 _—
0) = 7 (55) = 9) + 3o = {1+ 90 —
. d d d
A=41 — —y =91 — 4.43
{ +ydy} — @ { +ydy} (443)
Wir konnen also in (4.42) die beiden geschwungenen Klammern nun geméf (4.43) ersetzen:
- 11 d? d d 1 d? d d
H=>|=(¢y*- — —y—+ — 2= _ﬂ:
2 {2 <y a2 Vdy dyy> "3 (y a2 Vay  dy’

T A s I

a af at a

Wir ersetzen die Rechenoperationen in den Klammern durch die neuen Operatoren d und af.
Diese ermoglichen uns nun eine neue, kompaktere Schreibweise des Hamiltonoperators H:

1 1
et L oataY L st
H—Q(aa +a a>—2{a,a} (4.45)
Der dimensionsbehaftete Hamiltonoperator H ergibt sich aus H iiber die Beziehung H = hwH.

Wir haben nun den Hamiltonoperator auf die Operatoren @ und a' zuriickgefithrt. Den Operator
a' nennt man Erzeugungsoperator, Aufsteiger oder Aufsteigeoperator:
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Den Operator @ hingegen nennt man Vernichtungsoperator, Absteiger oder Absteigeoperator:

&:\}i<y+;§/>=%<i+m0$>:;§(ﬁm+m2> (4.47)

Beide Operatoren werden allgemein auch als Leiteroperatoren bezeichnet, der Sinn dieser Na-
mensgebung wird in Kiirze klar werden. Mit den Definitionen (4.46) und (4.47) konnen wir
den eindimensionalen Ortsoperator  und Impulsoperator p als Linearkombination des Auf- und
Absteigers ausgedriicken:

= j;% (a+af) (4.48)
p= Z\% (a—af) (4.49)

Beispiel: Orts- und Impulsoperator als Leiteroperatoren

Zu zeigen sei, dass die Darstellungen von & und p aus (4.48) und (4.49) tatséchlich dem
Orts- und Impulsoperator entsprechen. Wir setzen einfach die Definition von Erzeuger und
Vernichter aus (4.46) und (4.47) ein und erhalten somit:

b= 20 (44 gt D g B O
T = \/é(a—i- ) 2( +0d.L+ lod>—$D

ih th (x d x d d
p= — o—al)=—— (= — - — — )| = —th— O
P V2x (a a) 2x0 <mo+ 0 dx mg+x0d1‘) ! dx

Der Impulsoperator wird wie iiblich im Ortsraum dargestellt — die Ableitung nach z kann somit
umgekehrt durch p dargestellt werden:

d 1, i,
T
Setzt man dies in die Definitionen (4.46) und (4.47) ein, erkennt man durch den komplexen Term
sofort, dass @ und @' keine hermiteschen Operatoren sind:

1 z T

At — L0 4.50

¢ \/§<x0 W) (4.50)
1 T ,(L‘o)

a=—|—+1—p 4.51
\/§<:co nt 50

Es gilt daher a # af, dadurch, dass sich (4.50) und (4.51) im Vorzeichen vor der komplexen Zahl
unterscheiden. Unter Berticksichtigung von (4.13) und (4.15) kann man den Ortsoperator (4.48)
und Impulsoperator (4.49) in den dimensionslosen Ortsoperator § und Impulsoperator und p,
umformen:

(a+ah) (4.52)

p, = (a—ah (4.53)

4.2.2 Kommutatoren der Leiteroperatoren und Besetzungszahloperator

Trivialerweise gelten die beiden folgenden Kommutatorbeziehungen zwischen Absteiger & und
Aufsteiger a':
[a,a] = [a',a"] =0 (4.54)

Die beiden Operatoren @ und a' kommutieren allerdings nicht miteinander. Es folgt die wichtige
Kommutatorbeziehung;:
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[a,a1] = aal —afa =1 (4.55)

Beispiel: Kommutator zwischen a und a'

Um die Beziehung aus (4.55) zu beweisen, setzen wir die Definitionen (4.46) und (4.47)
fir a' und @ ein. Da es sich hier um Operatoren handelt, miissen wir deren Wirkung
beriicksichtigen — die Rechnung funktioniert nur, wenn die Operatoren des Kommutators
auf eine dahinterliegende Wellenfunktion v(y) wirkt:

(a,a"b(y) = (aa’ —aa) ¥ =

f=)
f=)

=3[+ 5) (- 5)7- (- 5) (+ 5)7] -

|5 (- 5) - (-5) (7 5)] -

3 |(7-vi+ 5 69 -5 - (7P - i (9 - 5 )|
:% _yzw—ydz+;;( v) ((Z;éy%—yf+€i/( v) i;ﬂ

Eine dquivalente, aber kompaktere Vorgehensweise verzichtet auf die Darstellung im Orts-
raum, sondern verwendet die kanonische Vertauschungsrelation [Z,p] = ih aus (3.133).
Wir werden beim Anschreiben dieses Beweises zudem auf die nachfolgende Wellenfunktion
verzichten, und die Wirkung der Operatoren so implizit voraussetzen:

G i) (o 32)] -
i) hp ’ i) hp -
- L %o

a,a"] =

N = N

Durch eine einfache Umformung von (4.55) lasst sich damit folgende niitzliche Beziehung her-
leiten:
aal =1+a'a (4.56)

Diese Beziehung erlaubt uns, den dimensionslosen Hamiltonoperator (4.45) weiter zu vereinfa-

chen: o w30 1 )
H:§( T+a*) 2(1+a*a+a*a):a*a+§

Ublicherweise wird anstelle 4'a ein neuer Operator definiert, welchen wir Besetzungszahloperator
N nennen:

A

N =ala (4.57)

Wir finden mit dem Besetzungszahloperator N eine neue, kompaktere Schreibweise fiir den
Einheiten-behafteten Hamiltonoperator H:
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2 a 1 A
H=hw (N i 5) mit N =ala (4.58)

Eigenschaften des Besetzungszahloperators Wie wirkt nun der Besetzungszahloperator auf
einen Eigenzustand des Hamiltonoperators H? Aus der analytischen Losung der Schrodinger-
gleichung im Oszillatorpotential kennen wir bereits die Losungen (4.36) der Eigenenergien; aus-
gehend von der Eigenwertgleichung H |n) = E, |n), wobei |n) die Wellenfunktion des n-ten
Energieeigenzustandes des harmonischen Oszillators sind, folgt:

0= (- B,) m) "2 o K]\H—;) _ <n+;)] n) = heo (I = n) [n)

Umformen dieser Gleichung fiihrt auf einen weiteren wichtigen Ausdruck, ndmlich die Wirkung
des Besetzungszahloperators N auf einen Eigenenergiezustand |n) des harmonischen Oszillators.
Konkret liefert N bei Wirkung auf |n) durch den Eigenwert n die Information, in welchem
Anregungszustand sich |n) befindet.

N |n) = n|n) (4.59)

Ein Eigenwert n des Besetzungszahloperators N kann nur Werte grofler gleich Null annehmen:
n= <n\]\7\n) = <n\&T&]n> = (anlan) = |||an) ||> > 0 (4.60)

Bei n = 0 spricht man vom Grundzustand des Systems und bei n > 0 von einem angeregten
Zustand. Auch fiir beliebige Funktionen erfiillt die Bildung des Erwartungswertes die Beziehung
(|N|p) > 0 (Positivitdt). Der Besetzungszahloperator ist hermitesch und positiv; sprich, wir
erhalten im Kigensystem positive, reelle Eigenwerte. Das Hermitizitédt folgt, ergibt sich leicht

A

aus (N)' = (a'a)’ = a'a = N.

Kommutatoren des Besetzungszahloperators Auch zwischen N und den Leiteroperatoren
kénnen Kommutatorbeziehungen gefunden werden, wobei wir die bereits bekannte Kommuta-
torrelation (4.55) verwenden koénnen.

A

a'a = (a'a —aaha = [a',ala

D
=)
Il
|
=
>
_—r
j=)
I

[N,a] = [aa,a) = ataa —

=—a (4.61)
Durch eine einfache Umformung von (4.61) lésst sich folgende niitzliche Beziehung herleiten:
Na—aN =—-a = Na=aN —a (4.62)

Unter Ausniitzung der Beziehung [AB, C] = A[B,C] + [A, C]B lasst sich auch der Kommutator
[N, a'] sehr einfach bestimmen:

[N, a]

Il
=
pail
Q>
j=)3
P
Il
j=)
pail
=
j=)
_—r
|
=
. —t
=}
_r
j=)
Il
<)Y
pidl
=
>
_r
|

Il
=)
e

(4.63)

Wiederum kann man durch Umformung von (4.63) eine weitere niitzliche Beziehung herleiten:

A

Nat —alN =al — Nat =af +afN (4.64)
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4.2.3 Wirkung von Aufsteiger und Absteiger
Lassen wir N auf einen Zustand |aTn) wirken, kénnen wir explizit die Wirkung von a' bestimmen:

N latn) = Nat ) “2Y @t + 6t K) jn) = at(@ + B) [n) = at(1 4+ n) |n) =

=(n+1)al|n) = (n+1)]an) (4.65)

Der Zustand |afn) ist also eine Eigenfunktion von N zum Eigenwert n + 1. Oder, mit anderen
Worten: Die Besetzungszahl beziehungsweise der Anregungsgrad von |n) wird durch Anwendung
von &' um Eins erhoht; daher wird a! auch als Aufsteiger bezeichnet! Wir erhalten den gleichen
Eigenwert n + 1, wenn wir den Besetzungszahloperator N auf einen Zustand In 4+ 1) wirken
lassen — bis auf einen Skalierungsfaktor ¢ wird so |afn) = af|n) = ¢|n + 1) entsprechen. Die
konkrete Form von c lisst sich aus der Betragsquadratbildung von |afn) bestimmen:

[atn) |2 = {n+ 1e*cln + 1) = [ef? (n + Ln + 1) = |ef?

4.56 A
11atn) 112 = (mlaatin) “2 (mlata + 1) = (| N + 1n) = (ajn + 1jn) =

=(n+1)(nln) =n+1 (4.66)

Wir finden zwei Lésungen fiir ¢ = 4+v/n + 1 (wobei wir hier eine globale Phase €¥ nicht be-
riicksichtigen). Die negative Losung wird vernachlédssigt, um einen positiven Eigenwert von N

nach (4.60) zu garantieren. Aus (4.65) und (4.66) folgt somit fiir die Wirkung des Aufsteigers
At
ar:

alln) =vn+1|n+1) (4.67)

Auf dhnliche Art und Weise kénnen wir auch die Wirkung des Absteigeoperators bestimmen.
Zunéchst betrachten wir die Wirkung von N auf einen Zustand |an):
~a ~a (4.62) ,, ~ R O R
Nlan) = Naln) =" (aN —a)|n) =a(N —1)|n) =a(n—1)|n) =
=(n—1)aln) = (n—1)|an) (4.68)

Der Zustand |an) ist also eine Eigenfunktion von N zum Eigenwert n—1, ebenso wie der Zustand
|n — 1). Oder, mit anderen Worten: Die Besetzungszahl beziehungsweise der Anregungsgrad von
|n) wird durch Anwendung von G um Eins verringert; daher wird a auch als Absteiger bezeichnet!
Der Eigenzustand |an) entspricht wieder bis auf einen Skalierungsfaktor ¢ dem Zustand |n — 1)
— es folgt: |an) = ¢|n — 1). Aus der Bildung des Betragsquadrates kénnen wir die Form von ¢
bestimmen:

Han) |2 = (n — 1lc*eln — 1) = |ef {n — 1n — 1) = |¢?
N oty o\ (4.57) N
Han) |12 = (nlataln) “Z” (n| N{n) = (nlnln) = n{njn) =
=n (4.69)

Erneut finden wir zwei Losungen ¢ = y/n, wobei mit aufgrund der Positivitiat des Besetzungs-
zahloperators N den negativen Skalierungsfaktor ausschliefen kénnen (und ein globale Phase
e’ ignorieren). Damit ergibt sich aus (4.68) und (4.69) die vollstindige Wirkung des Absteige-
operators:

aln) =+v/nin—1) (4.70)
Lésst man den Absteiger auf den Grundzustand |0) wirken, erhélt man somit Null:

al0) =0 (4.71)
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n+1
N
L 4 @ @ n
n—1

Abb. 20: Schematische Wirkungsweise des Aufsteigers a', des Absteigers é und des Besetzungs-
zahloperators V.

Intuitiv ist dies auch logisch: Ist ein Zustand bereits im Grundzustand, kann er nicht weiter her-
unter gesetzt werden. Ausgehend vom Grundzustand |0) kénnen wir mit n-maliger Anwendung
des Aufsteigers a' einen Zustand |n) erzeugen:

("™ [0) = vnl|n) (4.72)

Formen wir (4.72) nach |n) um, erhalten wir eine fir die algebraische Form einen zu den Her-
mite’schen Polynome aus (4.40) &dquivalenten Ausdruck:

In) = —(a")" |0) (4.73)

Beispiel: Wirkung von N , " und @ auf den Grundzustand im Ortsraum

Wir haben nun zwei dquivalente Formalismen zur Beschreibung des harmonischen Quan-
tenoszillators kennengelernt: den analytischen Weg, welcher uns zu den Hermite’schen Po-
lynomen (4.40) als Funktionen des Orts x gefithrt hat, und den algebraischen Weg, iiber
welchen neue Operatoren N , af und @ eingefithrt wurden. Wie wirken Besetzungszahl-,
Aufsteige- und Absteigeoperator nun, wenn die Oszillator-Eigenzustinde |n) in den ,di-
mensionslosen Ortsraum® |y) projiziert werden. Wir werden dies anhand des einfachsten
Falles, des Grundzustandes |0), zeigen:

— 4.21 _ 1
Do(y) = (yloy U2V Ne—3v?

Aus (4.46) und (4.47) kann der dimensionslose Besetzungszahloperator gewonnen werden:

.1 d d 1 d? d d 1 d?
N==(y-— Sl IO P S S P IV ) [ P S A |
2(y dy><y+dy) 2<y az Vay T Vay ) 2<y dy? )

Fiir die Wirkung des Besetzungszahloperator N im Ortsraum gilt somit:

A N 2 d2 _ 1,2
<y|N‘O>:2<?/ _dy2_1>6 ¥ =

L (g L))
= T (et — e 42— %) =0

Wir erhalten das erwartete Ergebnis: Der Grundzustand entspricht einer Besetzung von
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n =0 (da (y|N|0) = 0- (y|n) = 0). Fiir Wirkung des Aufsteigers folgt

N d 1,2 N 1 1,2
atly = —— (= = Je 29 = = —5Y —3Y°) = —_ 9y e 3Y
w0 = 2= (v- %) (v +ye37) = T aye
Der neue Term 2y entspricht dem ersten Hermite’schen Polynom Hi(y) = 2y (ohne die
Normierung N explizit neu zu berechnen). Fiir den Absteiger gilt:

N d N
(ylalo) = ﬁ (y + dy) e"3Y — ﬁ (y€,%:y2 _ yeié?ﬂ) —0

Der Grundzustand kann also durch den Vernichter a nicht mehr weiter reduziert werden.

Beispiel: Grundzustand im Ortsraum aus a|0) =0

Nach (4.71) gilt: a|0) = 0; tatsdchlich kénnen wir daraus die Ortsdarstellung des Grund-
zustandes 1y (y) = 1, berechnen. Projizieren wir die gesamte Gleichung in den reduzierten
Ortsraum |y), dndert sich der Absteiger entsprechend (4.47) und wir kénnen die folgende

Differentialgleichung anschreiben:

1 d\ — dip, — 1
wlalo) = 5 (v = ) Fo =0 = T = —yiy = (Gy) = 597 + €

Im letzten Schritt wurden beide Seiten unabhéngig voneinander integriert; werden beide
Seiten exponiert erhilt man das bereits bekannte Ergebnis (4.21) fiir den Grundzustand:

JO == Ne_%?ﬁ

Vertiefung: Algebraische und analytische Losungen

Wie kénnen die algebraische und die analytische Losung ineinander umgewandelt werden?
Projizieren wir einen allgemeinen Eigenzustand |n) in den reduzierten Ortsraum (y| und
verwenden (4.40), (10.17) und (4.38), erhalten wir:

(yln) = ¥n(y) = e 3 Hy(y) "=

- 11/4 210 '6’_%?/2 : {(_1)71 eV’ dne_yQ} (10.17)
7T n!

S S S T P Cotl
“aoviva ) T

1 d" 1 _1,2) (4.46)
vn! dy (27T)1/4
1

j— ~ n

T (yl(a")"|0) (4.74)
Es ist uns gelungen aus der Wellenfunktion im Ortsraum und der Rodrigues-Formel der
Hermite’schen Polynome einen Ausdruck abzuleiten, welcher der Ortsdarstellung des Auf-
steigers (4.46) gleicht. Wir miissen allerdings beachten, dass sich die Normierung beim
Ubergang von der Rodrigues-Formel (4.38) zu (10.17) um einen Faktor 2~ 1/4
da die Gaufifunktion nun halb so schnell abfallt.

dndern muss,
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4.2.4 Heisenberg’sche Unscharferelation

Um die Heisenberg’sche Unschérferelation mit Bezug auf die Eigenzustdnde des harmonischen
Oszillators zu konstruieren, miissen wir die Ortsvarianz ((A£)?)) und Impulsvarianz ((Ap)?)),
wie in (3.140) beschrieben, berechnen. Zur Erinnerung: fiir einen beliebigen Operator A gilt
allgemein mit dem Fluktuationsoperators AA:

(AA)?) = (A4%) — (A)”

Um den Erwartungswert des Ortes (&) fiir einen bestimmten Anregungszustand |n) zu berech-
nen, verwenden wir die Darstellung des Ortsoperators mit Leiteroperatoren aus (4.48), und die
Wirkung der Leiteroperatoren auf einen Eigenzustand |n) nach (4.67) und (4.70):

(@) = (nlfn) *2”

=2 (nja+afn) =

V2
= =L ((naln) + (nla'|n)

= 7% (\/ﬁ<n\n — 1) +Vn+1(n|n+ 1>) =0 (4.75)

Die Eigenzustédnde |n+ 1) und |n — 1) stehen beide orthogonal auf |n), da die Energieeigen-
funktionen ein vollstindiges Orthonormalsystem {|n)} bilden. Wir erwarten also einen mittle-
ren Aufenthalt bei x = 0 in der Mitte des Potentials. Wir erkennen an dieser Stelle auch die
Maéchtigkeit der Leiteroperatoren: Anstatt mit der komplizierten Darstellung im Ortsraum zu
arbeiten, finden wir hier nur abstrakte Eigenzustédnde vor, deren Verhalten wir bei bestimmten
Operationen (dT,& und N ) allerdings exakt beschreiben konnen! Komplizierte Rechenoperatio-
nen konnen in der algebraischen Schreibweise somit elegant und kompakt ausgeschrieben werden.

) (4.67,4.70)

Fiir den Erwartungswert des Impulses (p) kénnen wir analog die Darstellung des Impulsoperators
mit Leiteroperatoren (4.49) verwenden:

R Ly (4.49)
(p) = (nlpln) ~ =
— ot nfa —afln) =

467470
=~3%WWm (nfai|n))

_ _ﬂ;; (Vatnin — 1) = Va ¥ Lnln +1)) = 0 (4.76)

Der Erwartungswert des Impulses verschwindet somit ebenfalls! Fiir das zweite Moment von Z
finden wir hingegen einen von Null verschiedenen Ausdruck:

-5l 5l 3

(%) = (njaln) 2

(nlaa +a'a’ + 1+ a'a + ataln) =

(nlaafn) + (njafal|n) + 2 (nfafaln) + (njn)) (457)
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. 4.67,4.70
((nladln) + (njata’|n) + 2 (n|N|n) +1) “=™

vl S vl

(\/ﬁ\/n —1{n|n —2) + vVn+ 1vn+ 2(n|n + 2) 4+ 2n(nin) + 1) =
<n + ;) (413 % (n + ;) (4.77)

Wihrend der Erwartungswert um den Mittelpunkt des Oszillatorpotential (Z) = 0 zentriert zu
sein scheint, verschwindet die Varianz des Orts keineswegs; es kommt demnach zu Schwankungen
um die Gleichgewichtsstellung. Das zweite Moment des Impulsoperators lésst sich vollig analog
berechnen:

Il
8
on

(3%) = (nlp?in) =
= 8 ()4 il a— ) =
= —1’2‘2) (nlaa + a'a’ — aa’ — ataln) =
= 1;2) (n| —aa —a'al + aa’ + a'aln) (4.56)
= pf (n| —aa —a'a’ +1+a'a+alaln) =
- Zf) (~ (nladln) — (nlafat|n) +2 (nfafaln) + (nln)) ="
= 20— (ufadln) — (nfalafln) +2 (ol ¥]m) + 1) “T=
= Zf ( Vnvn —1(n|n —2) — vVn + Iv/n + 2(n|n + 2) + 2n{n|n) + 1)
=) (n + ;) U2 (n + ;) (4.78)

Damit folgt so insgesamt fiir die Varianz des Orts und des Impulses:

(i) = @) - @) T (D)

mw 2
(AD)2) = (12 — () “TET m (n + ;)

Die Wurzel aus der jeweiligen Varianz entspricht der Standardabweichung; bilden wir das Pro-
dukt Az und Ap erhalten wir schliefflich den folgenden Ausdruck fiir die Heisenberg’sche Un-
schéarferelation:

Azip = /(B2 /(Bp)) = <n + ;) (4.79)

Befindet sich der harmonische Quantenoszillator im Grundzustand |0) (mit n = 0), so besitzt er
bezogen auf (4.79) die minimale Unschérfe:

h
AxAp = 5 (4.80)

106



Quantentheorie 1

4.3 Zeitentwickelte Oszillatorzustande
4.3.1 Zeitabhdngige Oszillator-Wellenfunktionen

Untersuchen wir nun die zeitabhéngige, eindimensionale Schrédingergleichung fiir ein Teilchen
im harmonischen Oszillator-Potential V(x):

. 1 L0
H(z)p(x,t) = <_2m8xQ + 2mw2$2> Un(x,t) = Zhadjn(az,t) (4.81)
Der Hamiltonoperator H ist nicht explizit von der Zeit abhangig. Daher kénnen wir den in
Kapitel 2.1.4 beschriebenen Separationsansatz ¢ (z,t) = ¢n(x)pn(t) anwenden. Fiir den zeit-
abhéngigen Teil ergibt sich gemaf (2.35) und (4.36) die folgende Differentialgleichung:

L d (4.36) 1
ihsen(®) = Enpn®) 2 1 (04 3) alt) (1452)
Diese Differentialgleichung lasst sich, wie in (2.36) gezeigt, leicht 16sen, und wir die Zeitentwick-
lung fiir die Eigenzusténde des harmonischen Oszillators:
2.36 ; 4.36 ; ; ;

wn(Jf;t) ( -2 ) ¢n($) e—zEnt/h ( it ) an(x) e—zw(n—&—%)t _ ¢n($) e—zwnt e—%zwt (483)
Der zeitabhingige Teil fithrt mit zunehmender Anregung des Systems zu einer immer schnelleren
Oszillation der Phase des stationdren Eigenzustands. Ein beliebiger Zustand im Ort (zu einem
festen Zeitpunkt o) 1(z,tp) kann als Linearkombination der zeitunabhéngigen Eigenzustdnde
des Quantenoszillators ¢, (x) konstruiert werden. Die weitere Zeitentwicklung von (zx,t) fir
Zeiten t > t( folgt dann einfach daraus, dass sich jeder dieser Basiszustéande ¢, (x) mit der ihm
zugeordneten Zeitentwicklung weiter entwickelt:

[e.e] [e.@] oo
D@, t) = 3 aptn(@, 1) = 3 apdp(x)e @ e 7 = 39N g g, (2)e M (4.84)
n=0 n=0 n=0
Die Entwicklungskoeffizienten a,, kénnen wie iiblich nach folgender Relation berechnet werden:

= [ 0 (4.85)

Wir werden die oben gefundenen Beziehungen verwenden, um Zusténde zu konstruieren, welche
sich wie klassische Teilchen bewegen kénnen.

4.3.2 Kohidrente Glauber-Zustinde

Motivation: Klassische Oszillatorbewegung mit der Quantenphysik

In diesem Kapitel stellen wir uns die Frage, welche zeitabhéngigen Wellenfunktionen im
harmonischen Oszillatorpotential am néchsten an die aus der klassischen Physik bekann-
te harmonische Bewegung eines Teilchens herankommen. ERWIN SCHRODINGER gelang
es bereits 1926, solche Zustinde zu konstruieren, die heute ,kohéarente Zustdnde“ oder
»Glauber-Zustande“ (nach ROy GLAUBER), genannt werden. Wie wir sehen werden, ent-
sprechen diese Zustdnde Gaufl’schen Wellenpaketen, die im harmonischen Potential hin-
und herlaufen und dabei stets die minimale Orts- und Impulsunschérfe bewahren.

Der gesuchte kohdrente oder Glauber-Zustand wird im Folgenden als |a) bezeichnet und ent-
spricht einer linearen Superposition von zeitabhangigen Eigenzustdnden des harmonischen Os-
zillators. Die aus dieser Uberlagerung resultierenden Wellenpakete sollen folgende Eigenschaften
besitzen:
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B gsie folgen den klassischen Bewegungsgleichungen, so dass (Z) = C cos (wt — 0);
B sie weisen minimale Unschérfe fiir alle Zeiten ¢ > 0 auf;
B die Unscharfe ist gleich auf y und p, verteilt.

Als Ausgangspunkt betrachten wir, wie sich x(¢) und p(t) eines Teilchens in einem klassischen
harmonischen Oszillator verhélt (wobei wir, ohne Beschréankung der Allgemeinheit, fiir z(t) aus
(4.4) eine Phase ¢ = 0 annehmen):

x(t) = Acos (wt) = ARe(e™?)
p(t) = —Bsin (wt) = Beos (& + wt) = BRe(¢™2 i) = BRe(ie!) (4.86)
2 ~—~—

i

In der zweiten Zeile verwenden wir die Identitét — sin (z) = cos (z + 7/2). Man erkennt nach die-
ser Umformung, dass der Impuls p(t) gegeniiber dem Ort x(t) um die Phase €/™/? = i verschoben
ist. Formulieren wir nun die Bedingung, welche die gesuchten Quantenzustande |a) erfiillen miis-
sen, damit die quantenmechanische Unschérfe gleichermafien auf die (dimensionslosen) Grofien
y und p, verteilt wird:

(& = (@) la) = =i (Py — (Dy)) ) (4.87)

Der Faktor —i = e~""/2 auf der rechten Seite von Gleichung (4.87) dient dazu, die Phasenver-
schiebung von ¢™/2 = i zwischen py und y zu kompensieren. Da p, und y einheitenlos sind, sind
ansonsten keine weiteren Vorfaktoren notwendig. Durch Umformung von (4.87) kommen wir zu
einer Eigenwertgleichung, die der gesuchte Zustand |a) erfiillen muss:

(G +ipy) la) = ((9) + i (Py)) |a) (4.88)

Die rechte Seite von (4.88) entspricht einem komplexwertigen Eigenwert. Setzt man die Defini-
tionen (4.52) und (4.53) in (4.88) ein, erhélt man:

@)+ ) 10) = | 5 (a+ ) + = (a=a") joo =

1 +
. A AT A A _
_—\/ﬁ(a—l—a +a a)]a>
=2ala)

Der Absteigeoperator kann im Falle des Glauber-Zustands also auch durch die entsprechenden
Erwartungswerte von Orts- und Impulsoperator, hier mit o abgekiirzt, ausgedriickt werden:

1

ila) = 7 (@) + i (Dy)) o) = a|e)

Wir suchen also nach Zustinden |«), die Eigenzusténde des Absteigeoperators @ sind und somit
die folgende Eigenwertgleichung erfiillen:

ila) = ala) (4.89)
Analog dazu gilt auch die komplex-konjugierte Variante der Eigenwertgleichung;:
(ala’ = (o] * (4.90)

Die Losung fiir obiges Eigenwertproblem (4.88) zu einem fixen Zeitpunkt ¢ = 0 lautet:

= a” (473) X (aaf)”
=N — ="N —— 10 4.91
o = N 3 Sim) 2 32 R ) (.91
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Fiir letzteren Ausdruck verwenden wir, dass |n) tiber den Aufsteigeoperator immer durch den
Grundzustand ausgedriickt werden kann. Fiir den Normierungsfaktor N berechnen wir:

—_
—~

! 4.91)
Nz (ala)i—g =

Q

gmzzo Vmln!
=33 e -

n=0m=

(mln) =

Umformen und das Ziehen der Wurzel liefert die fertige Normierung, welche vom Betrag des
Eigenwerts abhéngt:
1
N = e zlof (4.92)

Damit kann der normierte Glauberzustand |o),_, zum Zeitpunkt ¢ = 0 schlussendlich wie folgt
dargestellt werden:

"0y (4.93)

Lassen wir a auf |a),_, wirken, erkennen wir, dass es sich tatséchlich um einen Eigenzustand
des Absteigeoperators handelt:

= ¢mzlof? > ai'\/’lﬂn —1)=
n=0 VT
~5lal? i aa” ! In— 1)
e n _
= V(n-1)
00 -1
— et 3 O, gy

— ala)_q (4.94)
Alle Eigenzustédnde des Absteigeoperators sind konstruktionsbedingt normiert, so dass stets gilt:
(ala) =1 (4.95)

Zwei beliebige, unterschiedliche Eigenzustidnde |«) und |3) des Absteigeoperators sind jedoch
nicht orthogonal zueinander:

(a]B) # bap (4.96)
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Das war zu erwarten, weil @ kein hermitescher Operator ist. Uberpriifen wir nun, ob die Forde-
rung nach minimaler Unschérfe in Ort und Impuls erfiillt ist. Dazu miissen wir die ersten und
zweiten Momente von z und p berechnen. Fangen wir mit () an:

(4.48) Tg

V2

= 5 ((alala) + (alalla) ) =

= T (adala) + 0 (ala) = T2 (a +a%) =

(#) = (alt]a) (ala+alla) =

_ﬂ elx) = X el .
= 7% 2Re(a) = Var Re() (4.97)

Fiir den Erwartungswert (p) kann man eine vollig dquivalente Rechnung durchfiihren:

. h
W _ 2 2 aja—afla) =

V2 g
((alala) = (alatla) ) =

(p) = {alple)
__in

T

~ 5= (afala) — a*(al)) =~ 7= (a—a”) =
= iﬁﬂm( ) = V2po Im(v) (4.98)

\/§on

Um die Varianz von Orts und Impuls berechnen zu kénnen brauchen wir auch die zweiten
Momente (#?) und (p?). Betrachten wir nun das zweite Moment des Ortes:

(4.48)

(%) = (ald*a)

_ 5”20 (a](@+af)(a+ah)a) =

— 332% (alaa + a'al + aat + atalay U2V

— ””2% (alaa +a'a’ + 1 +ala+ alala) =

- 332(2)( (aladla) + (ala’al|a) + 2 (alaala) + <0"O‘>) -

_ ‘”623(@2 +(")? + 200" + 1) =

5 (e ) 9

R (4.49)
(p?) = (alp?|e) =
1 k2
= —5— (al@—a)(a—ahla) =
2:03
1 h2 .
= 1B (ojas + atal — aaf — ataja) 420
2xg
1 B2
— " (alaa +atat — 1 —afa —ataja) =
2$(2)
].h2 N AT A ATA
= —§?(<a\aa|a> + <a|aTaT\OA> —2 <04’CLTG|04> - <O‘|O‘>> =
0
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1 K2

= —59( 2+ (a*)? — 200" — 1) =
0
_ _;Zg((a —at? 1) (4.100)

Damit kénnen wir insgesamt die Varianz fiir Ort und Impuls berechnen:

<(A;i*)2> _ <§:2> . <:%>2 (4.99;1.97)

=§((a+a*)2+1—(a+a*)2)=

2 2m 4.101
2 2 mw (4.101)
(AD)?) = (p%) — (py? 410219®)
1 h? |
=532 (1 —(a—a")?+(a— oﬁ)Z) _
Zo
1A% (414) 1
i E 4.102
2%% 92 mw 102)

Wir erhalten schliefflich den folgenden Ausdruck fiir die Heisenberg’sche Unschérferelation:

AzAp = \[(A2)2),/(Ap)?) = \/Z @ - g (4.103)

Wir erkennen, dass es sich hierbei um die gleichen Unschérfe wie im Grundzustand des harmo-
nischen Oszillators (4.80) handelt. Sie entspricht — wie gefordert — der minimalen Unschérfe.

Zeitentwicklung von Glauberzustanden Bis jetzt haben wir nur kohdrente Zusténde zu einem
fixen Zeitpunkt betrachtet. Lassen wir diese Annahme fallen, miissen wir die in (4.84) herge-
leiteten Zeitentwicklung der Eigenzusténde |n) mitberiicksichtigen. Wir schreiben hierzu den
Ausdruck fiir den nicht-zeitabhéngigen Zustand aus (4.93) nochmal an, wobei wir die Zeitent-
wicklung aus (4.84) hinzufiigen, und den Eigenwert « in crp umbenennen, um auszudriicken, dass
dies der Eigenwert fiir den Zeitpunkt ¢t = 0 ist:

oo
’O[(t)> — 6_%|a0‘2 Z 04761 e—iwnte—%iwt ‘n> —
n=0 \/ﬁ
_%z‘wt _%‘QO‘Z io: Ozg ( —iwt>n| >
=e € — e n) =
n=0 \/’rj
— ezt 3la0f? i 1 (040 e*iwt)n ) = | alt) = ag et
n=0 m

1, 1 2 © Oé(t)n
= 675%‘”5@75‘&0‘ — ’n> =
2

1. 1 2 o= aft)”
_ bt~ 5o @@y
nZ:% 7o ™
—Liw
=€ 2 t’a/>a’:a(t) (4104)

Da der Phasenterm im Betrag keine Rolle spielt, folgt sofort |ag| = |a(t)|. Wir haben soeben
gezeigt, dass der zeitabhéngige Glauberzustand |a(t)) zu jedem Zeitpunkt ¢ iiber den Ausdruck
fiir den nicht zeitabhingigen Zustand |o/) ausgedriickt werden kann, wenn man ihm mit ezt
multipliziert und fiir den Faktor o/ den Wert oy e~ einsetzt. Das bedeutet, dass alle bisherigen
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Beweise weiterhin giiltig sind, da wir ja stets mit einem allgemeinen (beliebigen) Wert fiir o

gerechnet haben, und der Phasenvorfaktor e~ 7% keine Rolle spielt. So bleibt beispielsweise die
minimale Unschéarfe (4.103) fiir alle Zeiten ¢ erhalten. Das Wellenpaket ,zerflieit“ nicht.

Analogie zum klassischen Oszillator Wir kdnnen nun ausrechnen, wie sich der Erwartungswert
des Ortes (Z(t)) mit der Zeit verdndert. Dazu verwenden wir Ausdruck (4.97), wobei wir a durch

a(t) ersetzen:

. xo (4.104) xg iwt

) = —=2Re(a(t =" —=2Re(ape™™ 4.105

(2) VG (a(t)) 7 (age™™") (4.105)
Die komplexe Zahl ag kann auch iiber ihren Betrag |ag| und ihre Phase ¢ dargestellt werden,
so dass ap = |ap|e’?. Setzt man das in (4.105) ein, erhilt man:

xo
V2

Das kohéarente Wellenpaket schwingt also im harmonischen Oszillatorpotential wie ein klassisches
Teilchen; genauso, wie wir es in (4.4) fiir den klassischen harmonischen Oszillator hergeleitet
haben.

() = 2Re (\a0| el e_i“’t) = V20 |ag| cos (wt — @) (4.106)
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5 Drehimpuls

Motivation: Der Bahndrehimpuls (und andere Drehimpulse)

In diesem Kapitel geht es um die wichtige quantenmechanische Observable des Drehimpul-
ses L. Mit Hilfe des Korrespondenzprinzips werden wir zunéchst aus der klassischen Defini-
tion von L einen quantenmechanischen Drehimpulsoperator L gewinnen. Die so definierte
Observable wird Bahndrehimpuls genannt, da sie das quantenmechanische Aquivalent zum
klassischen Drehimpuls ist, den beispielsweise Elektronen bei ihrer Bahn um den Atomkern
aufweisen.

Da es sich beim Drehimpuls um eine Vektorgréfle handelt, ist der Drehimpulsoperator L
konsequenterweise ein Vektoroperator. In weiterer Folge werden wir einen Satz von Kom-
mutatorrelationen ermitteln, die der Drehimpulsoperator L erfiillt. Es stellt sich heraus,
dass diese Relationen so allgemein sind, dass wir jeden Operator, der diese Relationen er-
fiillt, einen Drehimpulsoperator nennen kénnen.

Und tatséchlich gibt es in der Quantenmechanik neben dem Bahndrehimpuls-Operator L
auch noch andere Drehimpulsoperatoren, zum Beispiel den Spinoperator S, den wir spéter
noch genauer betrachten werden.

5.1 Drehimpulsoperator

Der klassisches Drehimpuls ist definiert als L = r x p; aus dem Korrespondenzprinzip folgt daher
fiir den Drehimpulsoperator L = # x p. In der Ortsdarstellung gilt fiir Orts- und Impulsoperator
# — r und p — —ihV. Demzufolge schreiben wir im Ortsraum {|r)}:

T Oy
L=txp ™ ihrxv=—in|yl|x|o, (5.1)
z 0.

Fihrt man das Kreuzprodukt explizit aus, konnen wir eine Ortsdarstellung fiir jede einzelne
Drehimpulskomponente finden:

. l:-fr Up= — ZDy ()} Y0 — 20,
L=|Ly|=|2ps—2p. | — —ih | 20, — 20, (5.2)
Im Verlauf dieses Kapitel wird nicht mehr streng zwischen der abstrakten Operatorschreibweise
und dem Ausdruck in der Ortsbasis unterschieden; statt ,—“ wird direkt ,,=“ geschrieben.
z
L

Abb. 21: Darstellung des klassischen Drehimpulses.
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L wird auch als Vektoroperator bezeichnet. In Indexschreibweise ldsst sich das Kreuzprodukt
mit dem Levi-Civita-Tensor €;;, anschreiben:

Neben den einzelnen Komponenten lédsst sich auch ein Betragsoperator des Drehimpulses L2
definieren:

(5.4)

Vertiefung: Indexschreibweise

Allgemeines: In Indexnotation schreibt man anstelle eines Vektors r = (ry, 7y, TZ)T ein-
fach nur r;, wobei der Index i fir das i-te Element eines Vektors r steht, es gilt also:
71 = Tg,T2 = Ty, T3 = 7. Statt ¢ kann natiirlich auch ein beliebiger anderer Buchstabe als
Platzhalter verwendet werden.

(r); =ri

(Einstein’sche) Summenkonvention: Wenn in einem Produktterm derselbe Index ge-
nau zweimal vorkommt (,abgeséttigt ist*), wird dariiber summiert, wie zum Beispiel:

3
;T = Z a;Ti = aiT1 + asrz +asrs
i=1
Das obige Beispiel entspricht dem inneren Produkt der Vektoren a und r: a;r; = a - r.
Zwei Variablen mit demselben Index in einem Produktterm représentieren also das innere
Produkt, und somit einen Skalar.

Freie und abgesattigte Indizes: Gibt es in einem Produktterm ausschliellich ,,doppelte
(,abgesattigte*) Indizes, dann représentiert dieser Term einen skalaren Ausdruck. Beispiel:
a;bic;d;. Es miissen dann aber in allen Produkttermen, die in einer Gleichung additiv ver-
kniipft sind, ausschliefllich abgeséttigte Indizes auftauchen (eine Addition von Vektor und
Skalar ist ja nicht moglich). Umgekehrt: Gibt es in einem Produktterm einen ,freien“ In-
dex (also einen Index, der nur einmal vorkommt), dann reprasentiert dieser Produktterm
einen Vektor. Die linke und die rechte Seite der Gleichung, sowie alle vorkommenden Ter-
me, miissen denselben freien Index haben, beispielsweise: a; = b;c;d; + bic;a;.

Kronecker-Delta: Das Kronecker-Delta d;; ist folgendermaflen definiert:

o
I (5.5)
0, 1#7

Levi-Civita-Symbol: Das Levi-Civita-Symbol ist folgendermaflen definiert:

1, wenn ijk eine gerade Permutation von 123 ist
gijk = § —1, wenn ijk eine ungerade Permutation von 123 ist (5.6)

0, sonst (wenn mindestens zwei Indizes gleich sind)

Ableitung: Der Ableitungsoperator in der Indexschreibweise ist wie folgt definiert:

0 0 0 0
Gi:(V)v:— e 81:7’ 82:@, 83:%

L O Ox (5.7)
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Rechenregeln: Hier eine Liste mit Rechenregeln, wobei der gelegentlich vorkommende
Buchstabe n fiir die Anzahl der Dimensionen (in unserem Fall n = 3) steht. Wir betrachten
hier vor allem wichtige Regeln fiir 6;;, €53 und 0;:

51’]’ = 5ji

5@'1’ =n
0ij0jk = Ok
5”‘:6]‘ = X;

€ijkEkim = 0i10jm — OimIji
€ijkEijl = 20k

5ijk5ijk = 3! =6

€ijk0ij = €ijk0it = €ijkbjr = 0 (5.8)
€ijk = Ejki = Ekij 5.9
Cijk = —Cikj = —Ejik

Eiik = €iki = Eikk = €izi = 0
8ixj = 51']'

Zusammenhang zwischen Vektor- und Indexschreibweise:

Operation Vektorschreibweise | Indexschreibweise
Skalarprodukt Xy TiYi
Betragsquadrat x> =x-x ik
Gradient (skalar) Vf(r) 0; f(r)
Divergenz V-x 0;;
Kreuzprodukt XXy EijkTjYk
Rotation V X X €ijk0j Tk,
Laplaceoperator (skalar) | V2f(r) =V - (Vf(r)) 0;0;f (r)
Vektorgradient V®x 0jx;
V2LU1
Laplaceoperator (vektoriell) V2x = | V2, 0;0;x;
V2a:3

Wir wenden uns nun der Frage zu, ob der Drehlmpulsoperator L die Hermitezitatsbedingung
erfiillt. Dazu miissen wir beweisen, dass jede Komponente Lgc7 L und L, fiir sich hermitesch ist.
Als Ausgangspunkt des Beweises nehmen wir Gleichung (5.3), und berticksichtigen im letzten
Schritt, dass Py und 7; hermitesch sind.

LY = (eijufip)" = eigp(Fipn)T = bl = eiibit (5.10)

Um den Beweis fiir die Hermitezitét von L; abzuschlieBen, miissten wir noch die Reihenfolge von
Pr. und 7; umdrehen. Jedoch kommutieren Orts- und Impulsoperator per se nicht miteinander,
sondern erfiillen die kanonische Vertauschungsrelation [, p;] = thd;; nach (3.133). Daraus ergibt
sich: 7Py, — pr7*j = 1hd;j, und somit py7; = 7Py, — ihdj;. Setzt man das in (5.10) ein, folgt:

> NP . (5.3)

L;r = Eijk (ijk - lh(Sjk) = €ijkTiPk — Zﬁ&‘ijk(sj’k = ﬁz - ih&bijkéjk = Li O (5.11)

Unter Beriicksichtigung der Rechenregel (5.8) verschwindet der letzte Term, und wir haben
erfolgreich bewiesen, dass alle Komponenten des Operators, und somit L als ganzes, hermitesch
ist:

Li=L wd LI =1L (5.12)
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5 Drehimpuls

Es gilt fiir einen hermiteschen Operator fl, dass auch beliebige Potenzen davon hermitesch sind:
(A2)T = ATAT = AA = A2, daraus folgt sofort, dass auch der Betragsoeprrator des Drehimpulses
hermitesch ist:

CH' =12 und (L) =12 (5.13)

5.1.1 Kommutatorrelationen

Der Drehimpulsoperator erfiillt eine spezielle Kommutatorrelation sowohl mit dem Orts-, als
auch mit dem Impulsoperator. Betrachten wir zunéchst den Ortsoperator f:

[f/i, fj] = Z'hé“ijkfk (5.14)

Beispiel: Kommutator zwischen L, und ¢

Wir verwenden zunéchst die Beziehung (5.14). Damit konnen die Kommutatorbeziehungen
zwischen L, und den Komponenten des Ortsoperators Z, § und Z sehr einfach ermittelt
werden (die selben Rechenschritte gelten natiirlich auch fir L, und L,):

[f/x,.@] = [ﬁl,fl] = ihé‘ukfk = iﬁélllfl + ihgllz’fQ + ih5113f3 =0 (515)
[i/x, ZQ] = [fq, fz] = the19 Ty, = the19171 + the129y + the137y = thits = ih2 (5.16)
[Lz, 2] = [L1,73] = iheispfy = iheiziy + ihie1safy + theisfs = —ihfy = —ihig  (5.17)

Um zu zeigen, dass diese Beziehungen tatséchlich stimmen, konnen wir auch die explizite
Darstellung (5.3) fiir L; verwenden. Dabei miissen wir beachten, dass die Operatoren nur
durch ihre Wirkung auf einen dahinter liegenden Zustand (x) = 1 definiert sind und
dieser in der Rechnung implizit mitberiicksichtigt werden muss. Wir fithren die Rechnung
explizit fiir [L,, 2] und [L,, §] (wobei hier [L,, 2] wiederum iiber équivalente Rechenschritte
folgt) durch:

(L, 2] = [L1, 1] = L1y — P1L1p = —ih [e1jpriOk (r19) — T1€1570k0) =
= —ih [e1j5T90kT1 + €1K7T10KY — T1€18Ti0RY] = | €158 = €123 + €132
= —ih[e123729 03711 + €13273%0211] = —ih [ra1pd31 — r3da] =0

A

Wie erwartet erhalten wir das selbe Ergebnis (5.15) auch in der Ortsdarstellung! Fiir [Ly, 7]
gehen wir vollig analog vor:

(L, 910 = [Ly, Poltp = Lnforh — oliyth = —ihi[e1 670k (r2th) — mac1riOkt)] =
= —ih[e1krjYOkT2 + €157 720K — T2E1jRT O] = | €1k = €123 + €132
= —ih [e123729 0372 + €132730ora] = —ih [r22pdz — r31dan] =
et — A = A

Der Kommutator zwischen Drehimpulsoperator und Impulsoperator sieht ganz identisch aus:

A

[Li, pj] = iheijnpr (5.18)

Beispiel: Kommutator zwischen L. und P

Wir verwenden zunéchst die Beziehung (5.18). Damit konnen die Kommutatorbeziehungen
zwischen L, und den Komponenten des Impulsoperators p;, p, und p, wieder sehr einfach
ermittelt werden. Da wir weiterhin in der Ortsdarstellung verbleiben, sollen am Schluss
substituieren wir die jeweiligen Impulsoperatorkomponenten p; durch ihre explizite Orts-
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darstellung p; = —ih0; ersetzt werden. Es folgt analog zu den Ortsoperatorkomponenten:
(L, 02] = [La, 1] = ihegipy, = ihesiaps = ihpy = ih (—ihdz) = B>y (5.19)
Lz, by) = [Ls, o] = ihegonpr = ihegnpr = —ilpy = —ih (—ihdh) = —A*01  (5.20)
[L.,p.] = [Ls, ps] = ihessupr = 0 (5.21)

Um zu zeigen, dass diese Beziehungen stimmen, kénnen wir wiederum die explizite Dar-
stellung in der Ortsbasis (5.3) fiir L; und —ihd; fiir p; verwenden. Der Zustand ¢, auf den
die Operatoren wirken, muss in der Rechnung berticksichtigt werden. Wir demonstrieren
die Rechnung explizit fiir [f)z, Pz) und [f/z, Py) (wieder funktioniert der Beweis fiir [f/z, Dy)
analog). Es gilt:

(L2, bt = [L3, 1)t = Laprtp — prLsyp =
= (—ihes;pr;O) (—iho1) ¥ — (—thdy) (—theg;kr;Ok) b =
= —hlesr; OO + hles;01 (rj0Kp) =
= — hleg;kr;0k010 + hPesjk (O175) (Oktb) + he3krOpOity = | €3k = €312 + €321
= h’es12 (O171) (O29) + hPes21 (O112) (O19)) =
= h2e312011 (O29) + APe301012 (019) = K20y = 712?;5

A

Samtliche Rechenschritte kénnen analog auf den Kommutator [L.,p,| iibertragen werden:

(L., ylY = [Ls, paltp = Laparp — paLsyp =
= (—ihesjkr;Ok) (—ihd2) Y — (—ihds) (—ihes;kriO)) ¥ =
= —h253jkrj3k321!) + h253jk82 (riOky) =
= — RPegjprjOR02 + Rlesjp (Barj) (k) + RPe3nrjOkdot) = | €35k = €312 + €321
= h%e312 (Dor1) (O29) + RPe391 (Oar2) (O1%) =
= he312021 (Oa1)) + MPes21022 (O19)) = —h*01¢) = —ﬁQ%

Ganz allgemein gilt: Erfiillen die Komponenten eines Operators V die folgende Kommutatorbe-
ziehung, dann ist V ein Vektoroperator:

[Li, Vj] = iheijiVi (5.22)

Diese Relation driickt aus, dass der Drehimpulsoperator L der Generator von Drehungen ist —
ein Vektoroperator zeichnet sich nun dadurch aus, dass er unter Drehungen wie ein Vektor trans-
formiert. Vektoroperatoren sind Spezialfille von Tensoroperatoren, deren Matrixelemente tiber
das Wigner-Eckart-Theorem beschrieben werden kénnen. Der Kommutator von L mit einem
skalaren Operator (5.30) verschwindet (da skalare GrofSlen drehinvariant sind). Dieses Thema
und sédmtliche oberen Behauptungen werden genauer in der Vorlesung Quantentheorie II be-
handelt.

Da der Drehimpulsoperator L selber auch ein Vektoroperator ist, muss nach (5.22) das folgende
Transformationsverhalten geltend sein:

[Li, Lj] = iheijuly (5.23)
Die Beziehung (5.23) lasst einen wichtigen Schluss zu: Zwei unterschiedliche Komponenten des

Drehimpulsoperators L kommutieren nie und schlieen daher eine gleichzeitige Messung aus.
Spéter werden wir erkennen, dass dies die Ursache der Drehimpulsunschérfe ist!
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5 Drehimpuls

Beispiel: Kommutator zwischen L, und L,
Wir verwenden zuniichst die Beziehung (5.23), um den Kommutator [L,, L,] zu berechnen:
[ﬁz, f/y] = [IAzl, fzg] = ih&lgkﬁk = ih5123ﬁ3 = lhﬁg = ZhIA/Z

Um zu zeigen, dass diese Relation stimmt, fiihren wir nun die Berechnung explizit mit der
Darstellung (5.3) durch:

[La, Lyl = [L1, Lol = LiLotp — Lolyep =
= (—ihe1kTj0k) (—theaumT10m) ¥ — (—iheamT10m) (—the1jkT;0k) Y =
= h251jk521m [—70k (11Om ) + 710m (1;050)] =
= h2e1jk€0m [—1j (Okm1) (Omab) — 17j710mOk + 11 (OmT) (Ot) + 117§ Om Opt)] =
= —h%e1kEumOkiTiOm¥ + A2e1kE2mOm;TiOKY =
= —he1jkEkmariOmy + h2ep1 im0k =
= —h?(61mbj2 — 0126jm)TiOm + A2 (Okad1s — Oxid12)T10ky) =
= —h25jo7101mOmib — h281,710k20k =
=R (—r01 + 1102) ) = | €321 = —1; €310 = +1
h? (23217201 + €3127102) b =
h? (e3;k7i0h) Y =
ih (—ihesipriOn) O = ihL Y

5.1.2 Polare und axiale Vektoroperatoren

In diesem Abschnitt betrachten wir, wie sich der Drehimpuls unter Symmetrietransformatio-
nen konstruktionsbedingt anders verhélt als Ortsvektoren r oder Impulsvektoren p. Wir fithren
dazu zunéchst den Paritétsoperator II ein, welcher wieder ausfiihrlicher in Quantentheorie II-
Vorlesung diskutiert werden wird. Der Parititsoperator II bewirkt eine Punktspiegelung um
den Ursprung des Koordinatensystems. Er wirkt daher auf eine allgemeine Wellenfunktion in
Ortsdarstellung wie folgt:

[y(r) = y(-r) (5.24)

Es gibt Wellenfunktionen ¢, (r) mit positiver Paritét, so dass g, (r) = @r(—r) = @, (r), und
solche mit negativer Paritiit, so dass Ilpx(r) = @r(—1) = —px(r). Wellenfunktionen, die sich
so verhalten, sind offenbar Eigenzustinde des Paritdtsoperators mit einem Eigenwert von plus
oder minus Eins. Daher kénnen wir schreiben:

ﬁ |(707T> = Pr |<;07r> mit pr = *1 (525)

Jede beliebige Wellenfunktion kann in einen Anteil mit positiver und einen mit negativer Paritét

(also in die Eigenzusténde |¢,) des Paritatsoperators II) zerlegt werden. Der Paritédtsoperator
ist sowohl hermitesch als auch unitér; es gilt daher der Zusammenhang:

M=1=1m" (5.26)

Abhéngig von der Symmetrie eines Zustandes | ) ist der Eigenwert also entweder p, = 1 (dann
spricht von geraden Zustédnden), oder pr = —1 (dann spricht man von ungeraden Zusténden).
Wir koénnen dieses Prinzip auch auf Operatoren anwenden. Wir werden hier kurz das Symme-
trieverhalten der Operatoren ©, p und L diskutieren.
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Ein polarer Vektor (beziehungsweise, aufgrund des Korrespondenzprinzips auch ein Vektorope-
rator) zeigt eine Richtung im Raum an. Bei einer Raumspiegelung sollte sich somit logischerweise
auch die Richtung im Raum &ndern. Wir kennen bereits zwei polare Operatoren:

I = —# (5.27)

pl—' = —p '
Was fiir die Operatoren gilt, stimmt auch fir die zugehorigen polaren Wellenfunktionen:

M) =—r

. ) I (5.28)

II|p) = —|p)

Ein azialer Vektor hingegen (beziehungsweise ein axialer Vektoroperator) zeigt den Drehsinn
im Raum an und &ndert sich auch bei einer Raumspiegelung nicht! Beispielsweise gilt fiir den
Drehimpulsoperator:

LIt = +L (5.29)

Das kann leicht iiberpriift werden, indem wir 1 = 111 einsetzen:
OLO ' =T (8 x p) I = TR x [pH~! = (=) x (—p) =L O
Hier sei zu beachten: Der Paritédtsoperator fithrt zu einer Punktspiegelung und ist somit nicht zu

verwechseln mit einer Fbenenspiegelung, welche zu einem génzlich anderem Symmetrieverhalten
fiihren wiirde.

Abb. 22: Verhalten von polaren und axialen Vektoren unter einer Punktspiegelung.

5.1.3 Kommutatorrelationen mit Skalaroperatoren

Ahnlich wie die Kommutatorbeziehung zwischen Drehimpuls- und Vektoroperator L und V
aus (5.22) kann auch eine Relation zwischen Drehimpulsoperator und einem Skalaroperator S
definiert werden:

[Li, 5] =0 (5.30)

Solche skalare Operatoren sind zum Beispiel die quadratisierten Formen von Vektoroperatoren,
wie beispielsweise der in (5.4) definierte Operator L2, oder der quadrierte Ortsoperator £ =

#2 + 92 + 22. Im Allgemeinen verhalten sich Skalare unter Drehungen gleich wie (5.30).
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5 Drehimpuls

Beispiel: Kommutator zwischen L, und #2

Wir untersuchen hier die Kommutatorbeziehung zwischen der Drehimpulskomponente in
z-Richtung und dem Betrag des Ortsoperators #2. Fiir die einzelnen Terme von #? gilt:

(L, 32] = 2[La, 8] + [La,3)2 P2Y 010 =0

PR ~Ard A A~ 4. (516) ., .. . AN A N

Lo, 8% = 9La 9] + [Bay 919 P2 §(iR2) + (ih2)g = 292
, (5.17)

[La, 2% = 2[Lg, 8] + [La, 8]2 "= 2(—ihg) + (—ih§)2 = —2ihg2

Somit ergibt sich fiir die Summe der drei Terme der gesuchte Ausdruck; der skalare Ope-
rator #? kommutiert also wie erwartet mit dem Drehimpulsoperator:

A A A A A

[Lg, 2] = [Lg, 2% 4+ 9% + 2% = [Ly, 22 + [Ls, §%] + [Le, 2% = 2ihg2 — 2ihg2 =0 O

Eine wichtiger Spezialfall eines Kommutators zwischen Vektor- und Skalaroperator ist der Kom-
mutator zwischen einer Komponente des Drehimpulsoperators und dem Betragsoperator L2:

[L;, L2 =0 (5.31)

Dass dies stimmt, kann durch eine einfache Rechnung mit Indexvertauschung und -umbenennung
iberpriift werden:

A

[ﬁb L2] =

A A A A A

Li LiLy) = LilLi L] + (L

s (5 23)
(ZﬁEl]kLk> + (’ihsijkf/k) ﬁ

G1Lj

—

L,
ih (eljijLk + aijkﬁkﬁj) = | eijk = —€ikj

=ih (5ijﬁjf/k — 5ikjf/kﬁj> = | zweiter Term: k <> j
ih (eijkﬁjf/k — 5,l-jkﬁjﬁk> =00

L; und L2 sind somit kompatible Operatoren und fithren somit auf ein gemeinsames, vollstan-
diges Orthonormalsystem zwischen Drehimpulsoperator und Betrag des Drehimpulsoperators.
Es gelingt uns somit eine gleichzeitige, scharfe Messung der Eigenwerte von L; und L2. Wir
befassen uns mit der Konstruktion eines solchen Eigensystems in den folgenden Kapiteln.

5.1.4 Leiteroperatoren des Drehimpulses

Ahnlich wie die Aufsteige- und Absteigeoperatoren beim harmonischen Oszillator kénnen auch
Leiteroperatoren Ly fiir den Drehimpuls L konstruiert werden. Deren konkrete Wirkung wird
im néchsten Kapitel diskutiert, da erst dort die Eigenzustinde des Drehimpulsoperators einge-
fiihrt werden. Hier wollen wir uns zunéchst darauf beschranken, Ly zu definieren und niitzliche
Kommutatorrelationen kennenlernen. Der Aufsteige- und Absteigeoperator fiir den Drehimpuls
kann wie folgt ausgedriickt werden:

Ly=1L,+il, (5.32)

In dieser Definition wird — entsprechend der Konvention — die z-Komponente des Drehimpulses
als Vorzugsrichtung gewéhlt. Wie genau das Vorzeichen zu interpretieren ist, wird im néchsten
Kapitel diskutiert werden. Vorgreifend bezeichnen wir ﬁ+ als den Aufsteiger und L_ als den
Absteiger. Die Transposition und komplexe Konjugation fithrt zum Wechsel zwischen Auf- und
Absteiger:

|

~»
8 —+
_H

=
< —+
|

&~
~
~

(5.33)
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Relevante Beziehungen Eine nitzliche Beziehung erhalten wir, indem wir das Produkt zwi-
schen Aufsteiger und Absteiger (und umgekehrt) bilden. Im letzten Schritt wird dabei jeweils
die Beziehung (5.23) verwendet:

+ hi, (5.34)

— hl, (5.35)
Aus (5.4) ergibt sich L2 + f); — L2 — L2. Setzen wir das in (5.34) und (5.35) ein, erhalten wir:
Lily=L2+L)+hl,=L>-L?+hL. (5.36)

Die Summe beider Ausdriicke aus (5.34) und (5.35) (also der Antikommutator zwischen Aufstei-
ger und Absteiger) fithrt uns auf:

Lyl 4L Ly =2(L2+12)=2(L?-12) (5.37)

Wir kénnen diesen Ausdruck umschreiben, indem wir nochmals die sich aus (5.4) ergebende
Beziehung L2 + L2 = L? — L2 verwenden und in (5.37) einsetzen:

N 1/~ =« A A ~

L= (LyLo+L-Ly)+1L2 (5.38)
Wir wollen im néchsten Kapitel die Wirkung von I:JQ, L. und L ableiten. Dabei ist sowohl
die Beziehung (5.38), als auch die folgenden Kommutatorrelationen sehr hilfreich. Wir beginnen
mit dem Kommutator zwischen den Leiteroperatoren L, und L_, der leicht zu berechnen ist
(im letzten Schritt wird dabei wieder die Beziehung (5.23) in der Ausfiihrung [L,, Ly| = ihL,
verwendet):

Ly, L] = [Le +ily, L, FiL,) =
= [Lﬂm L:TJ + [Lvay] + i([Lvaa:] - [Lfchy]) =

= 59i[L,, L] "2 tonl, (5.39)

Eine weitere wichtige Beziehungen ist der Kommutator zwischen L.und Ly (wir benutzen dabei
(5.23); préziser die Varianten [L., L] = ihL, und [L,, L] = —ihL,):

A .. PO s (523
(o) = [Ber Ly k) = (B, L] £i[Es, £,) O
= ihL, 4 hL, = =h (L, +iL,) 2
= +hl. (5.40)

Schreibt man den Kommutator in (5.40) aus, erhélt man explizit ﬁzﬁi — ﬁif/z = ihﬁi, was
sich wiederum umschreiben lasst zu:

L.Li=1LiL.+hls (5.41)

Fiir den Kommutator zwischen L2 und Ly gilt aufgrund (5.31) der triviale Zusammenhang:

£2,54) 2 12,1, +if,) P2V (12, 1,) £4lL2, 1, = 0 (5.42)

Nun, da wir uns mit einem ,Werkzeugkasten“ an hilfreichen Beziehungen ausgestattet haben,
wollen wir im néchsten Kapitel die Eigenzustinde von L? und L, untersuchen.
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5.2 Eigensystem des Drehimpulses

Wegen (5.23) gilt, dass die einzelnen Komponenten L, IA/y und L. nicht untereinander kommu-
tieren und daher nicht gleichzeitig gemessen werden kénnen. Das ist ein typisches Quantenphé-
nomen. Wéahrend in der klassischen Physik ein Drehimpuls durch einen Vektor dargestellt werden
kann, dessen Komponenten selbstverstdndlich unabhingig voneinander existieren und gemessen
werden konnen, ist dies in der Quantenphysik nicht so. Sobald wir eine Vektorkomponente des
Drehimpulses messen, haben wir automatisch die beiden anderen Drehimpulskomponenten be-
einflusst! Aufgrund der Tatsache, dass fiir kompatible Operatoren ein gemeinsames Eigensystem
gefunden werden kann, ist — wie bereits in (5.31) dargestellt — zumindest die gleichzeitige Mes-
sung des Betrages des Drehimpuls mittels L2 und einer einzelnen Drehimpulskomponente mog-
lich. Wir legen uns nach allgemeiner Konvention auf den ﬁZ—Operator, also die z-Komponente
des Drehimpulses, fest. Dabei definieren wir, ohne anféingliche Einschrankungen vorzunehmen,
{|a,b)} als das gemeinsame, vollstindige Eigensystem von L. und L2. Es gelten die Eigenwert-
gleichungen:

la,b) = ala,b) (5.43)
L.|a,b) = bla,b) (5.44)

Wiéhrend der Eigenwert a von L2 die Lénge des Drehimpulsvektors reprasentiert, stellt Eigenwert
b von L, die z-Komponente des Drehimpulses dar. Die Eigenwerte a und b miissen allerdings
die folgende Beziehung erfiillen:

0<|b?><a mit a>0 (5.45)

Das macht durchaus Sinn: Eine einzelne Komponente des Drehimpulses darf nicht linger sein
als die gesamte Linge des Drehimpulses (im klassischen Fall: L? = 22 + y? + 22 mit L? = a und
22 = |b|?). Legen wir besonderes Augenmerk auf die Ungleichung |b|?> < a, denn spiter soll dies
im Zusammenhang mit der Unschérferelation genauer diskutiert werden.

5.2.1 Konstruktion eines Drehimpulsmultipletts

Wir wollen unseren Drehimpulseigenzustand |a, b) als ein lineares Multiplett konstruieren: Das
bedeutet, dass wir ausgehend von einer fixen Quantenzahl a tiber Leiteroperatoren jeden Zu-
stand des Multipletts {|a,b)} erreichen kénnen. Ly soll daher nur zu einer Verdinderung der
Quantenzahl b fithren und a unverandert lassen. Wie wirken nun aber die Leiteroperatoren auf
cinen Eigenzustand des Drehimpulses? Um dies herauszufinden lassen wir L, auf (ﬁi \a,b))
wirken:

L(Lilat)) =LLylab) ®2) (Lol +his)lab) = La(Ls %) ab)
(b

=L (bth)|ab) = (bLh)Ly|ab)=
= (b h) (Ls]a,b)) (546)

(5.44)

Wie gefordert, zeigt der Eigenwert (b+ k) des ﬁz—Operators, dass die Leiteroperatoren nur auf b
wirken. Wir fithren die gleiche Rechnung nun fiir L? durch, und verwenden dabei die Tatsache,
dass gemiB (5.42) die Operatoren L? und L kommutieren:

£2 (Lylab)) = LLs fa.b) *= LuE? ja,b) =Y Liaa,b) = als ja.b) =

=a(Lsla,b)) (5.47)

Zusammenfassend haben wir gezeigt: Der Aufsteiger erhéht den Eigenwert von L. um ein A,
wahrend der Absteiger ebendiesen um 7 senkt. Auf- und Absteiger haben allerdings keinen
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Einfluss auf den Eigenwert von L2 und dndern somit die Lénge des Drehimpulses nicht. Wir
haben somit einen Multiplett-Zustand konstruiert! Mit beliebig oft wiederholter Anwendung
von ﬁi konnen wir bei fixem a zwischen allen Zustanden zu b wechseln. Assoziieren wir den in
Eigenwert b + £ in (5.47) mit dem entsprechenden Teil des Eigenvektors, dann kénnen wir die
Wirkung von L. wie folgt anschreiben (mit N als Normierungsfaktor):

Lila,b) = N |a,b+ h)

Da der Zustand |a, b) durch die Wirkung von Ly veréndert wurde, ist die obere Relation keine
Eigenwertgleichung mehr! Wir kénnen nun die Norm N, und somit die vollstandige Wirkung
des Leiteroperators bestimmen. Dazu schreiben wir mit Hilfe von (5.36) die Leiteroperatoren in
L? und L. um, da wir deren Wirkung aus (5.43) und (5.44) bereits kennen:

IN|%(a,b+ hla,b+ k) = (L+(a,b)|Li(a,b)) =

= (a,b| Ll E by P2

= <CL, b|ﬁ$ﬁi|aa b) (526)

= (a,b|L? — L2 F hL.|a,b) =

— (a,b[E2|a,b) — (a,b|12|a,b) F h(a,b|1a, b) (5.43,5.44)
= (a, bla|a, b) — (a,b|b*|a,b) F k(a,blbla,b) =

= (a—V*F 1b) {0, b|a,b) =

—a—b(b+h) (5.48)

Wir erhalten somit fiir die Wirkung des Leiteroperators auf einen Multiplettzustand |a,b) die

folgende Relation:
L |a,b) = y/a —b(b+ h)|a, b=+ h) (5.49)

Betrachten wir nun die Zustdnde mit dem maximalen und dem minimalen Eigenwert von L., und
nennen wir sie byax und byiy. Dass es solche Zusténde gibt, konnen wir als gegeben annehmen,
weil wir ein fixes a voraussetzen, und gemaf (5.45) b beschrénkt ist. Lassen wir beispielsweise
den Aufsteiger auf den Zustand mit maximalen Drehimpuls in z-Richtung wirken, dann gilt:

Ly )a,bpay) =0 (5.50)

Das muss so sein, da der maximale Wert von L. bereits maximal ist und somit auch nicht weiter
erhoht werden kann. Gleiches gilt fiir die Wirkung des Absteigers auf den minimalen Wert von
L.:

L |a, bumin) = 0 (5.51)
Wir wissen auBerdem, dass der Leiteroperator L (abgesehen vom Zustand |a, bpay)) den Eigen-
wert b um % erhdht, beziehungsweise der Leiteroperator L_ (abgesehen vom Zustand |a, byin))
den Eigenwert b um & verringert. Gehen wir nun von einem Zustand mit einem beliebigen Ei-
genwert b aus. Da ein Maximalwert by existiert, gibt es eine zugehorige Anzahl nyay, die man
den Leiteroperator f)+ anwenden muss, um b, von b ausgehend zu erreichen. Entsprechend
ist nmin die notwendige Anzahl der Anwendungen von IAL,, um den minimalen Eigenwert b,
zu erreichen. Dies kdnnen wir wie folgt ausdriicken:

bmax = b + Nmaxh

(5.52)
bin = b — Nminh
Zwischen den Randeigenwerten liegt also folgende Differenz:
bmax - bmin = h(nmax + nmin) = hn (553)
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5 Drehimpuls

Dabei ist n die Maximalanzahl hintereinander ausfithrbarer gleicher Leiteroperationen. Gehen
wir also von einem Randeigenwert des Multiplettzustandes aus, konnen wir mit konsequenter
Anwendung eines Leiteroperators jeden weiteren Zustand des Multipletts erreichen. Um zu zei-
gen, wie grofl n ist, wenden wir zunéchst f/_f}+ auf |a, bpax) an, und beriicksichtigen dabei, dass
das Ergebnis aufgrund der Beziehung (5.50) Null ergeben muss:

i, |a ben) )

L
( ) \a, bmax> (5.4625,47)

( brznax - hbmax) ‘a7 bmax) =
= b2 i+ Ay — a (5.54)

0

Wir koénnen fiir by,.x eine quadratische Gleichung 16sen und erhalten somit zwei Losungen. Wir
wéahlen hier nur die positive Losung, da wir den maximalen Wert by suchen:

K2 K2
bmax = — 7+a—_*+ 7“‘&

Wir fiithren eine dquivalente Rechnung fiir die Wirkung des Absteiger auf den minimalen Zustand
durch, wobei wir (5.51) ausnutzen:

A A 5.36
0= Lol |a,bup) "2

= (L2~ L2 + hL.) Ja, bsa) * "2
( bi—un + hbmin) |a7 bmin> —
=02 — hbmin — a (5.55)

min

Wieder kénnen wir eine quadratische Gleichung l6sen, allerdings wéhlen wir jetzt die negative
Losung um den minimalen Zustand zu erhalten:

h2 K2
mln: 7"‘ = 7“'@

Wir erkennen, dass byax = —bmin gelten muss. Damit kénnen wir, unter Verwendung der Defi-
nition n = 2j, die Beziehung (5.53) wie folgt umschreiben:
bmax — bmin = 26max = A = 2ji = bpax = jh (5.56)

Wiéhrend n immer ganzzahlig sein muss, kann j aufgrund unserer Definition durchaus auch
eine halbzahlige Grofe sein (und damit auch der Eigenwert b). Im Moment wollen wir j jedoch
auch auf ganzzahlige Werte einschranken. In diesem Fall benennt man j per Konvention um
zu j = [ und benennt diese Quantenzahl die (Bahn-)Drehimpulsquantenzahl. Wir kénnen nun
den Eigenwert a als Funktion von j (beziehungsweise [) ausdriicken. Dazu formen wir zunéchst
Beziehung (5.54) nach a um, und setzen dann (5.56) ein. Am Ende benennen wir j, wie eben
ausgefiihrt, in [ um:

G320 p2(42 4 j) = (G + 1) = K31 + 1) (5.57)

Da wir nun den Eigenwert a als eine Funktion von ! ausdriicken, sollten wir sinnvollerweise
auch den Quantenzustand nicht mehr mit |a, b), sondern mit |/, b) anschreiben. Wir fithren aber
zudem noch eine weitere Substitution b — m durch:

b=mh (5.58)

b?nax + hbmaX

Man bezeichnet dabei m als die magnetische Quantenzahl. Aus der urspringlichen Notation fiir
den Quantenzustand |a, b) wird somit |/, m). Damit gilt fiir den Drehimpuls-Betragsoperator L2,
unter Beriicksichtigung von (5.43) und (5.57), folgende Eigenwertgleichung:
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L2|l,m) = Rl + 1) |I,m) (5.59)

Fiir die z-Komponente des Drehimpulsoperators L, gilt, unter Beriicksichtigung von (5.44) und
(5.58), ein ebenso einfacher Ausdruck:

L.|l,m) = hm |l,m) (5.60)

Auch die Wirkung des Auf- und Absteigers kann mit den Quantenzahlen [ und m angeschrieben
werden. Dazu setzen wir die Substitutionen (5.57) und (5.58) in (5.49) ein. Das ergibt die folgende
Relation:

Lajt;m) = mi0+1) = m(m £ 1) l,m £ 1) (5.61)

Dabei wurde |a,b=+ h) in |I,m + 1) iibergefihrt, weil aufgrund (5.58) gilt: m = b/h. Den Wer-
tebereich fiir die magnetische Quantenzahl m kann mit Hilfe der Ungleichung (5.45) bestimmt
werden. Setzen wir die Substitutionen (5.57) und (5.58) ein, erhalten wir:

m? <I(l+1) (5.62)

Nimmt man an, dass die Extremwerte der magnetischen Quantenzahl m = +[ betragen, dann
ist Ungleichung (5.62) offenbar erfiillt, weil 12 < [(I41). Versuchen wir hingegen als Extremwert
m = +(I + 1), dann stimmt Ungleichung (5.62) nicht mehr, weil (I + 1) > (I + 1). Daher kon-
nen wir folgende Beziehung zwischen der Bahndrehimpulsquantenzahl [ und der magnetischen
Quantenzahl m anschreiben:

Im| <1 (5.63)

Samtliche m, welche (5.63) erfiillen, gehoren einem Multiplett zur Quantenzahl [ an und kénnen
durch Leiteroperatoren erreicht werden. Dadurch, dass Leiteroperatoren nur den Eigenwert m
beeinflussen, kénnen wir mit Ly jedoch nicht das Multiplett von [ an sich verlassen.

Wir werden uns auch im weiteren Kapitel vorerst nur mit ganzzahligen Drehimpulsquantenzah-
len beschéftigen, und erst spéter die Bedeutung von halbzahligen Drehimpulsquantenzahlen (die
wir weiterhin mit j anschreiben) erforschen. Wie viele Einstellungsmdoglichkeiten von m gibt es
also bei einer fixierten Quantenzahl [? Aus (5.56) wissen wir bereits, dass die Maximal- und
Minimalwerte der magnetischen Quantenzahl m festgelegt sind durch my.x = 1 und mpyy = —I.
Wir summieren {iber alle moglichen m, unter Verwendung der Gaufy’schen Summenformel und
der Substitution m =n —I:

l 2l
p)= > 1=> 1=20+1
m=—I1 n=0

Entsprechend der Bahndrehimpulsquantenzahl [ finden wir also eine Anzahl p(l) von unabhén-
gigen magnetischen Zustinden:

p(l) =20 +1 (5.64)

In Abbildung 23 ist ein Drehimpulssystem mit [ = 3 in zwei Dimensionen skizziert: Wahrend
klar ersichtlich die Lénge des Drehimpulses fiir jede Realisierungsmoglichkeit des Multipletts
gleich bleibt, sind in diesem Fall p(3) = 2-3 4+ 1 = 7 Einstellung fiir m erlaubt. Zusétzlich sind
die Wirkung von Aufsteiger und Absteiger schematisch dargestellt.
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5 Drehimpuls

Abb. 23: (links) Schematische, zweidimensionale Darstellung eines Drehimpulssystems mit [ =
3. (mittig) Wirkung des Aufsteigers L und (rechts) des Absteigers L_.

5.2.2 Drehimpulsunscharfe

Die Kommutatorbeziehung (5.23) zeigt, dass der Kommutator zwischen zwei verschiedenen Dre-
himpulskomponenten nicht verschwindet und die lA}:C—, f}y— und f)z—Komponen‘cen daher nicht
gleichzeitig scharf gemessen werden konnen. Ublicherweise legen als die messbare Gréfie per
Konvention (willkiirlich) die z-Komponente des Drehimpulses fest. Das bedeutet allerdings auch,
dass die beiden Pole der Drehimpulskugel (sieche Abbildung 24) niemals von L erreicht werden
konnen. Das muss natiirlich so sein, denn wiirde der Drehimpulsvektor genau in (positive oder
negative) z-Richtung zeigen, wéren ja zugleich auch die z- und y-Komponente genau mit Null
festgelegt. Genau das ist aber wegen der Kommutatorrelation (5.23) ausgeschlossen! Nach der
Konvention soll nur L, eine scharf messbare Grée sein, sodass gilt:

A

(AL = (£ — (L) =0 (5.65)

Fiir ((AL;)?) und ((AL,)?) gilt dieser Zusammenhang nicht mehr. Sie sind in der zy-Ebene
verschmiert. Das heifft: Misst man bei einem System mit festgelegter z-Komponente die z- oder
y-Komponente, so erhélt man (bei vielen Wiederholungen des Experiments) jedesmal einen
unterschiedlichen Wert! Um ((AL,)?) und ((Af/y)2> konkret zu berechnen, hilft es, L, und ﬁy
durch Leiteroperatoren auszudriicken. Dazu betrachten wir die die beiden Relation aus (5.32):

Ly=1L,+il, wd L_=1L,—iL, (5.66)

Durch Addition von L und L_ aus (5.32) erhélt man den Zusammenhang L,+L_=2L,, was
sich umformen lésst zu:

A 1/, 2

L, =3 (L +L-) (5.67)
Subtrahiert man hingegen L_ von L aus (5.32), erhélt man Li-L = Qif/y, was sich wiederum
umformen lasst zu:

A 1 /. ~

L= (L+ - L_) (5.68)
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Betrachten wir zuerst die Unschérfe der x-Komponente des Drehimpulses. Fiir das erste Moment
(L) erhalten wir somit:

(o) = (1, ml L1, m) =7
= % {m| Ly + L_|l,m) =
= % ((l,m\ﬁ+]l,m> + <l,m|1§_”’m>> (5.61)
- % (N (l,m|l,m + 1)+ N_(I,m|l,m —1)) =0 (5.69)

Im Mittel schwankt L, also um den Nullpunkt, daher verschwindet das erste Moment (fl$> =
0. Da wir aber bei jeder einzelnen Messung aber einen von Null verschiedenen Wert messen,
erwarten wir auch fiir das zweite Moment (ﬁi) einen von Null verschiedenen Wert. Dies wollen
wir im Folgenden tiberpriifen:

(£2) = (1, m| 2|1, m) 2"
= i Lm|(Ly + L)?|l,m) =
_ i ((l,m!iill,m + (m| LA |, m) + (4, m|L L+ ﬁ7ﬁ+|l’m>> (5:37)
= 3 (Ni(l,m\l,m +2) + N2(l,m|l,m —2) +2 (I, m|L% — fz§|l,m)> _
= L (B2l m) = (1 m| 2200 my) O
- % [h2l(l + D{,mll,m) — m2h2<l,m]l,m)] =
= F;Q [+ 1) = m?] 6510

Die Varianz ((AL,)?) als Ma8 fiir die Unschérfe der z-Drehimpulskomponente lisst sich damit
nun konkret anschreiben als:

(AL = (12) = () O™ B+ 1) — ] (5.71)

Wenn wir die minimale Unschérfe wissen wollen, miissen wir in (5.71) den maximalen Wert fiir
m einsetzen. Gemaf (5.63) ist das m = [, somit erhalten wir fiir die minimale Unschérfe:
2 2

(AL)2) > % (1041 -2) = (P+1-17) = %z (5.72)
Um endgiiltig den Wert fiir die minimalst mogliche Unschérfe zu erhalten, miissen wir in (5.72)
nur mehr den kleinstmdglichen Wert fiir die Quantenzahl [ einsetzen. Da [ die Quantenzahl fiir
den Drehimpuls ist (und nur ganzzahlige Werte annehmen kann), ist die minimale Drehimpul-
seinstellung | = i, = 1. Setzt man dies in (5.72) ein, erhalten wir:

2
(ALy)% > % fiir 1 = lyin = 1 (5.73)

[ = 0 wéare zwar auch eine valide Bahndrehimpulsquantenzahl, allerdings verschwindet in diesem
Fall der Drehimpuls und ist somit fiir eine Diskussion ebendieser Unschérfe nicht sinnvoll. Wenn
halbzahlige Drehimpulse méglich sind, ersetzen wir [ wieder mit j. Der minimale Wert betragt
J = Jmin = % und es ergibt sich:

. K2 1
<(ALx)2> > Z fiir J = Jmin = 5

Die gleiche Ergebnisse erhélt man nach analoger Rechnung auch fiir die y-Drehimpulskomponente.

(5.74)
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Vertiefung: Robertson-Schrodinger-Unschirferelationen

Ausgangspunkt ist die Robertson-Unschdrferelation, welche in Form der folgenden Unglei-
chung fiir das Produkt zweier Standardabweichungen der Operatoren A und B ausgedriickt
werden kann:

AA-AB=oa0p5 >+ 5 (4. )]

Es soll zudem gelten, dass [A, B] # 0. Um die folgenden Skalarprodukte in ihrer Schreib-
weise zu verkiirzen, fiihren wir fir die Standardabweichungen o4 und op die Definitionen
ein:

0% = (A= (A)|A- (A)) = (42) — (A)" = o) =]A - (4))
o = (B~ (B)|B—(B))=(B2) - (B)" = |p)=|6-(B))

A

Wir miissen beachten, dass eigentlich [A — (A)) = |[(A — (A))4) gilt, da die Operatoren
immer auf einen dahinter liegenden Zustand wirken. Uber die Cauchy-Schwarz’sche Un-
gleichung aus (3.18) kénnen wir das Produkt o405 abschitzen (es gilt ||a|| = /(a|a)):

ohop = (ala) (816) = | (alB) (5.75)

Das Skalarprodukt aus « und § kann tiber entsprechenden Kommutator und Antikommu-
tator ausgedriickt werden:

([a, 8] +{a,8})  (5.76)

| =

(a18) = (aB) = 5 {aB + aB) = 5 af — fa +af + fa) =

Im Allgemeinen entspricht das Skalarprodukt einer komplexen Zahl. Wir konnten bereits
zeigen, dass der Kommutator immer antihermitesch ist und der Eigenwert so rein komplex
ist, wihrend der Antikommutator hermitesch ist und so einen rein reellen Eigenwert besitzt.
Bilden wir also den Betrag von («|3) folgt dies den selben Regeln wie die Betragsbildung
einer komplexen Zahl |2|? = |z + iy|* = |z|? + |y|*:

9 (5.76) 1

[l P O 21 o B + ({81 P = g1 (s D P + 1 Qe SHP (570)

Wir setzen (5.77) in (5.75) ein und ziehen vom gesamten Ausdruck die Wurzel; das Ergebnis
bezeichnen wir als die Robertson-Schrédinger- Unschdrferelation:

o405 > 5/l AN+ | (o, B P = 2] (s 6] (5.78)

Erst die letzte Abschédtzung fithrt uns auf den gewiinschten Ausdruck der Robertson-
Unschérfe, dass diese erfiillt ist, ist durch Vernachléssigung des zweiten Summanden trivial.
An der bereits wohlbekannten Heisenberg’schen Unschérferelation 0,0, > /2 konnen wir
die Beziehung aus (5.78) tiberpriifen:

G 1, . (3132 1, .
oe0p 2 SB[ =" Sl =3

Die Beziehung aus (5.74) ldsst sich auch einfach mit der Robertson-Unschdrferelation aus (5.78)
bestétigen; es gilt der folgende Zusammenhang:

1.~ = (5.60) h?
0,00, 2 g {[Ee Ly = D14E2) | 2 B (5.79)
Im Falle einer Stellung des Drehimpulses bei maximalen m gilt auch m = [. Da das Unschér-

feprodukt or, o, von Null verschieden ist, werden bei jeder Quantenzahl m immer Drehim-
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pulskomponenten in z- und y-Richtung zu finden sein (ist [ # 0 gilt dies auch bei m = 0,
was aus (5.73) ersichtlich wird). Nur im Fall [ = 0 verschwinden die z- und y-Komponenten
des Drehimpulses; das widerspricht nicht der Unschérferelation, da bei [ = 0 kein Drehimpuls
existiert.

|
|

Abb. 24: Schematische, dreidimensionale Darstellung eines Drehimpulssystems mit [ = 3: Wéh-
rend die z-Komponente scharf definiert ist, sind z- und y-Komponente verschmiert
und liegen in dieser Skizze auf den Schnittlinien der Kugel und der entsprechenden
Kegel.

Erinnern wir uns zuriick an den Anfang des Kapitels, genauer an (5.45). Jetzt wird auch die Un-
gleichung 0 < |b|? < a beziehungsweise 0 < |m|? < I(I+1) klar: Wiirde Gleichheit |m|?> = [(I+1)
gelten, wiirde nach (5.74) das Produkt 07,07, verschwinden und somit erlauben, dass simtliche
Drehimpulskomponenten exakt bestimmt werden konnten. Wir haben allerdings bereits erkannt,
dass dies unphysikalisch ist und nicht der Wirklichkeit entsprechen kann. Nur ohne Drehimpuls
[ = 0 darf die Gleichheitsrelation erfiillt sein!

5.3 Drehimpuls im Ortsraum

Wir haben bis jetzt die Eigenzustiande des Drehimpulses in der Form von Drehimpulsmulti-
pletts als abstrahierte Zustdnde im Drehimpuls-Eigenraum kennengelernt. Um auch innerhalb
eines Experiments unsere Vorhersagen iiberpriifen zu kénnen, miissen wir unsere Betrachtun-
gen allerdings im Ortsraum fortsetzen. Dies gelingt durch die Projektion nach {|r)}, wobei wir
hier anstatt den kartesischen Koordinaten in ein sphérisch-symmetrisches Koordinatensystem
iibergehen werden ({|r)} = {|9J, ¢)}). Es gilt:

Y™ (r) = (e[l m) = Y,"(0,¢) = (I, ll,m) (5.80)

Wir werden Y, (r) spéter mit den Kugelflichenfunktionen assoziieren, an dieser Stelle soll al-
lerdings Y, (r) nur die Ortsdarstellung eines Drehimpulseigenzustandes représentieren. Die re-
levanten Eigenwertgleichungen aus (5.59) und (5.60) ergeben sich somit zu:
L2Y™(r) = h21(1 + 1)Y™(r) (5.81)
L.Y™(r) = mhY{"(r) (5.82)
Wie sehen nun aber die Eigenfunktionen Y;™(r) konkret aus? Im folgenden Kapitel werden wir

die Transformation von L in Kugelkoordinaten vornehmen und eine explizite Darstellung von
|l,m) im Ortsraum finden!
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5.3.1 Drehimpuls in sphdrischen Koordinaten

Zur Wiederholung: Der Drehimpuls hat in Operatorschreibweise die Form L=¢fx p. Wir kennen
von Orts- und Impulsoperator jeweils die kartesische Ortsdarstellung und haben in (5.2) den
folgenden Ausdruck gefunden:

A Y0, — 20y
L=—ih| 20, — 20,
20y — YOy

Es ist jedoch natiirlicher, den Drehimpuls in sphérisch-symmetrischen Koordinaten auszudriicken.
Wir miissen also sowohl {z,y, 2}, als auch die partiellen Ableitungen {0, 9,, 0.} in Kugelkoor-
dinaten darstellen. Fiir einen Ortsvektor r erfolgt die Transformation iiber:

x rsin(d) cos(p)
r= |y | =|rsin)sin(p) (5.83)
z r cos(¥)

Fiir das vorliegende Problem ist aber die Umkehrung von (5.83) relevant, da wir vom kartesischen
Koordinatensystem in Kugelkoordinaten transformieren wollen. Es gilt respektive:

r=\/x?+y? + 22 (5.84)

z
¥ = arccos | ——— 5.85
(x/x2+y2+z2> (5:85)

= arctan (y> (5.86)
x
Aus Abbildung 25 werden die Beziehungen in (5.84) leicht verstédndlich. Wahrend fiir das karte-
sische Koordinatensystem keine Einschrankungen gelten ({z,y, 2} € R), miissen wir bei {r, 9, ¢}
beachten, dass der Radius r € [0,400) positiv sein muss und der Polarwinkel ¢ € [0, 7] nicht
tiber den ganze Winkelbereich definiert ist, wihrend dies fiir den Azimutwinkel ¢ € [0, 27] schon
der Fall ist.

Abb. 25: Koordinaten eines sphéarisch-symmetrischen Systems; hier ist der Einfachheit halber
nur der erste Oktant dargestellt. Wir erkennen, dass jeder Punkt des Koordinaten-
system eindeutig durch {r, 9, ¢} identifiziert werden kann.

Wenden wir uns den partiellen Ableitungen zu. Aus (5.83) geht hervor, dass im kartesischen
Koordinatensystem x(r, 9, ¢), y(r, ¥, ¢) und z(r, 9, ¢) allesamt vom Radius r, sowie dem Polar-
winkel ¢ und dem Azimutwinkel ¢ abhéngig sind. Das ermoglicht eine Erweiterung der jeweiligen
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Differentialoperatoren 0., 9, und 0, mithilfe der Kettenregel — es folgt somit:
ord 000 0Op 0

=0 =0r0 990 0p

or Oz or 9z dY ' Oz dyp
o0 0 000 00
Y70y oyor  Oyod Oy dp
822 67“64_61964_8;;7&
0z 0z0r  0z0Y 0z 0p

(5.87)

Fiir das totale Differential einer Funktion, die von kartesischen Koordinaten abhingt (beispiels-

weise f = r(z,y,x), f = I(x,y,z) oder f = p(z,y,x)), kann angeschrieben werden:

O gt Py 9

d
i = y 0z

Die tatséchlichen Formen von dr, d und dy sind in (5.92), (5.96) und (5.100) zu finden.

Beispiel: Ableitung von dr, dJ und dy

(5.88)

Radius 7: Dieser Teil der Herleitung ist recht einfach: Wir leiten (5.84) nach x, y und 2
ab, substituieren dann /22 + y2 + 22 im Nenner durch 7 und wandeln den Zahler mittels

(5.83) in sphérische Koordinaten um. Daher folgt:

or 1 2z (5.84) = (5.83) rsin(d) cos(p) |

8z 2Vt = o= " = sin(¥) cos(yp) (5.89)
or _ 1 2y (89 y 68y rsin(@)sin{p) _ . oo

oy 2V tpte v ; = sin(4) sin(p) (5.90)
or 1 2z (5.84) z (5.83) 7 cos(1))

Ty e = - = = 91
9z 2V +2+ 22 ; . cos(¥) (5.91)

Fiir das totale Differential dr setzen wir schlieflich (5.89-5.91) in (5.88) ein:
or or or

dr = —dz + —dy + Ty = sin(1) cos(p)dx + sin(V) sin(p)dy + cos(V)dz (5.92)

Oz oy or

Polarwinkel dv¥: Diese Ableitung funktioniert d&hnlich, ist allerdings mit ein wenig mehr
Rechenaufwand verbunden. Wir starten damit, das wir den Ausdruck (5.85) jeweils nach

x, y und z ableiten:

o 1 1) z - (5.84) 1 T2
A - - 5 = ———— =
Ox 1— x2+y§+22 2/ (22 +y2 +22)2 /1 %; r
- 1 Tz _ Tz (5.84) Tz (5.83)
Y A RN e SR N o
B 72 sin(19) cos(ip) cos (V) B
7’2\/7"2 sin?(19) cos?(p) + r2 sin? () sin?(y)
_ sin () cos(p) cos(1}) _ cos(p) cos(19) (5.93)
\/7’2 sin?(9) [cos? () + sin?(p)] r
o 1 ( 1) z 2 (5.84) 1 Yz
R — = —_— 3 = 773 =
oy 1 $2+yi+zz 2/ (22 4 42 + 22)> /1 — %; r
1 Yz Yz (5.84) Yz (5.83)
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B 72 sin(49) sin(ip) cos(¥)
7‘2\/7°2 sin?(19) cos?(¢p) + 2 sin?(49) sin?(y)
_ sin(¥) sin(p) cos(1?) _ sin(p) cos(19) (5.94)
\/7"2 sin?(9) [cos?(p) + sin?(p)] v
o 1 ( 1 1 z 22) (5.84)
- = — — — 3 =
02 1 o \VE Y2 2(a2 42 4 2%
_o U (v 1 (12 1-h ew
B / 7% roor3) %\/7"2—22 roor3) r2 — 72 B
__1- 1272 (5.83) 1 — cos?(9) B
VaZ+y? \/r2 sin?(19) cos2(ip) + r2 sin? () sin?(yp)
. 2 .
_ sin® (1) _ _sin(V) (5.95)
\/7“2 sin?(¥) [cos? () + sin?(p)] &

Setzen wir (5.93-5.95) in die totale Ableitung (5.88) ein, erhalten wir den Ausdruck:

9 1o+ 90 gy 4 204, = cS(@) c0s(0) | sinlp)cos(d) \ - sin() )5 g6
ax 8y 8T r T T

Azimutwinkel de: Dies ist schliellich die analoge Berechnung der totalen Ableitung d:

dp 1 <_y)__ ? Y (5:8)
8:U_1_|_%§ x2) 224 y?a?
L rsin(¥) sin(y)
~ r2sin?(¥) cos?(p) + r2sin?(9) sin?(p)
. rsin(d) sin(yp) __ sin(p) (5.97)
~ r2sin?(9)[cos?(p) + sin®(p)]  rsin(¥) '
8£ 111 z oz (5.83)
Oy 1+%z 14827 a4y
B rsin(d) cos(p) B
~ r2sin?(49) cos2() + 72 sin?(¥9) sin?(p)
B 7 sin(19) cos(p) _ cos(yp) (5.98)
~ r2sin?(9) [cos2(p) + sin?(p)]  rsin(d) ‘
dp
— =0 5.99
P (5.99)
Setzen wir die Ergebnisse (5.97-5.99) wieder in (5.88) ein, erhalten wir fiir de:
dp d¢ d¢ sin(¢p) cos(p)
dp = —d —d —dz = — d 5.100
LA v oy yt ar” rsin(d) v rsin(d) ( )

Transformationsmatrix: Wir kénnen sdmtliche partielle Ableitung in einer Transforma-
tionsmatrix T zusammenfassen:

g cos(1) cos sin
%; g% %75 sin(19) cos(¢p) Eﬁ))’”, ((503 _Tsi(é@))
T=1|% 3o g*;j = | sin(d) sin(p) == .TSI = :;SHE%) (5.101)
% %ﬁ a*f cos(¥) —w 0
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Uber eine Matrix-Vektor-Multiplikation kénnen wir den Vektor (9,9,,0.)T in einem
Schritt berechnen in sphérisch-symmetrische Koordinaten transformieren — die partiel-
len Ableitungen sind entsprechend der geforderten Form in (5.87). Uber die Inverse der
Transformationsmatrix 7" konnen ausgehend von den kartesischen Ableitungen auch die
partiellen Differentiale in Kugelkoordinaten berechnet werden. Fiir die Matrix-Vektor-
Multiplikation gilt nun in unseren Fall in kompakter Schreibweise:

Oy or
o, | =7 a (5.102)
0, Oy

Um die kartesischen, partiellen Ableitungen iiber die sphérischen Koordinaten {r, 9, ¢} explizit
anzuschreiben, setzen wir die jeweiligen Komponenten aus der Transformationsmatrix (5.101) in
(5.102) ein. Es folgen drei Ausdriicke fiir die kartesischen, partiellen Ableitungen, ausgedriickt
in den gewunschten Koordinaten:

0  cos(d)cos(p) O sin(p) 9

0
Oy = P sin(19) Cos(go)a + " 39 " rsim(d) 9y (5.103)
_ 0 ) 0 cos(d)sin(p) 0 | cos(p) O
Oy = oy sin(9) sm(cp)ar + T 90 rsm(0)d (5.104)
_ 0 9  sin(¥) 0

Beispiel: Ableitung von IA/w, f/y und L,

Um die einzelnen Komponenten des Drehimpulsoperators L in sphéarisch-symmetrischen
Koordinaten anzuschreiben, verwenden wir die bereits gefundenen Beziehungen der kar-
tesischen partiellen Ableitungen aus (5.103), (5.104) und (5.105). Setzen wir die unter
Beriicksichtigung der jeweiligen Transformationen in (5.2) ein, erhalten wir die folgenden
Relationen.

x-Komponente: Nach (5.2) gilt fiir L, = —ih(yd. — 2d,). Setzen wir die transformierten
Beziehungen fiir y, 2, 9, und 0, ein erhalten wir:

=—1ih (T sin(¥) sin(gp)2 —rcos(V 2 (5.104)(5.105)
0z 8
=—1ih [r sin(19) sin(¢) (cog(ﬁ); _ sm:ﬁ) 5619)
— 7 cos() (sin(f}) sin(a,o)ar + Cos(wrsln(cmaﬁ + :;SIEE%)) 86) } =
afowttorirs s Z et

_ _in [_ sin(y )% — cot () COS(S”);J

y-Komponente: Nach (5.2) gilt fiir L, = —ih(20, — ;). Setzen wir die transformierten
Beziehungen fiir z, z, 9, und 0, ein, konnen wir denn partiellen Differentialoperator in
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sphérisch-symmetrischen Koordinaten bestimmen und erhalten somit den Ausdruck:

Py =—in (zai = x(fz> (.53
— iR (r cos(ﬁ)% — rsin(¥) cos(gp)i) (5-103)(5.105)
_ ih[r cos(d) (m(ﬁ) COS(@)% + Cos(ﬁ):os(sp) % _ TS;?IEZ?)) a‘l) _
_ rsin() cos(s) (cos(ﬁ)g _ Smr ) ]
= —ih [cos(cp) (COS2(29) + sin2(19)) 85:9 - ZTS(Z) Sm((p)gp} =
=—ih {cos( )% — cot (V) sin(go)aaso}

z-Komponente: Nach (5.2) gilt fiir wieder L, = —ihi(xd, — yd,). Setzen wir daher die
transformierten Beziehungen fiir =, y, 0, und Jy ein, folgt erneut:

f/z =—1ih (a:a - ya) (5ﬁ3)

Jy ox
== (r sin () cos( )2 — rsin(9) sin( )5) (6.108)(5-10)
- 7oy e -

B 0  cos(9)sin(p) 0 cos(go) 0 > B
ih [r sin () cos(yp) (5111(19) sin(¢ >0r + B rsm 9) 99

0 | cos(¥)cos(p) O sin 4,0 8)] B

) cos(p i r 09 rsin(d9)dp/) |

8
=_ ih[r sin() cos(p) (,Czif(f))) ;) + rsin(¥) sin(p) (,S;ln ) ]
0
e

/\

- T sm sm SlIl

=_ ih(cosg(@) + Sin2(gp)) (9890 =

Mit mehr oder weniger aufwiandigen Rechnungen konnten wir die kartesischen Drehimpulskom-
ponenten in Kugelkoordinaten (iiber die Winkelkoordinaten ¥ und ¢) ausdriicken. Der Radius

r spielt tatséchlich keine Rolle! Hier sind die gefundenen Ergebnisse fiir Lx, y und L. noch
einmal zusammengefasst. Fiir die x-Komponente des Drehimpulses gilt:

L, =ih (sin(@)% + cot(9) cos(go)%) (5.106)
In ihrer Form ist die y-Komponente des Drehimpulses sehr dhnlich zu L. Es folgt:
L, =ih (— cos( )2 + cot(¥) sin( )i) (5.107)
v= 790 7o '

Fiir L, ergibt sich der einfachste differentielle Ausdruck — die z-Komponente des Drehimpulses
wirkt nur auf den Azimutwinkel. Wir kénnen L, schreiben als:

. 9
L. =iy (5.108)
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Beispiel: Ableitung von L2

In der Ableitung von L? benutzen wir die bereits gefundenen Beziehungen aus (5.106),
(5.108). Im Vergleich zu den vorhergegangenen Rechnungen ist die Herleitung
=2+ f)i + L2 in Kugelkoordinaten etwas auf-
wandiger, da wir berticksichtigen miissen, dass durch Ableitungsoperatoren die Kettenregel
angewandt werden muss. Wir werden aber erkennen, dass sich ein Grofiteil der erhaltenen

(5.107) und

des Betragsoperators des Drehimpulses L2

Terme kiirzt:

o (5.106
L’=L+ L+ L}

= _— p?

+(-

— _ K2

+ cot(9) cos(go)ai <sin( )88q9) + cos2( );192 + cot?(¥9)sin?

(¢
— Cos(gp)aaﬁ (cot(ﬁ) sin(go)a(l) — cot () sin(yp) 8(1 (coS( );) + 88;}

— K2

)(5-107)(5.108)
[ (sin( )% + cot () cos(p )8(?,0) (sin( )% + cot () cos(«p)ip) +

0 0 2?7
cos(¢p )% + cot (1) sin(yp 90> ( — —l— cot(9) 5111(90)880) + 3902] =
2
[Sin2( )% + cot2(19)cos (¢ ) 5+ sin(y )% (Cot(ﬁ) cos(gp)a(z)) +
2 82
) 0p?

0? 9 0% sin(yp) cos(p) 0 0?
[6192 + (1 + cot (19)) 32 sm’(d) 0y + cot () sin(p) cos(y) 019099—1—
g 0? sin(p) cos(y) O
+ cot(¥)cos(p) (cos(go)ai9 + bm(p)&?&p) + sn2(9)  Op

2

2
— cot(¥9) sin(¢) cos(¢ )8(30 — cot(1)sin(yp) ( — sin(p )% + 605(99)81(3099)} -

= — 12 ;;2 + cot (¥ )6619 * Sml(ﬁ) 8ag02 }
i ot (Sm“” aﬁ) o] -

Auch der Betrag des Drehimpulsoperators L2 lisst sich als Funktion von ¢ und o ausdriicken.

Aus der oberen Ableitung erhalten wir das folgende Ergebnis:

Da die einzelnen Komponenten L, liy und L, unabhangig vom Radius waren, ist natiirlich
auch L2 unabhéngig von r. Wie wir spéter genauer zeigen werden, entspricht der letzte Term
aus (5.109) quasi dem Quadrat von L.; dies ist insofern praktisch, da es uns die Berechnung der
folgenden Differentialgleichung erleichtert. Zudem ist die funktionale Form von L2 sehr dhnlich
dem Laplace-Operator A in Kugelkoordinaten, was wir fiir die Herleitung der Wellenfunktionen

] % ) o\ o
2 _ : _ _—
L= 5w l 834 (Smw) 819) T 52

des Wasserstoffatoms ausnutzen werden.
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Beispiel: Ableitung von Ly

Die Ableitung von Li=1,+ iIA/y in Kugelkoordinaten ist wieder deutlich einfacher. Wir
erhalten nur durch einsetze von (5.106) und (5.107):

Ly =ih :<sin( )8879 + cot (V) cos(p )6880> +i <— cos (¢ )(‘9819 + cot(9) sin(ap);@)} =

= o :(Sin(%’) F i cos(¢p)) 8?9 + cot(9) (cos(p) + isin(p)) 6‘1] _

= ih -:Fz' (cos(yp) £ sin(yp)) 29 + cot() (cos(p) £ isin(p)) 8(?0} =

ig +1 cot(v“);;}

— he +ip
ov

Fiir die Leiteroperatoren ﬁ+ und L_ finden wir gesammelt also den folgenden Ausdruck:

9 + i cot(¥)— 9

59 5 (5.110)

+ = het |+ {

Kanonische Vertauschungsrelation Fiir den Orts- und Impulsoperator X und p haben wir
in kartesischen Koordinaten in (3.133) die kanonische Vertauschungsrelation [%,p] = i/ ken-
nengelernt. In sphérisch-symmetrischen Kugelkoordinaten kénnen wir nun einen dquivalenten
Zusammenhang zwischen dem Azimutwinkel ¢ und der z-Komponente des Drehimpulsopera-
tors ﬁz beobachten:

(¢, L] =il (5.111)

Die Beziehung (5.111) kann durch Ubergang in die Ortsdarstellung leicht verifiziert werden
(wobei man wieder beachten muss, dass die Operatoren auf eine Wellenfunktion wirken, und
daher die Kettenregel zu beachten ist):

6, Lulw =il oo = =i (w50~ 5oe) v =i (egv - 5o (e0) (5112

0 Oy 0 .
_ W — i O 11
ih ( OV 90 y&Q) U =il (5.113)

Der Azimutwinkel ¢ ist also die komplementére Grofie zur z-Komponente des Drehimpulses L..

5.3.2 Legendre-Polynome und Kugelflachenfunktionen

Im vorhergegangenen Kapitel haben wir die Ortsdarstellung der Operatoren L2 und L. ken-
nengelernt, wobei wir vorerst eine konkrete Darstellung der Eigenfunktionen auflen vor gelassen
haben. Rekapitulieren zuerst noch unsere zwei grundlegenden Eigenwertgleichungen (5.59) und
(5.60) im geforderten Darstellungsraum:

. (5.109) h? . 0 ( 0 ) 02 (5.59)
l ("‘97 SD) Sin2(19) [ (19) 879 Sln(ﬂ) 879 + 8280 l (197 SO)
= 1211+ 1)Y;™ (9, ) (5.114)
LY 0.9) 2 <Y (0.0) 2 b 0,) (5.115)

Wir erkennen, dass die Eigenwertgleichung (5.115) der z-Komponente des Drehimpulsoperators
rein von ¢ abhéngig ist und auch eine klare Trennung zwischen den ¥- und p-abhingigen Termen
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in (5.114) besteht. Es liegt nahe, dass die Eigenwertgleichung von L2 durch einen Separationsan-
satz losbar sein wird. Wir definieren Y, = F(9)®(y) und setzen diesen Ansatz direkt in (5.115)
ein. F'(¥9) kiirzt sich, und wir erhalten eine einfache Differentialgleichung fir ®(p):

P .
—iRF(0) 5 (p) = mF (0)2(9) |- -
dd(p
d(go)) = 1m®(p) (5.116)
Diese Differentialgleichung ldsst sich mit dem folgenden Ansatz recht einfach 16sen:
P(p) = Cetm? (5.117)

Die Quantenzahl m bestimmt in dieser einfache Form also die Phase der Loésungsfunktionen.

Betrachten wir nun die Eigenwertgleichung fiir L% in (5.114) genauer. In dieser Gleichung taucht
der Ableitungsterm 8822 auf. Wir wissen aber von (5.108), dass L, = —thd,, liber ebendiese Ab-

leitung verfiigt. Quadrieren wir L. in dieser Darstellung, dann finden wir damit eine Moglichkeit,
den Operator L, in die Eigenwertgleichung von L? (5.114) einzufiihren:

0p? 0p? h?
Wir kénnen den so gewonnen Ausdruck in (5.114) einsetzen, sowie die ¥-abhéngige Differential-
gleichung entsprechend umformen:

? 2
B {_Sinz(i’ﬁ l in (0 >£9 (Sm( )3(29> + 682] — R+ 1)}}//%(19’ ) L
- {511121(19) :51n(’l9)£9<sin(19)£9> ;Lz] l(l+1)}F(19)¢>((p)
o)
v

i 2m2
_ {811121(29) sin (1) @m(ﬂ)(%) —% +l(l+1)}F(19)<I>(go):

[ 0 0
- {n21w> sin@) 35 (sm)5)| + W]}FW(@

Zugegebenermaflen ist dieser Ausdruck etwas unhandlich. Wir fiihren daher eine Substitution
durch, welche uns im weiteren Verlauf das anschreiben der Differentialgleichung und der Losung
deutlich erleichtern wird:

—h (5.118)

(5.115)

2
(1+1) —

u=cos(¥) = sin(¥) = V1 —u?

Was fiir  gilt, muss auch fiir die Differentiale du gelten. Beriicksichtigen wir diese, erhalten wir:

d
by —sin(¥) = du = —sin(J)dv
dy
Auch die Ableitung nach ¥ kann an die neue Variable u angepasst werden:
d dud ) d
@ - @% - —Sln(/ﬁ)%

Wenden wir nun die Substitution direkt an, dndert sich die Darstellung der Differentialgleichung
aus (5.114) merklich. Sie wird zu einer Legendre’sche Differentialgleichung:

0= {1—1u2 [(1 Z)aau((l_“ )aau)] T - 1T121}f(“):

+ 1l +1) - }

|1+ -5 mu21 } £(u) (5.119)
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Wie (5.119) tatséchlich gelost werden kann, wird im Anhang 10.3 genauer diskutiert werden. Wir
nehmen hier die Losung in Form der Rodrigues-Formel der Legendre’schen Differentialgleichung
vorweg:

dm—H
d cos(9)mH

(=)™ 20+ 1 (1 —m)!

Y0, 0) = 24! dr (I +m)!

eTme sin™ (19) sin? (19) (5.120)

Abgesehen von dem mehr oder minder komplizierten Vorfaktor haben wir einen @-abhingigen
Teil, welchen wir Phasenfaktor nennen und bereits aus (5.117) kennen. Der ¥-abhéngige Term
entspricht den assoziierten Legendre-Polynomen und ist sowohl von der Bahndrehimpuls- als
auch von der magnetischen Quantenzahl [ und m abhéngig. Sind wir an Kugelflichenfunktionen
mit bestimmten Quantenzahlen ! und m interessiert, werten wir entweder (5.120) aus oder
schlagen in das Ergebnis in Tabellenwerken nach.

Vertiefung: Konstruktion der Kugelflichenfunktionen iiber Leiteroperatoren

Ahnlich wie bei den Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators konnen wir die Eigen-
funktionen von L2 und L, auch durch das Anwenden von Leiteroperatoren konstruieren.
Fihren wir dies direkt im Ortsraum durch, stimmen die so entstehenden Funktionen des
Multipletts mit (5.120) iiberein.

Beginnen wir mit der Ortsdarstellung der Leiteroperatoren L des Drehimpulses:

Ly = het™ j:% + icot(ﬁ)ai

Lassen wir Ly auf einen Zustand am Rande des Multipletts wirken, verschwindet der
Ausdruck, da wir, beispielsweise, einen Minimalzustand nicht weiter verringern koénnen.
Wirkt also L_ auf eine Kugelflachenfunktion mit m = —I[, erhalten wir den trivialen
Ausdruck L_Y;™" = 0. Mit (5.110) und (5.120) folgt:

0=he ™ _9 +1 cot(ﬁ)a] F(9)e % = petH1)¢

OF(9)
a9 9o B

+ L cot (V) F (V)

Der Ausdruck in der Klammer muss verschwinden, damit die Gleichung erfiillt sein kann.
Um die so entstehende Differentialgleichung zu lésen substituieren wir mit u = sin(9):
1 cos(V
In(F(9)) + C = l/dv" cot(d) = l/du €OSW) _ pn(uly

cos(¥) w

Wir haben so (ohne die Normierung zu berticksichtigen) den minimalen Zustand des Dre-
himpulsmulitpletts [ gefunden! Er entspricht:

F(¥9) = N sin'(9) (5.121)

Um aus (5.121) auch beliebige Kugelflichenfunktionen Y;™ konstruieren zu kénnen, miissen
die Ortsdarstellung einer p-fachen Anwendung eines Leiteroperators L1 kennen. Einfaches
Anwenden ergibt:

iinn — he:ticp

0 0 A
+—— 4 — | F(9)et™? =
59 + i cot (V) &P} (F)e

, d
= petnEe |4 =2 F(Y) =
he 79 ncot(ﬁ)} (9)
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— poi(nEle

he sin(9)
oS E () d

= +he ( il)wsin(ﬁ())dﬂ [SIH:F (ﬁ)F(ﬁ)] =

= Fhe! "D gin1 7 () [sin T (0) F(0)]

d cos(1)
Es kann mit den richtigen Erweiterungen ausgenutzt werden, dass wir den additiven Aus-
druck in der eckigen Klammer iiber die Kettenregel in einen Produktterm umwandeln.
Wenden wir Ly ein zweites Mal an, kénnen wir die additive Darstellung von L. ignorieren
und direkt mit dem vereinfachten Ausdruck in Produktform starten. Es ist leicht erkennbar,
dass allen voran der Grad der Ableitung innerhalb der Funktion dndert, beziehungsweise
auch die Potenz der von der Ableitung nicht betroffenen Sinus- und Exponentialfunktion.
Wir erhalten den folgenden Ausdruck:

d
d cos(19)

P2y =i {;he“"ﬂ)w sin'£7 (1) [sinﬂFn(ﬁ)F(ﬁ)]} _

= (Th)2e (D¢ gin 2+ (ﬁ)m {sij +L(9) sin'* (ﬁ)m [sin (ﬁ)F(ﬁ)]} =
2
= (Fh)%! 2 Sin&n(ﬁ)dcoi(ﬁ)z [sin ™" (9) F ()]

Iterativ kénnen wir dieses Ergebnis auch auf eine p-fachen Wirkung von f)’i verallgemei-
nern:

IRy = (:Fh)%“"ip)wsinpin(ﬁ)dco‘i%)p [sin ™" (9) F(9)] (5.122)
Seien nun n = —[l und p = [ + m, dann erhalten wir — erneut ohne Normierung — die
Kugelflichenfunktion Y;":
A\ l+m
Y™ (Lh+> V= (—1)lmeime Smm(ﬁ)dccil(z;+m [sinl(ﬁ)F(ﬁ)] (5.121)
= (—1)HFmeime sinm(ﬁ)dli sin? (1Y)
d cos(9)H+m

5.3.3 Symmetrieeigenschaften der Eigenfunktionen

Wir lassen nun den Paritatsoperator I auf den Figenzustand der relevanten Drehimpulsope-
ratoren L? und L. wirken, um die entsprechenden Symmetrieeigenschaften zu untersuchen.
Allgemein gilt fiir einen Zustand im Ortsraum:

i) = ~|r)

In Kugelkoordinaten miissen wir beriicksichtigen, dass der Radius unter einer Spiegelung gleich
bleibt (r — r), da dieser ja nicht negativ werden kann. Die Winkel ¥ und ¢ werden sich jedoch
dndern. Es gelten die folgenden Zusammenhénge:

Y—o7m—19 und p >+ (5.123)

Warum (5.123) giiltig ist, l4sst sich leicht in den Abbildungen 26 und 27 erkennen. Welche Aus-
wirkungen hat IT aber auf die explizite Ortsdarstellung der Figenfunktion? Betrachten wir die
Rodrigues-Formel der Legendre-Differentialgleichung — unsere gewéhlte Darstellung der Kugel-
flichenfunktionen Y;™ in (5.120) — und setzen die Beziehungen aus (5.123) ein.

139



5 Drehimpuls

|— ‘(‘)

Abb. 26: Parititstransformation in Kugelkoordinaten: Es wird nur die zweidimensionale Pro-
jektion der Winkel ¢ und ¢ betrachtet.

z

Abb. 27: Eine dreidimensionale Darstellung der Paritdtstransformation eines Ortsvektors:
Waéhrend r gleich bleibt, &ndern sich nur die Winkel ¢ und ¢.

Es folgt fiir den Polarwinkel 9:

cos(¥) — — cos(¥)

V=7 —10: {
sin(¥) — sin(¥)

Der Azimutwinkel tritt nur im Phasenfaktor der Kugelflichenfunktionen auf und verhélt sich
unter der Symmetrietransformation in der folgenden Art und Weise:

O =T = TP pTimpetimm _ (_qymtime
Verwenden wir diese drei Relationen in (5.120) erhalten wir (wobei wir nur die relevanten Terme
explizit anschreiben werden):

derl

}/Em (29, QO) = N€+im<p Slnm(ﬁ) W

sin?(9) —
dm+l

N(—1)"etime gip™ 1 m+l
— N(=1)"e sin™(¥)(—1) Jeos(@)m T

sin? (9) =
dmt!

— _1lN+imgo ™) —
(-1)Ne S ()dcos(ﬁ)m“

sin? ()

In verkiirzter Form kénnen wir demnach die Wirkung des Paritdtsoperators auf die Kugelfla-
chenfunktionen Y;™ (¥, ¢) schreiben als:

Y7 (0, ) = (1) Yi"(9, ) (5.124)
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Eine Paritétstransformation, also eine Spiegelung um den Ursprung des verwendeten sphérisch-
symmetrischen Koordinatensystems, ist also nur abhangig vom Eigenwert | und wird nicht be-

einflusst von der magnetischen Quantenzahl m.

5.3.4 Darstellungen der Kugelflachenfunktionen

Im Folgenden seien einige Kugelflichenfunktionen in der zweidimensionalen Polardarstellung
beziehungsweise in drei Dimensionen abgebildet. In beiden Fillen wurde Y7 (1, ¢) weggelassen,

da diese einfach durch einen Kreis, beziehungsweise eine Kugel dargestellt werden kann.

18(

210 330

0

18(

60

18(

210 330

Abb. 30: Polardarstellungen von Y;2(9, ) bei | = 2,3, 4.

Beispielsweise konnen wir anhand dieser Darstellung erkennen, dass mit gréferer Differenz
Ay, = 1 —m die Zahl der Nulldurchgidnge zunimmt. In drei Dimensionen werden die gleichen

Kugelflichenfunktionen in Abbildung 31-33 dargestellt.
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Yy
Y
Abb. 31: Die Kugelflichenfunktionen Y,°(¥, ) bei I = 1,2, 3.
Y
Abb. 32: Die Kugelflichenfunktionen Y;! (¥, ) bei | = 1,2, 3.
Y

Abb. 33: Die Kugelflichenfunktionen Y;?(¥, ) bei | = 2,3, 4.
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6 Wasserstoffatom

Motivation: Das Wasserstoffatom

Die gute Ubereinstimmung zwischen experimentell gemessener und mittels Quantenmecha-
nik berechneter Spektrallinien im Absorptions- und Emissionsspektrum des Wasserstoffa-
toms war einer der grofiten Erfolge der Quantentheorie ab 1925. Neben der Erklarung
der Serien in unterschiedlichen Wellenldngenbereichen, liefert die Losung der Schrodin-
gergleichung fiir das Wasserstoffatom auch die geometrische Form der Elektronenorbitale.
Dadurch konnte das Schalenmodell der Elektronen entwickelt werden und man begann den
Aufbau des Periodensystems der Elemente ohne weitere Postulate zu verstehen. Auflerdem
war es damit méglich chemische Bindungen, welche bei der Bildung von Molekiilen und
Festkorpern eine zentrale Rolle spielen, zu erkléren.

Das Wasserstoffatom spielte auch bei der Erweiterung der Quantentheorie zur relativisti-
schen Quantenmechanik durch PAUL DIRAC und der Quantenelektrodynamik durch HANS
BETHE und EDWIN SALPETER eine zentrale Rolle.

6.1 Schrodingergleichung als Zwei-Korper-Problem

Das Wasserstoffatom setzt sich zusammen aus einem positiv geladenen Proton und einem negativ
geladenen Elektron. Das Proton bildet den Kern des Atoms (den ,Nukleus“). Um das gesamte
System ,,Wasserstoffatom® sinnvoll zu beschreiben, miissen wir in unserem Hamiltonoperator
sowohl das Elektron, als auch den Nukleus beriicksichtigen. Wir haben es somit mit einem 6-
dimensionalen Zweikorperproblem und einer Verkomplizierung der Schrédingergleichung (2.10)
zu tun:

pe . Ph
2m. 2mpy

H=

+V(|re — ry) (6.1)

Wiihrend sich die kinetischen Terme in H leicht trennen lassen, stellt der Potentialterm, welcher
explizit von r. und ry abhingt, ein Problem dar. Wir werden im Folgenden unser Koordina-
tensystem so transformieren, dass wir eine Entkopplung des 6-dimensionalen Problems in zwei
voneinander separierbare dreidimensionale Probleme erreichen.

6.1.1 Transformation ins Schwerpunktsystem

Wir befinden uns vorerst im Laborsystem. Elektron und Nukleus lassen sich (zumindest in der
Denkweise der klassischen Physik) mit den Orts- und Impulskoordinaten r. und ry sowie pe
und py beschreiben. Ziel ist es, in das Schwerpunktsystem mit den Relativkoordinaten r und p
sowie den Schwerpunktskoordinaten R und P iiberzugehen. Dies wird den Vorteil haben, dass
wir den relativen Abstand r. — rn von Elektron und Proton in unseren neuen Koordinaten sehr
einfach ausdriicken kénnen.

Mit der Masse des Elektrons m,. = 9.109383 x 103! kg und der Masse des Nukleus (also der
Protonenmasse) my = 1.672621 x 10727 kg kénnen wir die Gesamtmasse trivial ausdriicken als:

M=mpn+me~=my (6'2)

Da der Nukleus um ungefihr das 1000-fache schwerer ist als das Elektron, wird M praktisch nur
durch das Proton dominiert. Fiir das Schwerpunktsystem ist nun aber die reduzierte Masse
relevant, welche ein Produkt des Kraftegleichgewichts zwischen Elektron und Proton ist:

MeMN 1 1

u::(+-)lzme (6.3)

my + Me Me my
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6 Wasserstoffatom

Fir die Schwerpunktkoordinate R gilt der folgende Ausdruck, wobei durch die deutlich grofiere
Masse my R sehr nah am Nukleus liegt:

Mele MNTN my
R = + ~ r 6.4
my +me My + me M (6.4)

Den Ausdruck fiir die relative Koordinate r kennen wir bereits, er entspricht der Differenz beider
Komponenten:
r=r.—ry (6.5)

Daher reduziert sich der Potentialterm nach der Transformation auf V(|r, —ry|) — V(|r|) und
wir erreichen eine Variablentrennung. Wir erhalten durch Ableiten der Ortskoordinate nach der
Zeit auch die Geschwindigkeit und somit den Impuls. Fiir den Gesamtimpuls gilt:

P:MdR:M( MeVe | MNVN
dt my + me MmN + Me

Die Relativbewegung wird bestimmt durch die relative Masse p und ergibt daher:

> = MeVe + MNVN = Pe + PN (66)

P =i = (v, — v) = NP TN (6.7)
dt N N my +me My +me '

Im Schwerpunktsystem gilt zudem fiir den Betrag der einzelnen Impulskomponenten der Zusam-
menhang: |pe| = |pn|. Uber das Korrespondenzprinzip kénnen wir zudem den Relativimpuls p
und den Schwerpunktimpuls P mit den entsprechenden Operatoren p und P assoziieren!

Beispiel: Transformation ins Schwerpunktsystem

Wir haben mit (6.4) und (6.5) sowie (6.6) und (6.7) sdmtliche relevanten Ausdriicke fir die
Transformation gefunden. Wahrend wir den Potentialterm V' (|r. —ry|) — V(|r|) bereits in
den neuen Koordinaten anschreiben kénnen, miissen wir fir die beiden kinetischen Terme
die Impulsoperatoren umschreiben. Wir werden dies zuerst explizit in der Ortsdarstellung
durchfiihren, in welcher p; = —iAV; ist, und anschliefend in einer abstrakten Operator-
schreibweise.

Beginnen wir damit, die Laplaceoperatoren A, und Ay in Schwerpunktkoordinaten auszu-
driicken. Wir verwenden dabei einen zu (5.87) dhnlichen Ausdruck, wobei die Kettenregel
angewendet wurde:

0 or; 0 OR; 0 (6564) me O 0

87’672' - 87’672' 877’1 * 87“6,@' 8Ri M 8RZ~ + 877’1
o 0O i OR; 0 (656.4) my 0 B i
aTN,Z‘ B aT’Nﬂ' 37“1' 8TN,Z- aRl B M 8RZ a’l“i

Uber Quadrieren der oberen beiden Ausdriicke erhalten wir die einzelnen Komponenten
der Laplaceoperatoren A, = 02+ 856 + 02 und Ay =92, + 8§N + 02,
0? _ 0? m?2 02 2m, 02
Or?

2.~ 92 " 2or2 T M oroR;
#? 9 m? & 2my O

o%, o " M2ORZ T M 0nodR

Uber den Satz von Schwarz wissen wir, dass die Reihenfolge der Ableitungen vertauscht
werden kann und sich somit die oberen beiden Ausdriicke so vereinfachen.

Ersetzen wir nach der Einstein’schen Summenkonvention die Indizes ¢ mit {z,y, 2} und
gehen in drei Dimensionen {iber, ergeben sich Ausdriicke, welche von den entsprechenden
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Laplace-Operatoren A, und Agr abhéngig sind:

2
2
Ae = Ar + %AR + &VTVR
(6.8)
2 2
Ay = AT+%AR— N Ve

Setzen wir diese in unseren Hamiltonoperator H ein, der jetzt unabhingig vom Relativpo-
tential dargestellt ist, erhalten wir den folgenden, einfachen Ausdruck in der Ortsdarstel-
lung:

. h2 h? (6.8)
AV=0=-—"A,— 2 Ay¥
(V'=0) MMme omy Y
h2 my 2
= < A, + AR+ VVR+ A + QAR,VTVH):
92 Me M
h2 1 1 Me + My (6.2 6.3)
=—— |—+— A, +—="""A —=
2 |:<me + mN> + M? R
ik h2
A A :
2M P M R (6 9)

Dies entspricht somit in Operatorschreibweise der folgenden Relation mit p und P:

R 52 P2
H p

== 41— 6.10
2 oM (610

Mit (6.7) und (6.6) kénnen wir (6.10) auch direkt iiber die jeweiligen Operatoren ableiten.
Wir schreiben zuerst p. und py so um, dass sie von p und P abhéngig sind:

~ 2 ~ ~ Me ~
(me + my) pe = mP+ Mp — pe:MeP+p

N . N MmN A N
(me—}—mN)pN:mNP—Mp — pN:WP_

Quadrieren wir die oberen Ausdriicke, erhalten wir die kinetischen Terme des Hamilton-
operators (6.1). Der Schwerpunktimpulsoperator P und der Relativimpulsoperator p kom-
mutieren zudem, da sie in voneinander distinkten Rédumen ({|R)} und {|r)}) wirken.

2Mme

A2 A 2D e 2 DA
p2=p>+ <P+ Pp
] N N 2 MN &~
= —Np2_ " pp
PN =P+ 7P M

(6.11) entspricht (6.8), die Berechnung von H ist analog zu (6.9).

Wir erhalten einen neuen Hamiltonoperator, dessen einzelne Terme jeweils von einer einzelnen
(Schwerpunkts-)Koordinate abhéngig sind:

R f)Q f)2

Ohne vorerst genauer auf die Form des Potentials V(|r|) einzugehen, kénnen wir die stationére
Schrédingergleichung angeben als:

152 A2
<2M T v<|r|>) 4(r,R) = BY(r,R) (6.13)
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6 Wasserstoffatom

E repriésentiert die Eigenenergien des Gesamtsystems. (6.13) entspricht immer noch einer Diffe-
rentialgleichung in 6 Dimensionen. Wir konnten das Problem in seiner Komplexitat im Vergleich
zum Laborsystem also auf den ersten Blick scheinbar nicht verbessern. Bei einer genaueren Be-
trachtung zeigt sich jedoch: Es ist nun eine Separation der Variablen méglich!

Separation der Variablen Der Potentialterm V' (|r|) und einer der beiden kinetischen Terme
héngen jetzt nur von den Relativkoordinaten ab, wihrend der zweite kinetische Term von den
Schwerpunktsanteil R bestimmt wird. Uber einen Separationsansatz konnen wir Relativ- und
Schwerpunktskoordinaten voneinander trennen: ¢(r,R) = ¢(r)¥(R). Setzen wir das in (6.13)
ein, kénnen wir anschreiben:

o
E¢(r)¥(R) = <2IJ)W + g—u + V(|r|)> o(r)U(R) =
= ﬁfﬂ [p(r)¥(R)] + 21Hf)2 [6(r)T(R)] + V(|r)o(r) T (R)

Da aber P2 nur auf U(R) wirkt, und p2 nur auf ¥(r), lisst sich im ersten Term ¢(r) und im
zweiten Term W(R) vor den Operator ziehen:

%PQWR) + q’éff)ﬁ%(r) +V(r)s(r)¥(R) = Eg(r)¥(R) —>
YR 5200e) + V(o) ¥R = BO(IB(R) — STBR(R) |+ W(R)o
L (P _ 1 P
o) <2M¢(1‘) +V(’r’)¢(r)> = I®) (E\I/(R) 2M\P(R)) N

9 D2
gi)(lr) <§M + V(|r\)> P(r) = \Il(lR) (E - 21:;\4> Y(R) (6.14)

Beide Seiten der Differentialgleichung (6.14) hingen nunmehr jeweils nur von einer Variable
ab und miissen somit beide eine Konstante ¢ ergeben, damit die Gleichung erfiillt sein kann.
Wir betrachten zunéachst die rechte Seite von Differentialgleichung (6.14), und ersetzen (wegen
P= —ihV R) den Operator P2 durch —h2Apg:

1 h?
7] (E + WAR> U(R)=¢| - ¥(R)
<E i 5}@) ¥(R) = c¥(R) (6.15)

Die Relation (6.15) beschreibt die Bewegung des Masseschwerpunktes des Atoms. Da die Glei-
chung nicht vom Potential abhéngt, kann sie einfach durch eine ebene Welle gelost werden:

U(R) = kR (6.16)

Wir setzen wir diese Losung in (6.15 ein, und beriicksichtigen, dass Agr¥(R) = Ag kR =
k2R — k2W(R). Damit erhalten wir den folgenden Ausdruck fiir die Gesamtenergie E:

27,2 27,2

(E— Z;})W(R) =eV(R) = E=c¢+ 712]\12

Die Gesamtenergie F setzt sich also (erwartungsgeméifl) zusammen aus der kinetischen Energie

des Schwerpunktes 72k?/2M und e. Letzteres entspricht der relativen kinetischen Energie zwi-

schen dem Elektron und dem Atomkern — also der Wechselwirkungsenergie. Wir haben somit

das 6-dimensionale Problem durch Abspalten der Schwerpunktskoordinaten auf ein dreidimen-
sionales reduziert.
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6.1.2 Separationsansatz in spharischen Koordinaten

Wir wenden uns nun der eigentlich interessanten Wellenfunktion ¢(r) und der zugehorigen Ei-
genenergie £ zu. Dazu betrachten wir nun den linken Teil von Gleichung (6.14), der ja wegen
des Separationsansatzes ebenso der konstanten Energie € entsprechen muss:

2
<Z>(1r) (é)u T V(r|)> p(r)=c|- o(r)

ﬁ2
<2u + V(fl)) ¢(r) = eo(r) (6.17)

Wir 16sen die Schrodingergleichung aus (6.17) nun im Ortsraum der Relativkoordinaten, und

ersetzen daher (wegen p = —ihV,) den Operator p? durch —h%A,:

—h?
(MAT " v<rr|>> o(r) = £6(x) (6.18)

Das Potential ist nur abhéngig vom Betrag der Koordinate |r| = r, weshalb sich eine Transforma-
tion in Kugelkoordinaten anbietet. In diesem Fall sind die winkelabhéngigen Anteile unabhéngig
vom Potential und kénnen separat gelost werden. Fiir die Transformation muss allerdings der
Laplace-Operator A, in sphérische Koordinaten transformiert werden.

Fir A, in Kugelkoordinaten folgt ein mehr oder minder komplexer Ausdruck, welchen wir aller-
dings mit unseren Kenntnissen iiber die Ortsdarstellung des Drehimpulses vereinfachen kénnen:

10 0 1 0 0 0% | (5.109)
Ar - - 27y - v . v o 1
"2 or <T 8r> 2 sin?(9) lsm(ﬁ) o <Smw) 879) " &,02]

= —=— — ] - L 6.19
r2 or <T 8r> K22 (6.19)
Der erste Term des Operators wirkt nur auf die Radialkomponente r, wihrend der zweite Term,

wie in (5.109) gezeigt, tiber L2 nur die Winkelanteile 9 und ¢ betrifft. Diese Trennung kann
iibrigens auch {iber das Quadrat des klassischen Drehimpulses L motiviert werden:

2

L? = (r x p)? = (rpsin())? = r?p*(1 — cos*(a)) = r*p? — (rpcos(a))?

=7r’p* = (r-p)°
Dies kann man umformen zu 72p? = (r- p)? + L? und schliefllich durch den Radius r dividieren:

r-p)? 1
= ( Tf) n ﬁLz (6.20)

Damit haben wir einen zum kinetischen Term p?/24 in (6.18) korrespondierenden Ausdruck er-
halten. Wahrend der erste Term des Impulsquadrats den Impulsvektor p in Richtung r projiziert
— und somit nur radiale Anteile beriicksichtigt — entspricht der zweite Term wegen L? = L?(¥J, )
den Winkelanteilen. Ohne das Potential genauer zu benennen, konnen wir die Schrodingerglei-
chung in sphérischen Koordinaten durch Einsetzen von (6.19) in (6.18) erneut anschreiben als:

_ B2 I 2

Wieder kénnen wir einen Separationsansatz durchfithren, um die Radialwellenfunktionen vom
winkelabhéngigen Teil abzutrennen:

¢(r) = R(r)Y;" (0, ¢) (6.22)
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6 Wasserstoffatom

Der Winkelanteil wird vollstdndig durch den Betragsoperators des Drehimpulses L2 beschrieben;
wir kennen bereits dessen Eigenfunktion in der Ortsdarstellung, ndmlich die Kugelflichenfunk-
tionen Y (¢), ). Auch die Wirkung von L? auf die Y;™(, ¢) ist aus (5.114) bekannt und wir
konnen dahingehend somit vereinfachend schreiben:

—R2 9 [ 4,0 R2L(1 + 1) _— i
[War(r 2)+ D v )| RO 0 0) = ROV 0 0) (629

Die Kugelflichenfunktionen kénnen auf beiden Seiten gekiirzt werden, und wir erhalten damit die
Differentialgleichung fiir den Radialanteil der sphérischen Schrédingergleichung. Erst hier wird
es notwendig, die konkrete Form des Potentials zu beriicksichtigen. Durch die elektrostatische
Anziehungskrifte zwischen Elektron und Proton handelt es sich bei V(r) um das Coulomb-
Potential (man beachte die Vorfaktoren, abhéngig von verwendeten Einheiten kann hier auch
ein 1/4mwep auftreten):

Vir)= —Z:Z (6.24)

Z ist die Ladungszahl des Nukleus in Einheiten der Elementarladung e = 1.602176 x 10719 C.
Im Falle des Wasserstoffatom ist Z = 1. Wir behalten im Folgenden ein allgemeines Z bei, um
auch wasserstoffahnliche Atome (also Atome und Ionen mit nur einem Elektron) beschreiben zu
kénnen.

6.1.3 Effektives Potential und Form der Wellenfunktion

Setzen wir das Coulombpotential (6.24) in (6.23) ein, erhalten wir die folgende Gleichung fiir
den Radialanteil R(r) der Wellenfunktion:

~h% 9 [ 4,0 RPI(14+1)  Ze?
LMTQ(??“ (T 67’) 2ur2 R(r) = eR(r) (6.25)

In (6.25) nennen wir die Summe des Drehimpulsanteils und des Coulombpotential effektives
Potential; es entspricht der folgenden Form:

Vealr) = - 6.26
o) 2pr? r ( )
—
Zentrifugal- ~ Coulomb-
potential potential

Beide Terme liegen ungefihr in der gleichen GréBenordnung. Bei kleinen Abstdnden dominiert
das mit dem Drehimpuls zusammenhéngende, abstoflende Zentrifugalpotential, bei groflen Ab-
stdnden dominiert eher das anziehende Coulombpotential. Das fiihrt in den Féllen [ > 0 dazu,
dass die Elektronen kaum in der Nédhe des Kerns zu finden sein werden, da die durch den Dre-
himpuls induzierte Energie bei geringsten Abstdnden stiarker zunimmt als die elektrostatische
Anziehungskraft. In Abbildung 34 wird genau dieser Sachverhalt ersichtlich: Je grofler die Bahn-
drehimpulsquantenzahl [ wird, desto groler wird auch der Einfluss des Drehimpulses und desto
weiter entfernt vom Kern wird das Elektron zu finden sein.

Bevor wir die Schrodingergleichung des Zentralpotentials 16sen werden, kdnnen wir anhand der
Form des Potentials Aussagen iiber die Eigenschaften der Wellenfunktion treffen. Im Falle von
[ = 0 ist der Potentialterm V' (r) durchwegs negativ und erlaubt somit gebundene Zustéinde; ist
€ < 0 kommt es zu einem Bindungszustand wahrend ein Elektron mit € > 0 am rein elektrosta-
tischen Potential gestreut wird.

Nehmen wir [ > 0 an, ist es einer Elektronen-Wellenfunktion klassisch verboten, in den positiv
divergierenden Bereich des effektiven Potentials einzudringen — durch die Tunneleigenschaften
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der Wellenfunktionen werden wir allerdings auch bei kleinen Abstdnden r Elektronen mit [ > 0
finden. Allgemein werden wir uns in diesem Kapitel nur mit Elektronen mit negativer Eigen-
energie € < 0 beschéftigen, welche fiir alle [ einen gebundenen Zustand aufweisen.

V(r) ist zudem rotationssymmetrisch. Das heifit, das Zentralpotential hat, unabhéngig von den
Winkeln 9 und ¢, immer den gleichen Wert. Es gilt daher [IT, V()] = 0 und in nichster Konse-
quenz [f[, H | = 0. Paritiats- und Hamiltonoperator sind somit kompatibel und haben dieselben
Eigenfunktionen. Die Wellenfunktion ¢(r) wird also auch bei Punktspiegelungen (bis auf ein
Vorzeichen) invariant bleiben. Fiir die Kugelflichenfunktionen Y;™ (¥, ¢) haben das Verhalten
unter jener Symmetrietransformation bereits in (5.123) gezeigt: Das Anwenden von 1T fithrt zu
einem zusétzlichem (—1)-Term.

T T T T T T T T 1 T T T T T T T T
-
= -
5, v
—
r
{
1
)
TN N R YT N N 1 T T A

Ve (1)

— \
~
~ | \ Veg\T) " v~ oo o _ _ _ __ _
a;v R ——
> .|
| | | | | | | | | ] | | | | | | | | |
r r

Abb. 34: Effektives Potential fiir die Félle | = 1 und [ = 3: In gestrichelten Linien sind die
reinen Anteile des Coulombpotentials Vi und des Drehimpulsanteils V2 zu erkennen.

Fir gebundene Zustédnde greift auch wieder die Knotenregel: Wir werden eine Quantenzahl
finden, welche mit der Anzahl der ,Knoten“ der Wellenfunktion korrespondiert und somit die
Anordnung von ¢(r) in einer energetische Hierarchie erméoglicht.

6.2 Losung fiir Radialwellenfunktionen

Diskutieren wir nun, wie die Differentialgleichung der Radialwellenfunktion R(r) gelost werden
kann. Wir bringen dazu zunéchst die rechte Seite von Gleichung (6.25) nach links. Wenn wir
dabei beriicksichtigen, dass wir um gebundene Zustande zu erméglichen von € < 0 ausgehen
(wir verwenden ¢ = —|¢|), konnen wir dies anschreiben als:

l B9 (2(9) RII+1)  Zé? R(r) =0 (6.27)

e
_2m‘25 TE 2472 oy + [el

Der erste Ableitungsterm nach dem Radius r kann, wie mit der Produktregel folgt, umgeschrie-

ben werden:
L0 (30) 1 (50 a) (20 2
r2 Or or) r2 or or2 ]  \ror or?

Eingesetzt in (6.27) konnen wir die Radialwellengleichung mit Umformungen und den Substitu-
tionen aus (6.29) und (6.30) damit weiter vereinfachen:

NG gngai h25(1+1)_262+H
| 2u\ror 9% r ¢

R(r):)-_hiz"

2412
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2 2
_ (2 o 0 I(I+1) | 2Zpes 2M|€|>R(r) (6.29,6.30)

ror = 92r r2 rh2 h?
20 0% l(+1) 22
S e - —k 2
(r or * O2%r r2 + apr R(r) (6.28)

Die neue Konstante ag wird (in Planck-Einheiten) als Bohr’scher Radius bezeichnet. Sie re-
prasentiert den Radius des Wasserstoffatoms im niedrigsten Energiezustand. Wir sollten uns
allerdings in Erinnerung rufen, dass wir hier mit der reduzierten Masse u rechnen und ag eigent-
lich iiber die Elektronenmasse m. definiert ist. Der Unterschied betragt allerdings nur 0.1%.
Der Bohr’sche Radius ag ist definiert als:

m
ap = h; (6.29)
Die Energie € und die Wellenzahl k hidngen wie folgt zusammen:
h2k? 2
| = e 2o 2k (6.30)

24 A2

Erste Modifizierung der Radialwellenfunktion Ohne die explizite Form der Radialwellenfunk-
tionen zu kennen, wissen wir, dass sie im Bereich r € [0, 00) normiert sein muss. Beim Normie-
rungsintegral diirfen wir nicht vergessen, dass wir in Kugelkoordinaten arbeiten und daher bei
der Integration die Funktionaldeterminante mitberticksichtigen miissen. Es gilt daher:

1_/ dr 2 |R(r) / dr [rR(r) / dr [u(r)? mit w(r) < rR(r) (6.31)

Durch das Miteinbeziehen der Funktionaldeterminante und der Definition einer neuen Funktion
u(r) = rR(r) kénnen wir die Radialwellenfunktion R(r) als eine Art Kugelwelle interpretieren:

R(r) = “S") (6.32)

Als Nebenrechnung miissen wir nun allerdings die erste und zweite Ableitung von R(r) = u/r
explizit auswerten:

0 du S ur—u U

- = = — — 6.33
or (r) = orr 72 r r2 ( )
0? R(r) 2 u 0 (u’r—u) (u'r —u)' r? — (u'r —u)2r
_— r)=-—-—=— =
Or? or2r  Or 72 rd

(u"r +u' —u)r? —2r%u' —2ru U u
= r == 274—2 + 2— (6.34)

Durch Einsetzen von (6.32), (6 33) und (6.34) in die Radialwellengleichung (6.28) erhalt man:

-2 (R
r2 r 72 r3 72 aor r

2
_1u,,+1( 1+ 1) 2Z_k2> (2w 22 e
r r aor r \ Or2 r2 agr
0% I+ 1) 27
= (aTz - 2 + @ —k U('f’) (635)

Diese Gleichung hat die die Form einer Einteilchen-Schrédingergleichung mit dem effektive Po-
tential als Potentialterm. Allerdings wird in dieser Gleichung nicht nach den kartesischen Koor-
dinaten abgeleitet, sondern nach dem Radius. Um physikalische Lésungen zu erhalten, fithren
wir fiir u(r) die folgenden zwei Dirichlet-Randbedingungen ein:

u(r -+ o00) — 0 und u(r - 0) — 0 (6.36)
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Die erste Randbedingung ist notwendig, damit die Radialwellenfunktion normierbar ist. Die
zweite Randbedingung muss erfiillt sein, da ansonsten bei r = 0 die Radialwellenfunktion R(r) =
u(r)/r divergieren wiirde.

Zweite Modifizierung der Radialwellenfunktion Wir haben die initiale Differentialgleichung
nunmehr so transformiert, dass sie die folgende Form aufweist:

<82—l(l+1)+2z—k2>u(r):0

or? r2 agr

Auch fiir u(r) kann erneut ein Ansatz gefunden werden, welcher die Differentialgleichung modi-
fiziert und uns einer Losung ndher bringt:

—kr y(r) (6.37)

Welche Form y(r) = y hat, soll erst in den folgenden Abschnitten diskutiert werden. Setzen wir
vorerst den Ansatz (6.37) in die obere Differentialgleichung ein, erhalten wir:

0 I(l+1 2z k
0 = _— _— k —RT —
<0r2 72 + aor ye

u(r)y=e

9 —kr l(l + 1) —kr 27 —kr 2, —kr
—w<y€ >—Ty€ +@y€ —k ye =
0 l(l+1 2Z
— 37 <ylefkr _ kyefkr) _ ( t )yefkr + 7y67kr . k2y67kr —
T T aopr
( L 41 27 .
S A A ( ﬂ; )ye—kr I
r agr
(l+1 27
_ {y”—%y’— ( ( "; ) _)y] efkr
T aopr

Wir kénnen nun durch die Exponentialfunktion e *" kiirzen; ebenso verschwunden ist der k-
Term und die Wellenzahl k taucht nunmehr als exponentieller Dampfungsterm in (6.37) auf.
Dies fiihrt zur folgenden Differentialgleichung;:

2
[9 _ogpd L (l(l +1) 2Z>] y(r) =0 (6.38)

or? or r r ag

Um y(r) zu bestimmen, kann man zwei verschiedene Methoden wihlen. Wir werden die oben ste-
hende Differentialgleichung zunéchst mit der sogenannten Frobenius-Methode 16sen, indem wir
einen Potenzreihen-Ansatz einsetzen. Spater werden wir auch noch die Laguerre-Differentialgleichung
kennenlernen, fiir welche fertige Losungsformeln existieren.

6.2.1 Losung mittels Frobenius-Methode

Als Losungsansatz wahlen wir ausgehend von der Frobenius-Methode an dieser Stelle eine Po-
tenzreihe. Wir kénnen diese darstellen als:

[e.9] o0
r) =rott S art=>" a;ro T (6.39)
i=0 i=0
In (6.38) bendtigen wir die erste und zweite Ableitung unseres Ansatzes:
oy > 0 >
Fl4i | _ , +14i _ A - +i
o (ZO a;r Z) = Z a,aro‘ b= ; a;j(a+i+ 1)re™ (6.40)
92 9 (9y\ (640 8 , > . NP
57 =5 <ai> %a’ R 2 alatit Do+t o (6.41)
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Setzen wir den Ansatz (6.39) und die gefundenen Ableitungsausdriicke (6.41) und (6.40) in (6.38)
ein, erhalten wir:

2
O—la—2k8—(l(l+1) 2Z>] a+1z 1(640 (6.41)

Or? or r r

= T : ; I(l+1 27 ,

=Y ai [(a+i+ D(a+i)r* " —2k(a+i+ 1)r*T — - (H) - > ra““] =
i=0 - r r ag
0 r ) . 27 )

= a W%i+1xa+ﬂﬂ“H”2Ma+i+lﬁwﬂ(KZ%UFJ)N“ -
: L ag
=0
'~ | | 27 .,

= Z ai |(a+i+1)(a+i)r* 7 —2k(a+ i+ 1)rot — (1 4 1)ro 1T 4 Z25pott) =

ao

=0
Zoo . 27 .

=S "qu { [(a +i+D(a+i) =11+ 1)}7«0‘*1“ + | == = 2k(a+i+1) ra“} (6.42)
; ao
=0

Wir finden, dass r mit den Potenzen r® 't und r®*’ vorkommt. Schreiben wir die Summe

explizit auf, muss jeder einzelne r-Potenzterm fiir sich verschwinden, damit die Differentialglei-
chung erfillt ist. Diese Tatsache erméglicht es uns, o zu bestimmen. Betrachten wir zunéchst
den Term mit der kleinsten Potenz von r: Dieser tritt bei ¢ = 0 auf. In diesem Fall gibt es einen
Term mit 7! und einen mit r®. Offensichtlich ist r*~! der kleinste Potenzterm, der auftreten
kann. Auch er muss Null werden, daher gilt:

0=ao[(a+)a—Il+1)]r* = | +ayr*!
—ala+1)-Il(l+1)=a®+a—I1(1+1)

Wir kénnen nun eine einfache quadratische Gleichung fiir a 16sen, wobei wir zwei Losungen

erhalten:
-1+ 2
”i,/fﬂm ”iﬂ/25+1 H 1@+

Nur eine dieser beiden Losungen wird tatsachliche physikalische Relevanz aufwelsen. Wir finden:

a1 = l
a = o (6.43)
ag = —(l+1) (unphysikalisch)

Woher weifl man, dass nur die Losung a; physikalisch ist? Dazu miissen wir zunéchst einmal
die urspriingliche Radialwellenfunktion R(r) iiber u(r) und y(r) mit unserem Ansatz (6.39) in
Verbindung bringen:

(6.32) u(r) (6.37) 1

Lombr ) @39 L a+1zw - Z“% (6.44)

R(T) r r

Setzen wir nun versuchsweise die zwei moglichen Losungen fiir o aus (6.43) in (6.44) ein und
iberprifen, ob wir iiber den gesamten Existenzbereich des Radius r Losungen finden kénnen.
Wir unterscheiden:

B o =1: Ersetzen wir a mit der Bahndrehimpulsquantenzahl «; = [ erhalten wir:
0 .
R(T) _ e—kr Zal I+ — u 7, —kr Zal _ e—kr Zairl+z+1
=0 =0

Fiir alle Summenterme ¢ > 0 gilt somit, dass R(r) und u(r) normierbar bleiben, da es zu
keiner Singularitdt im erlaubten Intervall von r» kommen kann. Vor allem r — 0 macht
hier keine Probleme, selbst nicht bei ¢ = 0 und [ = 0.
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® o= —(1+41): Setzen wir nun fiir @ unser gefundenes Ergebnis ag = — (I + 1) ein, folgt:
i . i . 0 .
R(r)=e*" Zair%lfl — u(r) =re*r Zaﬂ“l*l*l = e kr Zair%l
=0 =0 1=0

Wir erkennen, dass es bei u(r) im Falle von » — 0 und ¢ = 0, [ > 1 zu einer Singularitét
kommt, und u(r) in dieser Form nicht normierbar wére. Betrachten wir als Spezialfall I = 0,
gibt es zwar kein Problem bei der Normierung von u(r), allerdings hat die tatséchlichen
Radialwellenfunktion R(r) beim Summenterm ¢ = 0 eine Singularitét:

R(r —0)=¢* Zairl_l — -

i=0 r

Beim Ubergang zum Grenzwert dominiert der r~!-Term! R(r) wird nun in die Schrédin-
gergleichung (6.23) eingesetzt, sodass wir einen Term Ar~! erhalten, welcher wiederum
néher diskutiert werden muss. Fiir diesen gilt:

1
A; = —47o(r)

Wir erhalten somit eine §-Funktion in der Schréodingergleichung, welche eine umfassende
Loésung der Differentialgleichung verhindert. Somit ist auch der Spezialfall I = 0 keine
mogliche Losung fir die Radialwellenfunktionen und aes = —(I 4+ 1) muss insgesamt aus-
geschlossen werden.

Beispiel: Ar—!

Wir haben in der vorherigen Argumentation die folgende Relation (6.45) verwendet, wollen
nun aber genauer ableiten, wie jener Ausdruck entsteht. Zu Beginn, es gilt:

1
A— = —47d(r) (6.45)
r
r reprasentiert den Radius in einem Kugelkoordinatensystem; wir miissen daher auch un-
seren Laplace-Operator A nach (6.19) an die gewéhlten Koordinaten anpassen. Setzen wir
A in sphérischen Koordinaten in (6.45) im Falle von r # 0 ein, erhalten wir:

1 190 o\ 1 19 (r?
r  r2or (T 87’) r r2 Or <r2>
Fiihren wir nun allerdings das Integral iiber eine beliebige Kugel mit Radius rg durch, kon-
nen wir iiber die Anwendung des Satzes von Gauf}, bezichungsweise des Nabla-Operators
V in Polarkoordinaten, folgenden Ausdruck ableiten:
1

1 1 1
/dVAf:/ v vV dSer:/ r2drr 2L
1% r 1% r ov ov

=— dQ) = —4
T orr T

r=rq ov

Da wir vorher bereits erkannt haben, dass im Falle von r # 0 die Relation Ar—! = 0
gelten muss, erhalten wir nur jenes Ergebnis der Integration, wenn r = 0 entspricht. Mit
der Delta-Funktion kénnen wir das entsprechende Verhalten erzwingen und es folgt:

A% — _4ré(r) O

Nur a = [ ist also als Losung physikalisch sinnvoll. Wir fordern weiterhin, dass die Dirichlet-
Randbedingung, also u(r — 0) — 0, erfillt sein muss. Wir verwenden nun die gefundene
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Relation o = [ in unsere Summengleichung aus (6.42) und vereinfachen diese weiter um eine
rekursive Beziehung zwischen den Entwicklungskoeffizienten a; zu erhalten:

a; { (l +i+ 1) +14i) =1+ 1)}11—1-5—1' " [if

—2k(l+1i+ 1)} rl+i} —
Z
=2kl 1) |
ao
27

a; [Z(z F 1) 421+ 1) +i(i — 1) —1(1+ 1)}7«“*" +a; {a —2k(l+i+1)|
0

2

1=0
:Zai{_l2+li+l+li+i2+i_H'_Z-_Z(H_l)]rl1+7;+

i=0 )

2

Z
== 2k(l i+ 1) |t

ai{-12+l+21i+2i+i2—i—l(l+1)}rl1+i+
I o

o

H/—.’
Il

verschwindet bei i=0

:Zai[Qi(l+l)+i(i ] o QZCLZ{ l—i—i—l—l)—Z]rHi: li=n+1

=1 ao
:ian+1[2(n+1)(l+1)+( } bn 22%[ l+z’+1)—ﬂrl+i: In — i

n=0
_Z{azﬂ[ l+1)(z’+1)+z‘(z'+1)} —2a,~[k(l+z’+1)—aZ0 }rl” (6.46)

Wir haben es also geschafft, beide Summenterme so zu manipulieren, dass wir anstatt zwei ver-
schiedener Potenzen von r nun zwei verschiedene Entwicklungskoeffizienten a;41 und a; haben.
Ein Koeffizientenvergleich fallt nun sehr leicht: Um die Gleichung zu erfiillen, muss fir jede
Potenz 7+ der gesamte Ausdruck in der geschwungenen Klammer verschwinden:

dior 200+ 1)+ 1) +i(i +1)] — 2as [k:(l—i—i—i—l) - GZJ —0 —

dier 204+ 1)(i + 1) +i(i + 1)] = 24, [k(l bl - GZJ

Wir kénnen daraus die folgende Rekursionsrelation zwischen a;41 und a; herleiten:

2 +1)—Z
Gy = ag [k(l+i+1) = Z/ag]

S0+ DG+ 1) +ili+ 1) (6.47)

Dies entspricht einer Zwei-Term-Rekursionsformel fiir die Laguerre-Funktionen. Kennen wir den
Startwert ag, dann konnen wir mit (6.47) und einer nachfolgenden Normierung samtliche Radi-
alwellenfunktionen aufschreiben.

Rekursionsformel Wir miissen nun wieder iberpriifen, ob an irgendeiner Stelle divergieren
wird. Dafiir berechnen wir das Verhéltnis zwischen zwei aufeinanderfolgenden Entwicklungsko-
effizienten, indem wir die Rekursionsgleichung (6.47) durch a; dividieren:

Ai4+1 . Q[k(l—i-i-i-l) —Z/a()] . 2[ki+k(l+1) _Z/CLQ] .
a;i 204+ D)G+ 1) +i(i+1)  20+D)G+1)+i(i+1)
2ki 2[k(1+1) — Z/ag]

T 2+i+20+0)(+1)  2+i+20+1)(E+1)

Lassen wir 7 gegen Unendlich laufen, kdnnen wir den zweiten Term sofort vernachléssigen und
erkennen zudem, dass im Nenner der quadratische Term dominieren wird. Es gilt daher:

Qi1 ioco, 2ki 2k (6.48)

a; i2 )
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Ahnlich wie beim harmonischen Oszillator versuchen wir nun festzustellen, welcher Funktion
dieses asymptotische Verhalten (6.48) entspricht. Wir finden:

2kr __ - (2]{37”)1 _ - 7
e _; 7 ngir (6.49)

Bilden wir basierend auf dieser Taylor-Entwicklung wieder das Verhéltnis zwischen zwei aufein-
anderfolgenden Entwicklungskoeffizienten:

biv1  (2k)1 2k isoo, 2k

b ((+1)!(2k)  i+1 '
Wir haben also eine Funktion gefunden, welche im Limes ¢ — oo das gleiche Verhalten zeigt
wie die Entwicklungskoeffizienten a; der Radialwellenfunktion (6.44). Der i-te Term der Reihe
(6.44) lautet:
R(z) (7,) _ e—krai Tl—i—z'

Dabei haben wir das Ergebnis a = [ bereits berticksichtigt. Lassen wir ¢ gegen unendlich gehen,

dann konnen wir, wie gerade gezeigt, a; durch e?*" ersetzen:
ke =i 00, 2R e 14 (B49) O~ ke ok i4i _ N b I
R(r)=e Zair —>—,Ze a; T = Ze e“"r :Ze T
i=0 i=0 i=0 i=0

Wir haben jetzt das Problem, dass mit unserem Exponentialansatz der Entwicklungskoeffizi-
enten die Dirichlet-Randbedingung u(r — c0) = R(r — oo) — 0 nicht erfiillt werden kann,
da die Exponentialfunktion e*” divergiert. Um die Divergenz im Grenzfall zu vermeiden, muss
die Rekursionsbeziehung an irgendeiner Stelle abgebrochen werden. Wir definieren fiir die Re-
kursionsrelation aus (6.47) daher eine Abbruchbedingung i = n,., wobei wir n, als die radiale
Quantenzahl bezeichnen. Fiir alle 7 > n, sollen sdmtliche a; verschwinden. Damit diese Bedin-
gung erfiillt ist muss gelten:

(6.47) 2[k(l4+n, + 1) — Z/ao) Z
20 o, — k(l+n +1)—==0 6.50
“ 20+ 1)(ny +1) + np(ny + 1) _( +n_/) agp (6.50)

!
0 = anr+l

Da n, den maximalen Polynomialgrad der Potenzreihe (6.44) angibt, bestimmt die radiale Quan-
tenzahl natiirlicherweise auch die Anzahl der Nullstellen beziehungsweise die Anzahl der Knoten
der Radialwellenfunktion. Wir kénnen nun, wie in (6.50) gezeigt, die Energie- oder Hauptquan-
tenzahl n definieren:

n=I0l+n+1 mit n>1 (6.51)

Anders als die Energiequantenzahl im harmonischen Oszillator (welche ebenso durch n repra-
sentiert wird), kann im Falle des Wasserstoffatoms n nicht Null werden. Der Bahndrehimpuls-
quantenzahl [ kann nach (6.51) angeschrieben werden als:

l=n—-n,—1 mit 0<[<n-1 (6.52)

Dass I > 0 sein muss, wissen wir bereits aus der Theorie des Drehimpulses. | = n — 1 gilt im
Spezialfall, dass n, = 0. Durch einfache Umformung von (6.50) kénnen wir auch die Wellenzahl
k = k,, als diskrete Funktion der Hauptquantenzahl n ausdricken:
Z

kp=— 6.53
- (6.53)

Setzen wir dies in (6.30) ein, konnen wir jeder Hauptquantenzahl n eine Energie €, zuordnen:
h2k?2 B th 72
2u  2uagn?

En = (6.54)
Die Hauptquantenzahl n repréisentiert also verschiedene (diskrete) Energieniveaus des Wasser-
stoffatoms! Wir kénnen die Konstanten in (6.54) in der sogenannten Rydberg-Konstante Ry zu-
sammenfassen und erhalten fiir die Eigenenergien den folgenden, kompakten Ausdruck, welcher
quadratisch mit der Hauptquantenzahl n zunimmt:
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z: h?
En = —Ryﬁ mit Ry = Sl (6.55)

Die Energie €,, wird nun ohne Betrag angeschrieben, wobei wir uns erinnern, dass als Bindungs-
zustand negative Eigenenergien haben miissen. Durch die indirekte Proportionalitdt zu 1/n?
nédhern wir uns mit immer héherer Energiequantenzahl €,, — 0 an; die Energie welche notwen-
dig ist, ein Elektron von einem Niveau n bis zu €, = 0 zu heben, nennt man Ionisationsenergie.
Wird diese Energie erreicht, kann das Elektron aus dem Atom ,ausbrechen“ und lasst im Falle
des Wasserstoffs ein Proton zuriick: Das Wasserstoffatom H ist ionisiert zu H™.

Fiihrt man weniger Energie zu, kommt es zu einem spektralen Ubergang, welchen wir formal
bereits in (1.44) beschrieben haben. Bei der Zugabe von Energie heben wir das Elektron von
einem niedrigeren Niveau in ein hoheres; das Elektron kann aber auch von einem energetisch
hoher liegendem Niveau in ein tiefer liegendes fallen. Gilt n > m setzen wir so in Form eines
Photons die folgende Energie um:

Die radialen Eigenfunktionen kénnen wir ausdriicken, indem wir Ausdruck (6.44) heranziehen,
uns erinnern, dass « = [ ist, und die Reihe statt bis unendlich nur bis ¢ = n, laufen lassen. Dann
erhalten wir:

R, (r)=e ™ Y 't (6.56)
=0

Die Entwicklungskoeffizienten miissen sukzessive tiber die Rekursionsrelation aus (6.47) berech-
net werden. Im folgenden Abschnitt werden wir uns mit einer Loésungsstrategie beschéftigen,
welche fiir n, und [ direkt zu einer Wellenfunktion fiihrt.

6.2.2 Ldsung iiber die Laguerre-Differentialgleichung

Wir haben die Differentialgleichung der Radialwellenfunktion bislang mit der Frobenius-Methode
iiber einen Potenzreihenansatz behandelt und so erfolgreich die Eigenenergien bestimmt. An
dieser Stelle wollen wir aber auf den Potenzreihenansatz verzichten und stattdessen auf den
folgenden Ansatz mit einer allgemeinen Funktion ¢(r) = ¢ wechseln:

y(r) =r*Tq(r) (6.57)

Bevor wir diesen Ansatz in die Ausgangsgleichung (6.38) einsetzen, berechnen wir als Neben-
rechnung die darin auftretende erste und zweite Ableitung unseres Ansatzes aus (6.57):

7d a+l — o a+1 dq o a+l (OZ + ].) dq
dr<r q)—(a+1)r q+r =T — +dr]
d2 a+1 d o a+1 dq
d d d2 .
= 0o+ 1~ ok e (o r gl e

—_ T,aJrl

r2 9 r dr = dr?

ala+1) N 2(a+1)dg dQQ]
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Setzen wir nun (6.57) und die zwei Ausdriicke aus (6.58) in die initiale Differentialgleichung
(6.38) ein, erhalten wir:

dr? dr r r ao

d? d I(1+1 27 (.
a= (T,a-i-lq) _op % (ra+1q) _ ol ( :; )q+7qa+17 (6.58)

= dr2 dr agrq
[ 1) 2a+1)dg d? 1 dg 1(1+1 27
et |@la ) Aot Dde  dgp (@t ]) gy de WAL L 27 )
I r2 rdr  dr? r dr r2 aor
[ D—il+1) 2a+1)% 2k(a+1)q d dg 27
_ ot a(a+)2 (+)q+ (a+1)gt (a+1)q G L A
i r r dr dr  apr
r dgq 2
_ a1 |ale+ 1) —I(+1) 9 1 o — ke dq o | 22
_ 219ty 27 6.59
" I r2 a+2a+l) r * dr? dr * aorq (6.59)
An dieser Stelle fithren wir die folgende Substitution durch:
Y dr 1 dy
"Tk dy & dr (6.60)

Mit dieser Substitution wird aus der Funktion g = ¢(r) eine Funktion ¢ = ¢(y), und wir miissen
entsprechend noch zusétzlich die folgende Umwandlung beriicksichtigen:

dg _ dqdy (6.60) dg
— =" —k 6.61
dr dy dr dy (6.61)

Wir setzen setzen erneut (6.60) und (6.61) in (6.59) ein:

0:(Z>a+1 a(a+(2/;)l2(l+l)ﬁ2( +1)kd2/kkq+k2flzg_2k2;lz+j§q

( )a+1 O‘+1)y2_l(l+1)k2q+2(a+1)]j (jz_ >+k2$—2k2§3+2£§q] _
l;(k)aH (a+1)y_l(l+l)q+2(a+1)(j§—q>+y$—2y§g+§fkq]_
:ky {322+[2(a+1)—2y]3q+{O‘(O‘H)y_mﬂ) 2 H)HZJ } (6.62)

Dahingehend koénnen wir durch eine weitere einfache Umformung — welche dem letzten Term in
(6.62) entspricht — von (6.53) anschreiben:

n=—— 6.63
aok (6.63)
Wir miissen erneut substituieren um eine Vereinfachung zu erzielen. Wir definieren:

x dy 1 dx
Y73 de 2 dy ( )
Mit dieser Substitution wird aus der Funktion ¢ = ¢(y) eine Funktion ¢ = ¢(z), und wir miissen
entsprechend noch zuséatzlich die folgende Umwandlung beriicksichtigen:
dq dq dx (6.64) _dq

=" 92— .
dy dx dy dx (6.65)
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Wir setzen nun (6.63), (6.64) und (6.65) in (6.62) ein:

T a X 2 ol —

Oz(kﬁ)l 24d$g+[2(a+1)—x]2flz+[ ( +1;/21(l+1)—2(a+1)+2n}q}:
% 2 ala .

= 2x2x2+2[2(a+1)_x}$+2[ ( +1)x l(l+1)_(a+1)+n]q}:
Jr 2 ala .

ZW{w$+[2(a+1)—x]$+[ : +1)$ l(l+1)—(a+1)+n}q}

Da der gesamte Ausdruck verschwinden soll, kénnen wir den Term vor der geschwungenen Klam-
mer kiirzen:

ala+1)=1(1+1)

{xjﬂ+[z(a+1)_x}$+{ —<a+1)+n}}q(x):o

Zudem wissen wir von (6.43), dass a = [ ist. Damit kiirzt sich ein weiterer Term weg:

d? d Jll+1)—1(l+1
o:{xw+[2(z+1)_x]dx+{(+ ):U (t+ )—(z+1)+n”q(z):
Y (S YSP R I -1 =
= (e Rl o) -
=x2¢"+(B+1—2)¢ +wqg mit F=21+1 und w=n—-1-1 (6.66)

Mit den Substitutionen § = 2l 4+ 1 und w = n — 1 — 1 haben wir diese Gleichung auf eine Form
gebracht, welche der Laguerre’schen Differentialgleichung aus (10.28) entspricht. In Kapitel 10.4
des Anhangs ist hergeleitet, dass die Laguerre-Polynome LY () die Losungen dieser Differen-
tialgleichung darstellen, welche z.B. durch die Rodrigues-Formel (10.31) ausgedriickt werden
konnen: . o wis ”
VT Pe

Llﬁv(a:) = E:p Bew—dxw
Die Losungen der Differentialgleichung (6.66) in Abhéngigkeit von den Quantenzahlen n und !
kénnen also so angeschrieben werden:

(6.67)

q(z) =L (z) mit f=214+1 und w=n—1—1 (6.68)

Zur Bestimmung der Radialwellenfunktion R(r) = R.(r) miissen zunichst die Substitutionen
(6.32), (6.37), (6.57) und (6.43) riickgéngig gemacht werden, bevor wir Lésung (6.68) verwenden
konnen:

(6.32) 1 6.37) 1 4, 657 1 4. 4 (6.43) _p, (6.68)
(r) 2 Lur) O20 Lebryr) O Lohritgr) 029 ookrptgry 628

R (r) = e %Ll (x(r)) (6.69)

n

Durch Umkehren der Substitutionen (6.64), (6.60) und (6.63) erhalten wir z = 2y, y = kr und
k = Z/(agn). Damit konnen wir erreichen, dass auch die rechte Seite von Gleichung (6.69) direkt
von r abhéngt:

) ) 63) 27
1 020 3 00 oy, 039 227 (670
aogn
. . _ Zr . _ Zr 27
R ) 2 il @) O L ) (e m L (T0) e
0
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Wir setzen fiir  in L2 (x) also den Audruck (227)/(agn) ein. Damit miissen wir die w-te Ab-
leitung nach x in der Rodrigues-Formel (6.67) auch durch die w-te Ableitung nach r ersetzen.
Dazu berechnen wir:

dx (6.70) 274 dr  agn
hatndi bt et e 6.72
dr apn dx 27 ( )
und
dv(zvtPe=®)  d¥(zvTPe=?) d¥r (6.72) d¥(zVTFe ") (cmn)w (6.70)
dxw N drw dzv drw 27 N
(aon)w v <2Zr)w+ﬂ -
= — —_— — e anmn f—
27 drv agn
_ <(lr()7l/)“j <22)w (2Z)5 ﬁ |:r’w+ﬁei§,::| —
27 apn apn/) drv
27 B d¥ i _2Zr
— - - w B agn
(aon) g {7‘ e 9 ] (6.73)

Setzen wir schliellich die Substitutionen f = 2l + 1 und w = n — [ — 1 in (6.71) ein, und
berticksichtigen zusitzlich noch die Normierung [;°r?|RL(r)[?dr = 1, kdénnen wir folgenden
Ausdruck fiir die Radialwellenfunktion anschreiben:

3
2 [(n—1-1/2Z\2 (2Zr\! _2z= 27r
Ry - 2 Z\E (227 -2 pan <_> 6.74
n(7) 2\ D) (Go) (a0n> e " Lnli |\ gon (6.74)
L |
mit L8 (z) "B 3 (™ WHP) __m

(w —m)Y(B+m)!m!

Unter Verwendung der Rodrigues-Formel (6.67) und der Substitution (6.73) lasst sich die Radi-
alwellenfunktion (6.74) wie folgt umschreiben:

— 1 =173 l r —2l-1 » gn—Il—1 -
RL(r) = 2 [(n-1-1)Z <2Zr> o 1 <2Zr) S d [Tn+le—3§n}
n?2\ (n+1)! a} \aon (n—1-1)! \apn drn=i=1

entsprechend (6.74) 121+1 (2Z7‘

n—Il—-1\ agn

) gemif (6.67) und (6.73)

Nach dem Kiirzen bleibt der folgende alternative Ausdruck fiir die Radialwellenfunktion:

3
2 1 Z\2 [ 2Z\! zr gn—i-1 _2zr
Loy 2 A 24\ g Zoan Ty -2
B (r) = n2\/(n—l— Dl(n+1)! (a()) <a0n> " e drn—1-1 [T € } (6.3

Wir erkennen, dass nur fiir [ = 0 an 7 = 0 die Radialwellenfunktion R2 von Null verschieden ist;
hat das Elektron eine Drehimpulskomponente | > 0 verschwindet die Wellenfunktion fiir » = 0.

Zur Erinnerung: Um eine Eigenfunktion ¢, (r, 9, ¢) des Wassertstoffatoms im Zustand n, 1, m
vollstandig darzustellen, miissen wir nur das Ergebnis (6.74) oder (6.75) verwenden, und dann
die Separation (6.22) riickgéngig machen:

Srim (19, 0) ©Z RL (1) Y™ (9, ) (6.76)
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Abb. 35: Ausgewihlte Beispiele fiir Radialwellenfunktionen R (x) (oben) und deren Wahr-
scheinlichkeitsdichten |RL(x)| (unten). (links) Ohne Knoten. (rechts) Ein (RJ, R3)

bzw. zwei (RY) radiale Knoten.

6.3 Energieniveaus und Notation

Die Energieniveaus im Wasserstoffatom folgen einem vergleichsweise einfachen Gesetz der Form:

En = _Ryﬁ

Die Rydberg-Konstante Ry ~ 13.605¢eV legt den tiefsten Energiewert, also den Grundzustand,
bei n = 1 fest; durch die quadratische Abhédngigkeit von der Hauptquantenzahl n nimmt die
Energie mit wachsendem n zu. Uns fillt auf, dass die Energie €,, nicht von den anderen Quanten-
zahlen zur Beschreibung der Winkelanteile des Wasserstoffatoms abhéngt: der Bahndrehimpuls-
und der magnetischen Quantenzahl [ und m. Unsere Energieniveau sind also in [ und m ent-
artet! Was zwar auf erstem Blick recht praktisch wirkt, ist eigentlich einem ,Fehler* in unsere
Ableitung geschuldet: Wir haben die Eigenenergien des Wasserstoffatoms nicht-relativistisch ge-

rechnet!

Der Fehler kann behoben werden, indem wir anstatt der Schrédingergleichung die Diracgleichung
l6sen, da diese die Quantentheorie und die Relativitdtstheorie verschmelzen kann. In diesem Fall
werden wir aber erkennen, dass unsere ,,LLosung” eine Naherung der tatsichlichen Losung ist,

welche mitunter die Entartung von [ aufhebt.
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1=0 =1 1=2 =3 =4
n=4
n=3
n=2
=2
n=1

Abb. 36: Schematische Darstellung der Energieniveaus des Wasserstoffatoms: Hervorgehoben
ist zudem der Zustand |n,l) = |3,2) und dessen magnetische Aufspaltung nach m.

=0 =1 1=2 1=3 =4
_ ¥
"= ;1 Brackett
" Paschen
n=2 Balmer
n=1 Lyman

Abb. 37: Emissionsfolgen spektraler Ubergénge: Nach (1.44) hingt die Energie des emittierten
Photons vom Abstand der Spektrallinien ab.
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6 Wasserstoffatom

Die Entartung der magnetischen Quantenzahl m bleibt ohne weitere Annahmen allerdings wei-
terhin bestehen — erst wenn wir unser Wasserstoffatom in ein externes Magnetfeld B einbringen,
kommt es auch zu einer energetischen Aufspaltung nach m.

Findet sich nun ein Elektron in einem Orbital n > 1 wieder, mdchte es aus energetischen
Griinden wieder in den Grundzustand n = 1 (beziehungsweise in einen anderen giinstigeren
Zustand) zuriickfallen. Dabei wird Energie frei, welche als ein Photon mit Frequenz vy, = Ac/h
umgesetzt wird und der Differenz der beiden Energieniveaus entspricht:

1 1
AszRy( >

m2 n?

Wir finden verschiedene solcher Emissionsserien, welche charakterisiert werden, durch den fina-
len Zustand n des Zerfall (beispielsweise fithrt ein Zerfall der Balmer-Serie immer auf n = 2).

Bisher haben zur Charakterisierung des Zustandes eines Elektrons, gebunden in einem wasser-
stoffahnlichen System, drei Quantenzahlen gefunden: die Hauptquantenzahl n, die Bahndrehim-
pulsquantenzahl [ und die magnetische Quantenzahl m. Wéhrend n die Energie des Elektrons
und dessen maximal erreichbaren Drehimpuls (n — 1 > [) festlegt, bestimmt [ die Paritdt des
Zustandes iiber einen (—1)!-Term aus (5.123). m spielt energetisch tatsichlich nur eine Rolle,
falls ein externes Magnetfeld vorhanden ist — ansonsten beeinflusst die magnetische Quantenzahl
mit [ die eigentliche Geometrie unseres Zustandes.

Fiir die einzelnen Drehimpulsquantenzahlen [ konnen wir eine neue Notation einfithren:

1=0,1,2,3,4,... = l=s,p,d,f,g,... (6.77)

Betrachten wir ein Beispiel eines Zustandes: Unser Elektron ist charakterisiert durch die Quan-
tenzahlen n = 3 und | = 1. Wir bezeichnen diesen Zustand in unserer (spektroskopischen)
Kurzschreibweise als 3p-Zustand.
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7 Spin

Motivation: Spin

Nach dem Bohr’schen Atommodell bewegen sich Elektronen auf Bahnen um den Kern,
denen ein quantisierter Drehimpuls zugeordnet werden kann. Nun stellt sich die Frage, ob
das Elektron — analog zu einem Planeten — auch einen Eigendrehimpuls (Spin) aufweist,
beziehungsweise ob dies fiir ein punktférmiges Teilchen {iberhaupt mdoglich ist.

Der von OTTO STERN und WALTHER GERLACH durchgefiihrte Stern-Gerlach-Versuch von
1922 stellt in diesem Kontext das zentrale Experiment dar, in welchem (unwissentlich) der
Spin des Elektrons erstmals nachgewiesen wurde (siehe Abbildung 39). Dabei durchfliegt
ein Strahl aus Silberatomen ein inhomogenes Magnetfeld. Die Elektronenkonfiguration ei-
nes Silberatoms besteht aus einer abgeschlossenen Schale plus einem 5s-Elektron. Aufgrund
dieser Konfiguration sollte der Gesamtdrehimpuls eines Silberatoms eigentlich Null sein.
Es zeigt sich aber, dass der einlaufende Atomstrahl im inhomogenen Magnetfeld in zwei
auslaufende Strahlen aufgespalten wird. Ware das Elektron in einem p-Orbital (I = 1),
miisste es aufgrund der Entartung (2] + 1), drei auslaufende Strahlen geben. Die Beobach-
tung von zwei Strahlen ldsst sich nur mit einem halbzahligen Drehimpuls des Elektrons
erkldren. Dieser innere Drehimpuls beziehungsweise Spin des Elektrons wurde erst 1928
von PAUL DIRAC mit der relativistischen Quantenmechanik theoretisch erklart.

7.1 Magnetisches Moment

In den bisherigen Kapiteln haben wir bereits das Elektron im Wasserstoffatom diskutiert und
die geometrische Form der Wellenfunktionen analytisch in der Ortsdarstellung berechnet. Eine
weitere Grofle, welche mit dem Drehimpuls L zusammenhéngt, haben wir jedoch noch nicht
besprochen: das magnetische (Dipol-)Moment g.

Bevor wir konkret das magnetische Moment beschreiben, wiederholen wir den klassischen Dre-
himpuls L. Er kann folgendermafien angeschrieben werden:

L=rxp=m(rxv)=m(rXx(wxr)) (7.1)

Mit der ,bac-cab“-Rechenregel a x (b xc) = b(a-c) —c(a-b) und |r| = r kann man dies
umwandeln zu:

L=mw r)—r(- w)=mrw (7.2)

Sind wir am Betrag des Drehimpulses |L| interessiert, erhalten wir mit |w| = w und der Rotati-
onsperiode T = 27 /w beziehungsweise w = 27 /T":

Ll = mr2 2t .
||m7‘T (7.3)

Das klassische magnetische (Dipol-)Moment ist in der klassischen Physik gegeben durch das
Produkt des Stroms I und der Fliche A:
p=IA (7.4)

Betrachten wir konkret ein geladenes Punktteilchen (beispielsweise ein Elektron) mit der Ladung
g auf einer Kreisbahn mit Rotationsperiodendauer T — der Strom I ergibt sich somit als I = ¢/T.
Fiir die Kreisfliche gilt |A| = 772, wobei A in Richtung der Flichennormale e, zeigt und dieselbe
Orientierung wie L beziehungsweise w aufweist. Wenn wir in (7.4) einsetzen, erhalten wir:

p= %m“z e, (7.5)
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Formen wir den Drehimpulsbetrag |L| aus (7.3) nach 7" um und setzen in (7.5) ein, erhalten wir
einen Zusammenhang zwischen g und L.

L
q|L| 2 €

2mmr?

q
n — 7L = L .
© 2m (7.6)

2me
Im letzten Schritt haben wir, da wir uns vorrangig mit dem Elektron befassen, fiir die Ladung
q die negative Elementarladung —e, und fiir m die Elektronenmasse m, eingesetzt. Wegen der
negativen Ladung zeigt das magnetische Moment g in die dem Drehimpuls L entgegengesetzte
Richtung. Die relative Lange von p in Bezug auf L wird das gyromagnetische Verhdltnis ~r,
genannt und lésst sich folgendermafien berechnen:

n
M= H (7.7)

Eine Konsequenz des semi-klassischen Bohr’schen Atommodells fiir das Elektron ist das Bohr’sche
Magneton pug = 9.274 x 10724 J T~L. Dieses ist definiert als der Betrag des magnetischen Mo-
ments, den ein Elektron mit der im Bohr-Modell niedrigsten Bahndrehimpulsquantenzahl (I = 1
mit |L| = 1h) auf seinem Umlauf auf einer Kreisbahn (mit dem Bohr’schen Radius ag) um den

Kern erzeugt:
eh

- 2me

HB (7.8)

Fir das gyromagnetische Verhéltnis 71, des Elektrons finden wir also mithilfe des Bohr’schen
Magnetons up die Relation:

_ e hayps
- 2me.h K
Soweit die klassische Betrachtung. Der Ubergang von der klassischen in die Quantenmechanik

erfolgt iiber das Korrespondenzprinzip; der Drehimpulsoperator L wurde bereits in (5.1) definiert
und ist gegeben durch:

ol (7.9)

L=fxp
Ebenso durch das Korrespondenzprinzip kénnen wir nun auch einen neuen Operator fiir die Ob-
servable des magnetischen Moments fi bilden. Wir fiihren hier vorerst ohne weitere Annahmen
einen zuséatzlichen Faktor g; ein, welchen wir allgemein als Landé-Faktor des Bahndrehimpul-
ses bezeichnen werden. Spéter werden wir auch fiir andere Drehimpulsgrofien unterschiedliche
Landé-Faktoren finden; im Falle des Bahndrehimpulses L gilt jedoch trivialerweise g, = 1. Unter
Beriicksichtigung von gr, und mit Hilfe von (7.6) finden wir:

fu=sen(g) =L g L (7.10)

Dabei ist sgn(q) das Vorzeichen der Ladung ¢ des betrachteten Teilchens; im Falle des Elektrons
ist sgn(q) = sgn(—e) = —1. Eine dquivalente, verkiirzte Formulierung wére fi = sgn(q)yr, L. Aus
(7.10) erkennt man: Ist L in Einheiten von A quantisiert, ist auch f in Einheiten von pup quan-
tisiert. Lassen wir aulerdem nun f auf einen Eigenzustand des Drehimpulsoperators wirken,
konnen wir mit den bereits bekannten Relationen (5.59), (5.60) und (5.61) einfache Ergebnisse
ableiten.

Wir haben in den vorhergegangenen Kapiteln als Vorzugsachse des Drehimpulses immer die z-
Richtung gewéhlt; in z- und y-Richtung kénnen wir durch die Unschérferelation keine ,,scharfen®
Messwerte erhalten. Allerdings kénnen wir unser Koordinatensystem immer so drehen, dass
wir die einfachen Eigenwert-Beziehungen (5.60) und (5.115) ausnutzen kénnen. Auch innerhalb
dieses Kapitels werden wir im Falle des Spins und allgemeiner Drehimpulse diese Konvention
wahren und willkiirlich die z-Richtung als Vorzugsachse festlegen.
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Abb. 38: Schematische Darstellung von Drehimpuls L und magnetischem Moment fi;, wobei
der Einfachheit halber das gyromagnetische Verhéltnis v1, = 1 gesetzt wurde.

7.1.1 Energie im Magnetfeld

Die Existenz eines magnetischen Moments ist insofern interessant, als es beim Vorhandensein
eines magnetischen Feldes B zu einer Verdnderung der Energie kommt. Dementsprechend wer-
den sich so die Eigenenergien und die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators H verdndern.
Betrachten wir vorerst wieder den klassischen Fall eines magnetischen Dipols in einem externen
Magnetfeld B. Die potentielle, magnetische Energie ist gegeben durch:
(7.6) 4B

Liegt ein inhomogenes Magnetfeld vor, kommt es zusdtzlich zu einer Kraftwirkung F,, auf das
Dipolmoment:

F,=-vEg, 2 -“Ev(LB) (7.12)

Wir wéhlen der Einfachheit halber unser Koordinatensystem so, dass unser Magnetfeld nur in
die z-Richtung zeigt: B = Be,. Die potentielle Energie E, aus (7.11) vereinfacht sich so, dass
wir die z- und y-Richtung des Drehimpulses (und daher in einer folgenden quantenmechanisches
Beschreibung die Drehimpulsoperatoren L, und f}y) vernachlassigen koénnen:

_ kBB

Eiu‘yz h

L, (7.13)
Uber das Korrespondenzprinzip kénnen wir mit (7.13) einen Energieoperator H B, fiir ein Elek-
tron im gerichteten Magnetfeld definieren (wobei wir auflerdem den Landé-Faktor g, beriick-
sichtigen). Im gleichen Zug werden wir Hp , in Kugelkoordinaten anschreiben — wir kennen L,
in diesen Koordinaten bereits aus (5.108):

&~ MBILB 2 (5.108)

N . 0
HB,Z = 3 Lz = —’L,U,BgLB% (714)

Die Eigenfunktionen von I B,» sind in der Ortsdarstellung die Kugelflichenfunktionen. Gehen
wir von einem abstrakten Eigenzustand des Drehimpulsoperators |I, m) aus, konnen nach (5.60)
die Eigenwerte einfach berechnet werden zu:

A B . 5.60
Ay |l,m) = MBTQLLZ 1, m) "2 s Baim |1, m) (7.15)

Liegt ein externes Magnetfeld vor, konnen die ansonsten entarteten Zustande, welche durch die

magnetische Quantenzahl m charakterisiert sind, aufspalten! Man spricht in diesem Fall vom
normalen Zeeman-Effekt.
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7.2 Stern-Gerlach-Apparat

Betrachten wir den Aufbau eines Stern-Gerlach-Apparates wie in Abbildung 39 dargestellt. Ein
Strahl von Silberatomen mit wohldefinierter Geschwindigkeit wird durch ein stark inhomoge-
nes Magnetfeld B mit einer durch die Polschuhe des Magneten vorgegebenen Orientierung n
geschickt.

)

)

Abb. 39: Skizze des Stern-Gerlach-Versuchs mit zweifacher Aufspaltung des Teilchenstrahls.

Es wirkt nun analog zu (7.12) die folgende Kraft F auf jedes Teilchen:
F=-V(—p-B)=V(u-B) (7.16)

e stellt das magnetische Moment dar. Es ist wichtig zu verstehen, dass diese ablenkende Kraft
nicht die Lorentzkraft ist, sondern durch das magnetische Moment entsteht. Deshalb ist es auch
wichtig, fiir das Experiment ungeladene Teilchen zu verwenden, da die Lorentzkraft das Ergebnis
sonst vollig iiberlagern wiirde. Nehmen wir die Ausrichtung des Magnetfeldes als die z-Richtung
an, dann vereinfacht sich Ausdruck (7.16) zu:

F = <,uzaa§) e, (7.17)

Fiir eine endliche Kraft auf die Teilchen ist es fiir das Experiment somit essentiell, dass das
Magnetfeld tatséchlich einen endlichen Gradienten %—5 # 0 aufweist. Ist das Magnetfeld jedoch
entlang einer beliebigen Richtung n orientiert, kann man Ausdruck (7.16) auch folgendermaflen
anschreiben:

F = (]ulgf cos(a)) n (7.18)

Hier soll g—f die Ableitung von B = |B| in Richtung von n sein, und « den Winkel zwischen p
und B darstellen.

Im Stern-Gerlach-Experiment wurde nun eine Aufspaltung des Strahls von Silberatomen in zwei
Teilstrahlen beobachtet. Beim Versuch, die Aufspaltung klassisch zu interpretieren, kénnte man
zum Schluss kommen, dass das Drehmoment der Teilchen nicht statistisch verteilt ist, sondern
dass in der Teilchenquelle nur zwei Teilchengruppen erzeugt werden: Jene mit einem Drehimpuls
parallel zum Magnetfeld, und solche mit einem Drehimpuls antiparallel zum Magnetfeld. Das
Problem mit dieser Interpretation ist aber, dass das Messergebnis vollig unabhéngig von der Aus-
richtung des Magnetfeldes ist. Egal, wie man das Magnetfeld ausrichtet, man beobachtet immer
die Aufteilung in zwei Teilstrahlen! Das ergibt aus klassischer Sicht keinen Sinn und auch STERN
und GERLACH waren vom Ergebnis ihres Experiments verwirrt. Sie hofften zwar die (beobachte-
te) Quantelung des magnetischen Moments nachweisen zu kénnen, aber ein Bahndrehimpuls mit
ganzzahliger Drehimpulsquantenzahl [ = 1 hétte geméf der dreifachen magnetischen Entartung
p(1) =(2-1+1) =3 nach (5.64) zu drei Teilstrahlen fithren missen.

Eine mogliche Losung dieses Problems bietet sich an, wenn wir von halbzahligen Drehimpulsen
ausgehen.
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7.3 Postulat des Spins

In Kapitel zum Drehimpuls haben wir entschieden, die Drehimpulsquantenzahl j aus (5.56) fiir
den Bahndrehimpuls in / umzubenennen, und nur positive, ganzzahlige Werte zu zuzulassen. Es
ist aber fiir die allgemeinen Drehimpulsquantenzahl j auch zuléssig, positive, halbzahlige Werte
zu wahlen. Solche halbzahligen Drehimpulsquantenzahlen werden wir fortan dem ,,Spin“ zuord-
nen, wobei wir uns an dieser Stelle mit dem Spin eines einzelnen Elektrons beschéftigen wollen.
Anstatt eines ganzzahligen Drehimpulses j wird fiir den Spin j = s = % gewidhlt, in Uberein-
stimmung mit der zweifachen Aufspaltung des Atomstrahls im Stern-Gerlach-Experiment. Die
zugehorigen Operatoren benennen wir S2 und S.. Sie funktionieren dquivalent zu den Bahn-
drehimpulsoperatoren L2 und f)z, und folgen auch dieselben Eigenwertbeziehungen mit den

Eigenfunktionen |s, my).

Um die beiden Linien im Stern-Gerlach-Experiment tatséchlich erkldren zu kdnnen, muss analog
zum Bahndrehimpuls auch zum Spin ein magnetisches (Spin-)Moment fi4 existieren. Abhingig
vom tatséchlichen Wert des Spins (hier ist s = %) erhalten wir fiir die magnetische Komponente
ms folgende Anzahl von Realisierungsmoglichkeiten:

2s+1=2
Allgemein gilt fiir die magnetische Komponente mg des Spins s, dass dieser im Wertebereich
mg = —S,—s+1,...,8 — 1, s liegen muss. Im Falle eines einzelnen Spins mit s = % kann myg
daher nur zwei Werte annehmen, welche wir anschreiben kénnen als:
1
me = iﬁ (7.19)

Eine klare Interpretation des Spins ist schwierig; es bietet sich zwar an, den Elektronenspin
als eine Art ,Figendrehimpuls“ zu verstehen, bei genauerer Betrachtung schlégt jedoch die-
se klassische Interpretation fehl. Das liegt daran, dass die Geschwindigkeit v, mit welcher der
~Aquator® eines Elektrons mit klassischem Elektronenradius rotieren miisste, die Lichtgeschwin-
digkeit tibersteigen wiirde (v > c).

Der Spin weist noch eine weitere verbliiffende Eigenheit auf: Erst bei einer Rotation um ¢ =
47 geht eine Wellenfunktion wieder in sich selbst iiber. Fiir den Bahndrehimpuls erhalten wir
hingegen ¢ = 27, was der klassischen Erwartung entspricht. Es ist so, als miisse ein Elektron
n,zweimal um die eigene Achse rotieren® bevor es wieder ,,gleich aussieht”. Erkldrbar ist dies
durch die magnetische Quantenzahl mg des Spins, die halbzahlig ist und somit die Phase einer
Wellenfunktion auch nur halb so schnell rotieren lésst:

exp(imsp) = exp (zi) = oxp {z ((g + QW)] = exp {z’wfﬂ)]

Eine kohérente Beschreibung des Spins wird erst iiber die Losung der Diracgleichung méglich,
welche eine relativistische Erweiterung der Schréodingergleichung darstellt. Anstatt den Spin, wie
im nicht-relativistischen Fall einfach zu postulieren und kiinstlich einzufiihren, erhalten wir aus
der Losung der Diracgleichung sowohl den Spin, als auch Antiteilchen auf natiirliche Art und
Weise.

7.4 Eigensystem Spin

Im folgenden Kapitel werden wir uns mit einem reinen Spinsystem s = % befassen (es liegt also

kein Bahndrehimpuls L vor) um die relevanten Eigenwertgleichungen, Operatoren und Darstel-
lungsweisen kennenzulernen. Beginnen wir mit einer Betrachtung des magnetischen Moments
des Spins fi:

N EB &

s = sgn(q)?gs S (7.20)
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Dabei ist sgn(q) das Vorzeichen der Ladung ¢ des betrachteten Teilchens; im Falle des Elektrons
ist sgn(q) = sgn(—e) = —1. Beim Elektron nimmt der Landé-Faktor g, nicht mehr den trivialen
Wert 1 an; es gilt konkret fiir den Elektronenspin:

gs = 2.002319... ~ 2 (7.21)

Der ndherungsweise richtige Faktor g, = 2 ldsst sich durch Loésung der Diracgleichung fiir Fer-
mionen herleiten. Eine Betrachtung im Rahmen der Quantenfeldtheorie ermdglicht ein noch
klareres Bild und die Bestimmung der Nachkommastellen.

7.4.1 Spin-Operatoren und -Kommutatoren

Als ein Drehimpulsoperator erfiillt der Spinoperator S die gleichen Kommutatorbeziehungen
wie der Bahndrehimpuls L und ist zudem ein Generator von Drehungen. Berechnen wir den
Kommutator zwischen zwei Spinoperatoren ist folgende Beziehung immer erfiillt (anstelle von
Sj konnte hier jeder Vektoroperator V] eingesetzt werden):

[S'l', S'J] = iheiijk (7.22)

Wir kénnen gleichzeitig zwei dem Spin zugehorlge Quantenzahlen scharf messen: die Observable
S? und eine einzige Komponente des Spins Sz, wobei wir uns hier, wie iiblich, auf die z-Richtung
festlegen. S2 und S, sind kompatibel und lassen sich somit gleichzeitig messen:

[S§2,5,] =0 (7.23)

Beziehung (7.23) ermdglicht uns wieder, ein gemeinsames Elgensystem zwischen dem Betrag
des Spinoperators S2 und einer willkiirlichen Spin-Komponente S, zu finden. (7.22) verbietet
zudem, dass gleichzeitig verschiedene Komponenten des Spins gemessen werden kénnen, sodass
unsere Festlegung auf die z-Komponente dazu fithrt, dass wir die z- und y-Komponenten nicht
zugleich scharf messen konnen.

Wir wissen nun, welche Observablen wir gleichzeitig bestimmen kénnen. Aber was ist die Wir-
kung der zugehorigen Operatoren? Da wir nur die allgemeine Drehimpulsquantenzahl j im Falle
des Spins in s umbenannt haben (statt, wie beim Bahndrehimpuls, in /), kennen wir die Antwort
bereits: Es gelten die bereits bekannten Relationen (5.59), (5.60) und (5.61), nur ersetzen wir
die Bahndrehimpulsquantenzahl [ mit der Spinquantenzahl s, und die magnetische Drehimpuls-
quantenzahl m mit magnetischen Spinquantenzahl mg. Der Betragsoperator des Spins S? wirkt
daher auf einen Spineigenzustand |s, ms) auf folgende Weise:

S%|s,ms) = h2s(s + 1) |s, ms) (7.24)

Die z-Komponente des Spins fithrt uns auf einen Eigenwert, welcher von der magnetischen
Spinquantenzahl abhingig ist. Es gilt:

S. |s,ms) = hmy |s, ms) (7.25)

Ebenso finden wir zum Drehimpuls dquivalente Varianten fiir Auf- und Absteigeoperator Sy

S |5, ms) = hy/s(s + 1) — my(ms £ 1) |5, ms + 1) (7.26)
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Fiir den Spin eines einzelnen Elektrons kennen wir bereits s = % beziehungsweise mg; = :I:%. Wir
kénnen den Eigenzustand somit neu anschreiben, wobei wir die folgenden Notationsvarianten
wahlweise verwenden kénnen:

oy [BAh == =10
= {4 0 T (720

27
Wir erhalten somit fiir (7.24) und (7.25) ein klareres Bild. Fiir ein einzelnes Elektron ist der
Eigenwert des Betragsoperators S? unabhingig von der Spinrichtung stets derselbe:

A (7.24) .
§21m) V=T 8213, +4) = RS (5 +1) 15 48) =7 AR (7.28)
(7:27) & (7.24) (7.27) :
§211) =T 82 - =T L (34 1) 13, -0 2T R

Etwas mehr Variation lasst der Eigenwert von S, zu; es kommt je nach Ausrichtung des Spins
zu einem positiven oder negativen Vorzeichen:

+2)

+1 +ial+
(7.26)
%> - _ﬁh‘27

(7.26) (7.27)

) 20 +4ni)
7.27
)72t

41
? (7.29)
2

Auch die Leiteroperatoren verhalten sich wie erwartet, wobei Sy [1) = S_||) = 0 klarerweise
verschwinden miissen:

A (7.27) A (7.26)

5o 28+ P m (3 +1) 4 (3 +1) B =0

R (7.27) A (7.26)

S+l =TSy lg -5 =T R (7.30)
. (7.27) A (7.26) (7.27) .
Sy 2D 5, 41y 2 h\/;(;+1)—;(;—1)|;,—5> = an)

n (7.27) A (7.26)

S k-0 3 () 4 (h- 1) B =0

7.4.2 Matrixdarstellung und Pauli-Matrizen

Bislang lieflen sich alle unserer Wellenfunktionen im Ortsraum H,, darstellen. Die Darstellung der
neu hinzugekommenen Spin-Eigenzusténde erfolgt ausschliefflich in einem Spin-Hilbertraum .
Um sémtliche Charakteristika eines Elektrons zu beschreiben, fithren wir also einen gesamten
Hilbertraum H ein, welcher sich aus einem Ortsanteil und einem Spinanteil zusammensetzt:

H=H, 9H; mit dmH =2 -dimH, (7.31)

Dass wir den Spin bei der Losung der Schrédingergleichung iiberhaupt berticksichtigen ist eine
ad hoc-Annahme, da erst die Diracgleichung auf natiirliche Weise Spineigenzustéinde (sogenann-
te Spinoren) liefern wird. Bei einem einzelnen Elektron werden nur zwei Spinzustande (|4) und
|—)), beziehungsweise deren Superposition, realisiert. Der zugehorige Spin-Hilbertraum ist somit
nach (7.31) zweidimensional.

Sei [¢), € H, ein Eigenzustand der Operatoren S? und gz, dann gilt fiir die einzelnen Eigenzu-
stdnde Orthogonalitét:

G =WIP=1 md [Hh=]P=0 (7.32)

Das Eigensystem muss auflerdem vollsténdig sein; fiir unseren zweidimensionalen Hilbertraum
gilt daher die einfache Beziehung:

=1 {11+ 1) (U (7.33)
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Wir koénnen einen beliebigen Spinzustand als eine Superposition von [1) und ||) darstellen, wobei
fir die Koeffizienten «, 8 € C gilt:

) =alt)+ 61 (7.34)

a und (3 miissen folgende Beziehung erfiillen: |a|? + |3|? = 1. Das dies gilt, kann schnell gezeigt
werden, indem wir das Skalarprodukt berechnen:

W), = (a* (1] + 8" {]) (a|t) + B ) =
=afa (P D+ BUID =l +[87=10

In Analogie zum R? als zweidimensionalen Vektorraum, kénnen wir auch die Spineigenzustinde
|[+) und |—) als Vektoren darstellen (wobei |¢;) € {|+),|—)}):

Wir kénnten die vektorielle Darstellung von |1) und ||) auch umgekehrt definieren, die Notation
muss jedoch konsistent bleiben. Der allgemeine Spinzustand aus (7.34) wird in dieser Vektor-

schreibweise angegeben als:
_ (T _ [«
ves (u rw>s> B (6) (7.36)

Im Eigenraum der Operatoren S2 und S, lassen sich die Eigenzusténde als Vektoren darstellen;
eine spektrale Zerlegung erlaubt jedoch, auch die Operatoren als Matrizen darzustellen:

2 .
§ =871 =82 (1) (1] + 1) () "2 2y -+ 4y ) L2

e, 0 o) ()0 ] =2 8 (5 )]- ()

In der Spin-Eigenbasis konnen wir S? somit als eine Matrix der folgenden Form darstellen:

L3 (10
s2 =l | (7.37)

Analog dazu, unter Verwendung von (7.29) fiir die z-Komponente des Spinoperators S.:

(7.28

8= 81 = .0 (il + 1) ) 2 2 - 1 o 122

“nlE)e - e a]-5[6 -6 9136 )

Wir kénnen wir S, in der Spin-Eigenbasis angeben und finden die entsprechende Darstellung als

Matrix als:
h({1 0
S, = 3 <0 _1> (7.38)

Wie erwartet sind S2 und S. in Matrixdarstellung diagonal — da die Beschreibung im gemein-
samen Eigensystem der beiden Operatoren stattfindet, konnen wir die Diagonalelemente als
Eigenwerte identifizieren.
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Beispiel: Matrixdarstellung von S, und S’y

Die Darstellung von S, und S’y als Matrizen gestaltet sich als etwas trickreicher im Vergleich

zur z-Komponente, da wir uns nicht im Spin-Eigensystem der beiden Operatoren befinden.

Driicken wir S, und S, in Analogie zu (5.67) und (5.67) iiber S; und S_ aus, folgt:
8= (8 +4) wmd 8= (8 -4) (7.39)

Uberlegen wir uns zuerst, wie die Matrixdarstellungen der Leiteroperatoren ,§+ und S_
aussehen. Wie in (7.37) und (7.38) fiigen wir eine vollstdndige Eins 1 ein und schreiben

81 = 811 = 8 1) (1 + 8 Wyl 27 iy ) L2y (8 (1)>

A

S_

820 = 8211 1+ 810 01 2y ¢y L925 (§ 0)

Wir haben hier die Wirkung der Leiteroperatoren auf einen Multiplettzustand ausgenutzt:
Der hochste Zustand |1) kann nicht weiter erhoht werden, ebenso wie der niedrigste Zustand
|}) nicht weiter erniedrigt werden kann. S, und S'y ergeben sich aus der entsprechenden
Summation der Leiteroperatoren gemafl den Beziehungen (7.39):

5 (739) 1 /4 A {lo)y R | (0 1 0 0\| Ahf0 1

Se = §<S++S—) EQKO 0>+<1 0)]2(1 o) (7.40)
5 (139) 1 /4 A {lo)y A [0 1 0 0\| h[fO0O —i

S = 2i<S+_S_>—>2i[<O 0)‘(1 0>1_2<i 0) {7

Diese Matrizen sind nicht diagonal. Lassen wir S, und ,§y auf einen Eigenzustand [1) oder
|}) wirken, dndert sich der Eigenzustand. Beispielsweise erhalten wir fir Sy ||) = (7/2) |1):

A h {lo)y A (0 1 0 h(1
S”“|¢>:2m—>2<1 0) <1>:2<o)

Pauli-Matrizen S’x, S*y und SZ werden iiblicherweise mit den Pauli-Matrizen o,, o, und o, (in
der Literatur auch oft o1, o9 und o3 genannt) ausgedriickt, welche die folgende Form haben:

Op =01 = <(1) (1)> und oy =09 = (? _OZ> und o, =03 = <(1) _01) (7.42)

Es ist mit (7.38), (7.40) und (7.41) offensichtlich, dass sich die Komponenten des Spinoperators
S und der Pauli-Matrizen nur durch einen konstanten Faktor //2 unterscheiden, welcher dem
Eigenwert von S, entspricht:

5 h

Da der Unterschied nur in einem multiplikativen Faktor liegt, funktionieren sdmtliche Figen-
wertbeziehungen und Kommutatoren bei den Pauli-Matrizen gleich wie bei S, S'y und S, und
unterscheiden sich nur durch den Faktor //2. Fiir den Kommutator aus (7.22) finden wir bei-
spielsweise die dquivalente Relation:

[O’i, Uj] = 2i51jk0k (7.44)
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Die Richtigkeit des Kommutators (7.44) lasst sich leicht durch Einsetzen von (7.43) in (7.22)
iiberpriifen. Zudem gilt fiir den Antikommutator (in der relativistischen Quantentheorie ist diese
Beziehung ein bestimmender Teil der Clifford-Algebra):

{O'Z',O'j} = 25@‘ (745)

(7.45) kann wieder durch das Einsetzen der eigentlichen Pauli-Matrizen iiberpriift werden. Wir
konnen (7.44) und (7.45) ausnutzen um fiir beliebige Vektoroperatoren A und B eine allgemein
gultige Beziehung zu finden:

A A

(cA)(6B) = AB + io(A x B) (7.46)

Beispiel: Produkt der Pauli-Matrizen und Vektoroperatoren

Beginnen wir mit der Antikommutatorbeziehung {c;,0;} = 2J;; und manipulieren diese
um. Wir finden:

{Ui,Uj} =040 +0j0; =005 —0;0; +0;0; +0;0; = [J,;,Uj] + 20]'01'

Erneutes Umformen dieser Gleichung erméglicht uns das Produkt zweier Pauli-Matrizen
iiber den Kommutator und den Antikommutator darzustellen:

0101 = 3 ({01,03) + [ov,03)) (7.47)

Wir kénnen (7.47) dazu nutzen, um (6 A)(oB) = AB +io(A x B) aus (7.46) herzuleiten.
A und B sollen dabei beliebige Vektoroperatoren sein. Um die Ableitung dieser Beziehung
zu erleichtern wechseln wir in die Indexschreibweise:

A~ (7.47)
ibj =

N
s

(cA)(0B)

I
Q

i0j

~ o~ (7.44,7.45)
(i, 05} + [0i,05]) AiB; =

(25ij + 2i5ijkak) /LBJ =

NNl NGNS

A

= iinBj + iéiijkAiBj =

|
o

= Asz I iJkEijkAiéj =
= (cA)(6B) +ioc(A xB) O

Im letzten Schritt wurde verwendet, dass 6Z~jkfliéj dem Kreuzprodukt der Groflen A und
B entspricht.

Eigenschaften der Pauli-Matrizen Alle Pauli-Matrizen miissen die folgenden Eigenschaften
erfiillen; das diese Aussagen zutreffen, lasst sich wiederum leicht durch explizites Einsetzen der
Pauli-Matrizen aus (7.42) bestétigen:

B Hermitizitat: Jede der Pauli-Matrizen ist hermitesch, wodurch gilt:
ag =0 (7.48)
B Unitaritat: Ebenso sind sdmtliche Pauli-Matrizen unitér, daher:

ot = O',Z-L (7.49)

)
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B Determinante: Die Determinante einer beliebigen Pauli-Matrix ist immer gegeben durch:
det{o;} = -1 (7.50)

B Spur: Die Spur einer beliebigen Pauli-Matrix verschwindet:
Tr{o;} =0 (7.51)

B Betragsquadrat: Das Betragsquadrat der einzelnen Komponenten des Vektors der Pauli-
Matrizen o; ergibt die Einheit (was aus der Hermitizitdt und der Unitaritét von o; folgt):

R~ JZ =o2=1 (7.52)
7.4.3 Blochkugel

Bisher sind wir zur Beschreibung des Spins immer von S2 und S, als die scharf messbaren Ob-
servablen ausgegangen, wihrend S, und S’y ,verschmiert® sind. Lassen wir diese Vereinfachung
nun fallen und gehen von Spin-Zusténden aus, welche im Spin-Raum parallel oder antiparallel zu
einem beliebig ausgerichteten Einheitsvektor n = (n,,ny,n,)T orientiert sind. Wir suchen einen
Spin-Operator én, zu solchen Zustédnden Eigenzustinde sind. Es eignet sich eine Beschreibung
in sphérisch-symmetrischen Koordinaten (fiir eine Einheitskugel » = 1), wobei in der Richtung
n fiir den Spinoperator S, =S 'n gilt:

oy sin(1) cos(¢p)
oy | - | sin(¥)sin(p) | =
o, n, o, cos(¥)

— g K(l) é) sin(¥9) cos(p) + (? _02> sin(¥9) sin(¢p) + (é _01> cos(ﬁ)] (7.53)

Der Ausdruck aus (7.53) lisst sich mit Hilfe der Euler’schen Formel e*% = cos(y) + isin(¢p)
vereinfachen. Wir finden daher den folgenden Ausdruck fir Sy:

sa=8ul0.00= 5 (e ) a0

N h

Sh=S n=-0-n=

oSt
o>t

[\

Wir haben somit einen kompakten Ausdruck fiir den Spinoperator Sy, fiir eine beliebige Ori-
entierung n des Spins gefunden. Wir kénnen einen Eigenzustand von Sy jedoch immer in der
Eigenbasis von S. ausdriicken! Losen wir also das Eigenwertproblem beziiglich Sh, finden wir
mit Hilfe der nachfolgenden Rechnung die Eigenwerte und Eigenzusténde (7.55).

Die Eigenwerte von S, werden berechnet mittels det(Sn — 1)) =0, was das folgende charakte-
ristische Polynom liefert:

0=— (Z cos(¥) + /\> (Z cos(d) — /\> - TSiHQ(m =N - 7312

Wir finden zwei Eigenwerte \; = +A/2 und Ay = —h/2, genauso wie schon beim bereits bekann-
ten Operator S,. Um die dazugehorigen Eigenzustande zu berechnen, verwenden wir die beiden
trigonometrischen Relationen cos?(9/2) = (1 + cos(?9))/2 und sin?(9¥/2) = (1 — cos(¥9))/2 sowie
sin(¥) = 2sin(v¥/2) cos(¥/2). Es folgt:

0

0

\ < cos(¥) —1  sin(d)e % |0 ) _ ( " —sin?(19/2) sin(¥/2) cos(19/2)e~ %

L sin(@)et® —cos(@) =10 9/2) cos(9/2)e T — cos?(9/2)
2\ - cos(¥) +1 sin(d)e ™ [0 ) cos?(19/2) sin(¥/2) cos(9/2)e=% | 0
20\ sin(@)et® —cos(®)+1|0 )\ sin(®/2) cos(d9/2)et® sin?(1/2) 0
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Wir erhalten durch Losen dieser beiden Gleichungssysteme fiir die neuen Eigenzustinde |T,)
und ||n), ausgedriickt in der Eigenbasis {|1),|])} von S, die beiden allgemeinen Zusténde:

1) = (et ) = O ) s ) =+ (7.59
. .55
o} = (STE%?Q;) — sin(9/2)e 1) — cos(@/2) 1) = = 1

Ein beliebiger Spin-Zustand |Ty,) oder |{n) wird demnach in die Eigenzustande 1) oder |]) von
S, entwickelt, wobei die Entwicklungskoeffizienten die Position auf der Oberflache einer Einheits-
kugel beschreiben. Grafisch lisst sich dies anhand der Bloch-Kugel (oder auch Poincaré-Kugel
genannt) verdeutlichen, auf der jeder Spinzustand |¢)) = |Tn) auf der Kugeloberfliche durch
die Winkel ¥ und ¢ eindeutig dargestellt werden kann. Gleichzeitig gibt diese Darstellung jene
Raumwinkel an, in welcher der entsprechende Spinzustand scharf gemessen werden kann.

Dass jedem Zustand in einem zweidimensionalen komplexen Vektorraum eindeutig ein Raumwin-
kel zugeordnet werden kann, folgt letztlich aus dem Isomorphismus zwischen den Lie-Algebren
fir die SU(2) und die SO(3). Fiir Spin-Quantenzahlen, die héher sind als s = 3, gilt diese
eindeutige Korrespondenz nicht mehr.

1ye

Abb. 40: Schematische Darstellung der Blochkugel mit einem beliebigen Zustand [¢)) = |tq)
mit den Raumwinkel 9 und .

Beispiel: Drehung von Spin-Eigenzustinden

Zur Veranschaulichung von Spin-Zustdnden in beliebige Richtungen wéahlen wir den einfa-
chen Fall fiir einen festen Azimutwinkel ¢ = 0 und einem variablen Polarwinkel ). Einge-
setzt in die fertige Formel fiir die Spin-Eigenfunktionen (7.55) finden wir fiir ein allgemeines
¥ den Zustand [1y,0), beziehungsweise fiir ¥ = 7/2 den Zustand [1):

1

9.0} = cos(9/2) [1) +sin(9/2) [1) L [t) = N

() + 1)
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Abb. 41: Drehung eines Eigenzustandes des S,-Operators um (links) den beliebigen Win-
kel ¥ beziehungsweise (rechts) um ¢ = /2. In beiden Féllen gilt ¢ = 0.

Mit ¥ = 7/2 haben wir den allgemeinen Spinzustand |1 ) direkt in die z-Achse gedreht.
Wir kénnen nun die Wahrscheinlichkeit berechnen, mit welcher wir 4+#/2 fiir die Observable
S. messen fiir ein System im Zustand [1y) beziehungsweise |1;):

(Broo) = | (1| o0} |2 = cos(9/2) =2 (Br,) = -

Vertiefung: Moderne Interpretation des Stern-Gerlach-Versuchs

Kommt es zur Wechselwirkung zwischen dem Magnetfeld im Stern-Gerlach-Apparat und
dem Spin des Teilchens, dndert sich dessen Energie. Die Energie wiahrend eines solchen
Prozesses kann iiber den Hamiltonoperator H ausgedriickt werden, welcher die folgende
Form hat:

ﬁ:—g.Bmz’%BBS-nzuBB&.n:a&-n (7.56)

Fiir eine beliebige Richtung n des Magnetfeldes kénnen wir (7.56) als Matrix in der Ei-
genbasis von &, analog zu (7.54) anschreiben, wobei wir n in sphérisch-symmetrischen
Koordinaten nach (5.83) ausdriicken (wir gehen von einer Einheitskugel mit » = 1 aus):

(o, ) -

Je nach Polar- und Azimutwinkel 9 und ¢ koénnen wir die Struktur des Hamiltonoperators
manipulieren. Es sollen noch drei Konfigurationen der beiden Winkel {9, ¢} hervorgeho-
ben werden: {n/2,0}, {w/2,7/2} und {0,0}, welche jeweils der z-, y- und z-Richtung des
Magnetfeldes B entsprechen — es ist offensichtlich, dass jene Konfigurationen jeweils eine
der Pauli-Matrizen generieren.

Alle Teilchen, die sich nach der Messung im ,,oberen* Teilstrahl befinden, sind Teilchen im
Zustand |Ty,), und haben einen Eigenwert von +7%/2. Nimmt also ein Teilchen den oberen
Weg, und interpretiert man den Stern-Gerlach-Apparat als Messgerdt, dann kann man
sagen, man hat am Teilchen den Zustand |fy,) gemessen. Interpretiert man ihn als Gerét
zur Priaparation, kann man auch sagen, man hat das Teilchen im Zustand |1y,) préapariert.
Umgekehrt sind alle Teilchen im ,unteren“ Teilstrahl im Zustand |}y), und haben einen
Eigenwert von —#/2. Der Stern-Versuch ist in Abbildung 39 dargestellt.

Erst mit der Quantenphysik und dem Konzept des Spins ergibt der Ergebnis des Stern-

Gerlach-Versuchs Sinn: Der Stern-Gerlach-Apparat ist ein Messgerét, das den Spin der
Teilchen in einer bestimmten Richtung (beispielsweise in der z-Richtung) misst. Wenn ein
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Teilchen vor der Messung nicht prapariert wurde, dann hat es — in einem sehr fundamen-
talen Sinn — keine festgelegte Spin-Ausrichtung. Es ist nicht nur einfach so, dass wir die
Ausrichtung nicht kennen, sondern sie existiert real noch nicht. Erst durch die Messung
sentsteht gewissermaflen die beobachtete Realitéit, in der das Spin—%—Teilchen entweder
parallel oder antiparallel zur Messrichtung ausgerichtet ist — und zwar unabhéngig davon,
fiir welche Messrichtung man sich entschieden hat.

Nach der Messung mit dem Stern-Gerlach-Apparat hat man jedoch zwei Teilstrahlen, und
in jedem Teilstrahl haben die Teilchen eine wohldefinierte Spin-Ausrichtung entlang der
gewdhlten Achse. Wenn man danach wieder entlang dieser Achse misst, kann man das
Messergebnis mit Sicherheit vorhersagen. Dies ist ein Beispiel dafiir, dass in der Quanten-
mechanik jeder Messvorgang gleichzeitig auch eine Préparationsvorgang ist.

7.5 Gesamtdrehimpuls

Motivation: Gesamtdrehimpuls

Wir wollen nun zum Gesamtdrehimpuls eines Systems {ibergehen, welches mehr als einen
Drehimpuls als Freiheitsgrad besitzt. Dabei kann es sich sowohl um einzelne Teilchen mit
beispielsweise Spin und Bahndrehimpuls handeln, als auch um den Gesamtdrehimpuls
mehrerer Teilchen, welche beispielsweise unterschiedliche Eigendrehimpulse/Spins besit-
zen. Um das Verhalten solcher Systeme zu verstehen, ist es notwendig die Addition der
einzelnen Drehimpulsoperatoren durchzufithren und eine quantenmechanische Darstellung
der neuen Eigenzustdnde zu finden.

Ein relevantes Beispiel fiir den Gesamtdrehimpuls ist wieder einmal das Wasserstoffatom.
Das Elektron im Wasserstoffatom besitzt sowohl einen Bahndrehimpuls als auch einen Spin.
Im externen Magnetfeld beobachtet man eine Aufspaltung der Emissions- und Absorpti-
onslinien — diese Aufspaltung und die entsprechende Anzahl an erlaubten Ubergingen lisst
sich nur durch einen Gesamtdrehimpuls beschreiben, welcher die Koppelung der einzelnen
Drehimpulsoperatoren beriicksichtigt.

Ein weiteres Beispiel ist das Helium-Atom, welches aus zwei Elektronen und dem Kern
besteht. Fiir den Fall, dass man den Bahndrehimpuls beider Elektronen vernachléssigt
oder [ = 0 annimmt, erfordert die Beschreibung des Gesamtdrehimpulses beider Elektro-
nen, dass die Koppelung der Spins beriicksichtigt wird. In der gekoppelten Basis erhalt
man einen sogenannten Singulett-Zustand mit Gesamtspin S = 0 (Parahelium) und einen
Triplett-Zustand mit S = 1 (Orthohelium). Diese Zusténde lassen sich auBerdem zum
Verstandnis der sogenannten Quantenverschrankung benutzen.

Wir gehen nun von einem einzelnen, freien Elektron iiber zum Wasserstoffatom aus dem vor-
hergegangenen Kapitel und versuchen mit den hier gewonnenen Kenntnissen iiber den Spin ein
vollstandigeres Bild fiir das in diesem System gebundene Elektron zu finden. Das im Zentralpo-
tential gebundenen Elektron (ohne Spin) ldsst sich durch die Quantenzahlen {n,[, m;} charak-
terisieren; die Beschreibung des Spinzustands erfordert die zusétzlichen Quantenzahlen {s,m}.
Aus (7.31) wissen wir, dass der Bahndrehimpuls und der Spin in unterschiedlichen Rdumen H,
und H; existieren — ein Produktzustand [¢) € H sei entsprechend gegeben durch:

V) = |n,l,my) ® |s,ms) = |n,l,my; s, mg) (7.58)
Fiir das Skalarprodukt zweier normiert Zusténde |¢) und [¢’) folgt Orthogonalitit. Es gilt:

<¢’¢/> = <TL, l, my; s, ms\n', ll, m;; S,, mé) = 5nn’5ll’5mlm2655’6m5mg (759)
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Der Einfachheit halber werden wir im Folgenden immer davon ausgehen, dass n = n’ gilt, da uns
vorerst nur die Relationen zwischen Bahndrehimpuls und Spin interessieren. Sowohl L als auch
S sind Drehimpulsoperatoren und lassen sich analog beschreiben. Der Unterschied besteht im
Wirkungsraum, in welchem diese Operatoren existieren. Ziel soll es nun sein, |¢)) dahingehend
zu transformieren, welche die Beschreibung eines gesamten Drehimpulses ermdglicht.

7.5.1 Produktbasis und gekoppelte Basis

Bisher haben wir im Ortsraum folgende kompatible Operatoren gefunden: {f[ , ﬂQ,ﬁz}. Wir
sind somit in der Lage, sowohl die Energie, als auch den Betrag des Drehimpulses und dessen
z-Komponente gleichzeitig scharf zu messen. Wir identifizieren dieses Set an Observablen mit
den folgenden ,,guten“ Quantenzahlen:

{ﬁ,ﬁQ,ﬁz} = {n,l,m;}

Durch das Hinzufiigen des Spinsystems stehen uns nun allerdings zwei weitere Operatoren zur
Verfiigung, welche gleichzeitig scharf gemessen werden kénnen: {S?, S.}. Wieder finden wir einen
Satz an ,guten“ Quantenzahlen, welche gleichzeitig bestimmt werden kénnen:

{52,§Z} — {s,ms}

Es stellt sich uns nun aber die Frage, ob {H,L?, L.} und {S?, 5.} kompatible Operatoren sind
und eine gleichzeitige Messung der jeweiligen Observablen moglich ist. Da die Operatoren des
Ortsraums L2 und L, nicht auf den Spin-Anteil eines Zustandes wirken konnen und umgekehrt,
erkennen wir sofort, dass eine gleichzeitige Messung dieser Groflen moglich sein wird. Fiir H ist
eine solche eindeutige Aussage ad hoc nicht moglich, da im Hamiltonoperator sehr wohl Terme
auftreten konnen, welche auf den Spin wirken (zum Beispiel beim Wasserstoffatom im Magnet-
feld). Falls dies der Fall ist, und Terme auftreten, welche nicht mit S2 und S, kommutieren, lasst
sich im Allgemeinen kein gemeinsames Eigensystem finden.

Produktbasis Gehen wir der Einfachheit halber davon aus, dass der Hamiltonoperator ganzlich
unabhéngig vom Spin ist, wodurch {ﬁ , f;2, f/z, SQ, S’Z} ein Satz kompatibler Observablen ist und
eine Charakterisierung einer Wellenfunktion der Form (7.58) moglich ist. Wir sprechen in diesem
Fall von der Produktbasis mit den Quantenzahlen:

{L2,0.;8% 8.} = {l,my;s,ms} (7.60)

In dieser Darstellungsweise sind L und S unabhéngig voneinander, und es ist, wie aus Abbildung
42 hervorgeht, eine getrennte Messung von m; und mg moglich!

Dieser Satz an kompatiblen Observablen ist jedoch nicht eindeutig, da wir einen weiteren Satz
an kompatiblen Observablen mithilfe des Gesamtdrehimpulses J bauen kénnen:

J=L+S=L®1,+1,®S (7.61)
J wirkt somit sowohl auf Eigenzustdnde des Bahndrehimpulses als auch auf Eigenzustdnde des

Spins und erfillt im Allgemeinen trotzdem die Funktion eines Drehimpulsoperators. Wieder gilt,
nun in ihrer vollen Allgemeinheit, die bereits bekannte Kommutatorrelation:

[ji, jj] = ihsijkjk (7.62)
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Abb. 42: Schematische Darstellung der Produktbasis: Bahndrehimpuls L und Spin S sind un-
abhingig voneinander und es ist eine getrennte Messung der Projektionen in die
z-Richtung moglich (m; und my).

Dass dies erfiillt sein muss, ldsst sich leicht tiberpriifen, indem wir die bereits bekannten Kom-
mutatoren (5.23) und (7.22) verwenden. Wir zeigen:

[Ji, Jj] = [Li + i, Lj + 5;] =

IR . FU A A (5.23,7.22)
= [Ls, Lj]+[Li, Sj] + [Si, L] + [S5,85] =
= iheiji Ly, + iheijn Sy =
. A A 7-61
= iheijr(Li + Sk) 72y
= Zh{:‘z]kjk ([l (7‘63)

Zudem gilt wieder, dass der Operator fiir den Betrag des Gesamtdrehimpulsoperators J2 und der
Operator fir die z-Komponente J, kompatibel sind, und somit ein gemeinsames Eigensystem
gebildet werden kann:

[32,J.]=0 (7.64)

Ob sich nun der Satz von kompatiblen Observablen {j 2 jz} zu den Observablen der Produkt-
basis (7.60) hinzufiigen lasst, ist im Vorhinein jedoch nicht mehr klar. Dazu stellen wir uns
die Frage, ob J? und J, mit den Observablen {ﬁQ,ﬁZ,SQ,SZ} kommutieren — H wurde hier
weggelassen, da der Hamiltonoperator maximal Linearkombinationen von L und S enthalten
wird.

Gekoppelte Basis Fiir J. = L.+ S. kann schnell sichergestellt werden, dass diese Observable
kompatibel mit simtlichen anderen Observablen {L? L,,S% 5.} ist. Aber wie sieht es mit J?
aus? J? lisst sich anschreiben als:

32 = (L+8)? =12+ 82+ 208 = 12+ 82 + 2 (1,8, + L, 8, + L.S.) (7.65)

Der Term L2 + S2 stellt kein Problem dar, da dieser wieder mit sémtlichen anderen Observablen
kompatibel ist. Allerdings kommutieren die Querkomponenten ﬁmé'x—l—f/ygy nicht mit den Obser-
vablen {ﬁz, gz}! Wir finden also kein gemeinsames Figensystem der Form {ﬁQ, L.,8285., 32 jz}!
Ohne Beweis gilt der folgende Satz: In einem System mit mehr als einem Satz an simultan
diagonalisierbaren Operatoren ist die Zahl der zueinander kompatiblen und voneinander unab-
hingigen Operatoren eine Erhaltungsgréfie. Fiir unseren Fall bedeutet das also, dass wir nur
vier zueinander kompatible Observablen finden kénnen. Wir entscheiden uns fiir den Satz:

(12,8232 .} = {l,s,7,m;} (7.66)
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Abb. 43: Schematische Darstellung des Gesamtdrehimpulses J und dessen Komponenten L und
S. Wir erkennen, dass wir Bahndrehimpuls und Spin nicht scharf gemessen werden
konnen, da sie um den Gesamtdrehimpuls prézedieren.

Wihrend J, bereits zuvor als kompatibel zu den anderen Operatoren erkannt wurde, sind die
problematischen Operatoren {L., S.} nun entfernt worden. J? ist kompatibel mit L? und S?
und natiirlich auch mit J,. Wir sprechen im Falle von (7.66) von der gekoppelten Basis.

In der gekoppelten Basis {ﬂ2 S2.32 J, } lasst sich nur die magnetische Komponente des Gesamt-
drehimpulses m; tatsachlich glelchzeltlg mit [, s und j ,,scharf“ messen — m; und mg hingegen
nicht. Auf der anderen Seite ist es in der Produktbasis {L2, L., S2, 5.} nicht moglich, den Betrag
des Gesamtdrehimpulses sowie dessen z-Komponente glelchzeltlg mit den anderen Observablen
der Produktbasis zu messen. Die Wahl der Basis hédngt von der jeweiligen Problemstellung ab. In
einem starken externen Magnetfeld sind die Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Drehim-
pulsen und dem Magnetfeld so grof}, dass die Gesamtspinquantenzahl j keine gute Quantenzahl
mehr ist, um die Zustdnde zu beschreiben — die Drehimpulse L und S koppeln jeweils ein-
zeln an das externe Magnetfeld, wodurch die Quantenzahlen [ und s bestimmt werden kénnen
(Paschen-Back-Effekt). Die Produktbasis ist daher giinstig bei Messungen mit einem starken
externen Magnetfeld. In einem schwachen externen Magnetfeld ist hingegen die Wechselwir-
kung zwischen Spin und Bahndrehimpuls der dominierende Einfluss auf das Systemverhalten,
und daher die gekoppelte Basis zu bevorzugen. Hier koppelt der Gesamtdrehimpuls J an das
Magnetfeld.

7.5.2 Zustande in der Produktbasis und gekoppelten Basis

Gegeben seien zwei allgemeine Drehimpulse J1 und J. Belsplelswelse konnte es sich bei J 1,
wie im vorigen Abschnitt, um den Bahndrehimpuls L, und bei Jo um den Spin S cines Was-
serstoffatoms handeln. Wir wollen hier aber bewusst eine allgemeine Formulierung wéhlen, um
zu verdeutlichen, dass die folgenden Relationen fiir beliebige Drehimpulsoperatoren gelten. Der
Gesamtdrehimpuls des Systems wird so zu:

j:jl—i-jz (767)

In welchem Intervall liegen nun die Quantenzahlen j und m; der Operatoren J2 und J.? Wihrend
die Betrédge von J1 und J, fixiert sind, kann sich die Richtung relativ zueinander dndern — es
ist demnach moglich, dass die einzelnen Drehimpulse in die gleiche Richtung zeigen, oder auch
in die entgegengesetzte. Es folgt:

‘jl _j2’ = jmin < ] < jmax = jl +j2 (768)
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Die Berechnung von m; gestaltet sich einfacher, da jede Kombination von mj, + m;, existieren
muss. Beschrankt wird die magnetische Quantenzahl des Gesamtdrehimpulses von der maxima-
len (anti-)parallelen Ausrichtung von J; und J,. Es gilt daher:

Mj max = Mj; , max + M jy max (769)

Fiir jedes j; lassen sich (2j; + 1)-Zustédnde finden, welche sich nur in ihrer magnetischen Quan-
tenzahl unterscheiden. Betrachten wir ein System, welches aus zwei Drehimpulsen Ji und Jo
mit den Quantenzahlen j; und jo besteht, im Rahmen der Produktbasis erhalten wir somit die
folgende Gesamtzahl an Zustédnden in der Produktbasis:

p(1,j2) = (21 +1)(2j2 + 1) (7.70)

Die Drehimpulse J1 und J, sind bei Betrachtung in der Produktbasis voneinander unabhén-
gig und liefern jeweils fiir sich eine bestimmte Anzahl von Zustdnden (2j; + 1) und (2j2 + 1).
Gleichzeitig miissen in der gekoppelten Basis genau gleich viele Zusténde existieren; fiir jeden
moglichen Wert von j zwischen jmin < J < jmax soll es wieder genau (25 + 1) realisierbare Zu-
stdnde geben. Wir miissen daher noch tiberpriifen, dass dies mit der Gesamtanzahl an erlaubten
Werten fiir j geméaf (7.70) vereinbar ist. Es gilt fir j; > jo:

J=J1+72
pGje) = Y, (2j+1)=
J=J1—J2
272
=2> [2(k+41—j2) + 1] =

252 272
—2Zk+22ﬁf2‘72+1 ‘Zk— (n+1)
k=0

22 22
—27(2]2+1+];)231—2y2+1 ‘Zc—n—i—l

=2jo(2j2+ 1)+ (22 + 1) (2j1 — 252+ 1) =
=250 (22 +1) — (2j2 + 1) 22 + (242 + 1) (2j1 + 1) =
=21 +1(252+1) O (7.71)

Wie zu erwarten, erhalten wir sowohl in der Produktbasis als auch in der gekoppelten Basis
die gleiche Anzahl an realisierbaren Zusténden. Die Gesamtanzahl der Zustdnde bleibt bei der
Transformation in die neue Basis erhalten!

Beispiel: Produktbasis und gekoppelte Basis fiir System mit j; = 3 5 und jy =1

Betrachten wir zur Verdeutlichung des Konzeptes der gekoppelten Basis ein konkretes
Beispiel mit j; = % und j2 = 1. Wir erhalten im Sinne der Produktbasis (7.70) insgesamt
(2:3+1)-(2-1+1) = 6-3 = 18 Basisvektoren mit jeweils unterschiedlichen Quantenzahlen

{j,m;}. Fiir die Betragsquantenzahl j des Operators J2 gilt nach (7.68):

5
=-+41
2+

5 3
== <
’2 ’ g =7

l\D\\]

In der unteren Abbildung ist schematisch dargestellt, wie sich die Drehimpulse in den
Extremfillen jmax = j1 + j2 und jmin = |j1 — jo| ausrichten kénnen.
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; JA > J1
/

Abb. 44: Maximale und minimale Gesamtdrehimpulsquantenzahl j.

Wir finden sémtliche Werte fiir j, indem wir von jmin = % ausgehend immer +1 rechnen,
bis wir bei jmax = % ankommen. Insgesamt sind so fiir j die folgenden Werte méglich

c {3 5 7}

TS \2 272
Séamtliche Werte fiir m; miissen nun fiir jedes j im Intervall —j < m; < j liegen. Beginnen
wir bei m; yin flihrt sukzessives Erhohen um +1 auf sdmtliche mégliche Werte der magne-
tischen Quantenzahl. Da wir in diesem Beispiel drei Werte fiir j finden, miissen wir dieses

Prozedere dreimal fiir jedes einzelne j wiederholen. Wir finden somit sdmtliche moéglichen
Zustande in der gekoppelten Basis als:

4 3 113
‘7:2:mj€{_2’_2’2’2}

5 5 3 1135
J‘zzmﬂ‘e{ 2"2"272’272}
T 7 5 3 11357
I=g e {_2’_2’_2’_2’2’2’2’2}

Wir kénnen alle méglichen m; aber auch grafisch identifizieren: Wir nutzen m;, und mj,
als Koordinaten und markieren in diesem System jedes Paar {m;,, mj, }, wie in der linken
Grafik aus Abbildung 45 dargestellt. Wir finden p(ji, j2) = 18 verschiedene Punkte, indem
wir bei jedem Punkt m; = mj + mj, summieren. Es wird sofort ersichtlich, dass alle
Punkte auf den Diagonalen denselben Wert m; haben.

m. J

J2 7/2

1
5/2

0 My

3/2

-1
1/2
-5/2 -3/2 -1/2 1/2 3/2 5/2 m;

7/2 -5/2 -3/2 -1/2 1/2 3/2 5/2 7/2

Abb. 45: (Links) Darstellung samtlicher Zustidnde in der Produktbasis. (Rechts) Gleiches
System wird in der gekoppelten Basis dargestellt.

Wir zeichnen ein weiteres Koordinatensystem wie in der rechten Grafik aus Abbildung 45,
dieses Mal mit den Achsen m; und j. Hier kénnen nun wieder alle 18 Punkte eingezeichnet

werden: Auf der Hohe von j = % tragen wir waagrecht alle Punkte von m; = —% bis
m; = —i—% ein, auf der Hohe j = g gibt es waagrecht Punkte von m; = —% bis m; = +%,

und schliellich bei j = % geht m; von —% bis —l—%. Beide Abbildungen sind direkt ineinander

181



7 Spin

iiberfithrbar: Aus den diagonalen Linien der linken Abbildung (Produktbasis) werden in
der rechten Abbildung senkrechte Koordinatenlinien (gekoppelte Basis) — eine gute Indiz,
dass wir mittels linearer Transformationen von der Produktbasis in die gekoppelte Basis
wechseln konnen. Bis auf m; = :l:% gibt es fiir jedes m; jeweils mehrere Werte fiir j.

7.5.3 Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Betrachten wir ein System, dessen Eigenzusténde |l, m;; s, ms) in der Produktbasis zu den je-
weiligen Observablen {L2,L.;82, 5.} bekannt sind. Wir wollen den Eigenzustand |, s, 7, m;)
in der gekoppelten Basis {f;27 S2 32, jz} durch eine Linearkombination der Eigenzustéinde der
Produktbasis darstellen. Dazu fithren wir folgende lineare Transformation durch:

Il,s,7,m;) =1|l,s,5,m;) = Z (I, my; s,msll, s, j,my) |1, my; s, msg) (7.72)

mi,ms

|l, s, j,mj) wird also in den Eigenfunktionen |l,my; s, ms) entwickelt: Der Entwicklungskoeffizient
(I, my; s,msll, s, j,mj) heiBt Clebsch-Gordan-Koeffizient. Fiir die Eigenzustdnde der gekoppelten
Basis gilt wie fiir die Produktbasis in (7.59):

(l,s,5,myll,s,§',m}) = 0 0701 O (7.73)

Fiihren wir die Transformation explizit durch, miissen wir beachten, dass wir die Quantenzahlen
[ und s gleich lassen und nur m; und my in die entsprechenden j und m; iiberfithren. Fiir (7.73)
kann man so weiter ausfiithren:

8 Omymy, = (L5, 3,mgl LIl s, 5, mf) =

- Z <l73ajamj’l7ml;sams> <l?ml;s7m5’l’87j/’m;> -
mp,ms

= Z (l,s,j,mj|l,ml;3,ms> <l557j/7m;"laml;87m5> (774)

my,ms

Wir verwenden (I, my; s, msll, s, ', m}) = <l,s,j/,m;]l,ml;s,ms)* = (I,s,5", m}|l,my; 5,ms) fiir
reelle Clebsch-Gordan-Koeffizienten. Assoziieren wir (I, s, j, m;|l, m;; s, ms) mit der reellen Trans-
formationsmatrix A;; und bilden das Matrixprodukt A;;A; — mit denselben Annahmen wie in
(7.74) erhalten wir:

ZAijAkj = ZAijAJTk = S =1=AA4""1
J j

Aus dem Vergleich mit den Transformationsmatrizen A erkennen wir sofort, dass die Trans-
formationsmatrix von der Produktbasis in die gekoppelte Basis durch eine orthogonale Matrix
A~1 = AT reprisentiert wird.

Eine analoge Ableitung kann man fiir die Transformation aus der gekoppelten Basis in die
Produktbasis durchfithren. Dadurch erhdlt man die inverse Transformationsmatrix (hier wiirde
(7.59) gelten). Kennen wir bereits A konnen wir die Inverse aufgrund der Orthogonalitdt durch
einfaches Transponieren der Matrix erhalten!

Bisher wurde die Berechnung der Clebsch-Gordan-Koeffizienten beziechungsweise die explizite
Transformation zwischen den beiden Darstellungsweisen sehr abstrakt behandelt: In den folgen-
den Beispielen wird genauer auf den Wechsel zwischen Produkt- und gekoppelter Basis einge-
gangen. Wir werden an dieser Stelle sehr einfache Félle behandeln, dieselben Verfahren lassen
sich aber problemlos auf komplexere Systeme iibertragen.
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Beispiel: Clebsch-Gordan-Koeffizienten fiir System mit s; = % und sy =

1

2

In diesem Beispiel handle es sich bei den zuvor allgemein bezeichneten Drehimpulsen
J 1 und jg um die Spins Sl und Sg zweier Spin-1/2-Teilchen. Die Produktbasis ist also
{é%, gz,l; g%, S}g}, und ein zugehoriger Eigenzustand wird prinzipiell als |s1, mg 1; s2, ms.2)
mit vier Quantenzahlen dargestellt. Da die Spinquantenzahlen s; = % und so = % fix gege-
ben sind (und auch in der gekoppelten Basis gleich bleiben), miissen wir sie an dieser Stelle
nicht stdndig explizit anschreiben, und kénnen daher sdmtliche Zusténde in der folgenden,
verkiirzten Notation angeben:

|517 ms,1; 52, ms,2> = |ms,1; ms,2>

Die Produktbasis kénnen wir verkiirzt mit {S, 1,5, 2} angeben. Nach (7.70) betrigt die
Gesamtanzahl der Zusténde (2- 3 4+1)- (25 + 1) = 22 = 4. Die realisierbaren Zustinde
sind somit gegeben durch:

|ms,1;ms,2> € {|TT> ) |T~L> ) H/T% |¢J/>} = {|¢z>}
(1)

Zudem ist zu beachten, dass ein Operator aus dem Hilbertraum s’ nur auf den jeweils

&(1)

ersten Zustand wirken kann. S;"/ wirkt beispielsweise so:

. A (7.25)

D Ime1;ms,2) = (S8 @ 1) (|ms1) @ [ms2)) =" hmg 1 [ms,15ms )
Analog kénnen wir die Wirkung fiir S 52 ), einen Operator aus ’ng), bestimmen. Der jeweilig
andere Zustand wird also vom Operator nicht beeinflusst. Was passiert nun aber, wenn wir

mit S2 und SZ auf einen Zustand aus |mg 1;ms2) wirken? Beginnen wir SZ = S“é” + 5‘22):

8 11) = (8 + 82 1) = 8D 1) + 8@ )y 72 ”’rm B M) = B
S 114y = (9 + 82 111y = 50 111y + 2) by k=0

S 1) = (3 + 5@y 41) = 8 m>+s<2) ity "2 _E iy + By =0

& _ 6D | a2 &(1) &(2) (7.29) B _

S 11y = (8 + 8Py 114y = 8P 14y + 8P 11y T By — Bldy =~k

>

Wir kénnen die Wirkung von S, in der Produktbasis als eine Matrix darstellen:

1) 100 0) /1)

& | ] ey .10 0 0 O IT4)

S "o oo o (7.75)
) 000 1) \J1)

Der blau eingefarbte Bereich der Matrix entspricht einem entarteten Unterraum. Fiir die
Eigenzustande der Produktbasis [1) und ||1) finden wir in beiden Féllen den Eigenwert 0.
Eine dhnliche Entartung werden wir auch fiir den Betragsoperator 82 = (S() + §(2))2
finden, wobei wir Operator S? zuerst auf eine nutzbare Form bringen miissen:

§2 = (8M + §@)2 = §M2 1 §@2 4 28(HGA) —
= S§M2 L §@2 4 9 (AZ}) §(2) 5(1)5(2) + 5(1)5(2))
) + 2%

A

_ g2 L §@2 4 93150

z z
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Der letzte Term ist insofern problematisch, da S’;l)gg(f) und 5'3(/1)5’@52) definitiv zu Nebendia-
gonalelementen fithren werden. Mithilfe von (7.39) kénnen wir ¥ umschreiben:

™
Il

U
==
=
=
>
=
®
>
>

(0304 gD (2
R N NN A N (@) L () B (DN A2 (2] S 2
_5(5+ +S,)§( (: +S,)+Z(S+ S )Z(S+ -5 =
1 /4 Nz a N N N N N

=5 (89789 + 588 1+ D5 4 W) 4

1 A a A A1) A

+5 (5080 + 8PP 03P 4 gUSD) —

L A s a0) 20

5 (5989 4 503

A

Setzen wir ¥ wieder in unseren Ausdruck fiir S? ein, fithrt uns dies schlieSlich zu
§2 = §(12 L §@2 4 95 4 WA 4 (1) G (7.76)

Mit (7.76) sowie (7.28) und (7.30) ergibt die Wirkung von S? auf alle Produktzusténde:

82 1) T 252 1) 4 42 ITT>+2’%§\T>+0+0—2h2\TT>

82 1) T 8R2 1) + 912 111 + 28 (8) [10) + 0+ R |IA) = B2 [10) + B2 |U1)
§| T>( P 82 | 1) 4 3R 1) 2 (< B) B+ RRITY) +0 = B2 |I1) + B2 (1)
8244y P Sm2 44y + 382 1) + 2 (—5) (<8) 1) +0+0=2R2 1)

Stellen wir S? als eine Matrix in der Produktbasis dar, erkennen wir sofort, dass wir nun
mit Nebendiagonalelementen arbeiten miissen — {|mg 1;ms2)} sind somit keine Eigenfunk-
tionen von S?:

[t1) 20 0 0\ (|11

a2 | [T | flea) 01 1 0f[th

S | %o 11 of {1 (7.77)
i 00 0 2) \II)

Dies ist eine Konsequenz aus dem nicht-verschwindenden Kommutator [§2, Sgi)] # 0. Ziel
soll es nun sein, $% und S, zu diagonalisieren. Zwei Eigenzustande der gekoppelten Basis
haben wir bereits gefunden, namlich [11) und |]|), da diese bereits diagonal fiir S? und
S, sind! Der entarteten Unterraum (in blau) aus (7.77) muss allerdings noch diagonalisiert
werden.

Stellen wir vorerst allgemeine Uberlegungen zur gekoppelten Basis {QQ, S’z} an, deren Ki-
genzustande wir als |.S, M) anschreiben werden. Die moglichen Werte von S ermitteln wir
mit der Relation (7.68):

| |_1 1_0
S1 82—22—

—

1
S§1:§+§:51+32

IA

Fiir jeden Wert von S gilt Mg max = S und Mg min = —S5. Im Falle dieses Beispiels erhalten
wir vier unterschiedliche Realisierungen eines Eigenzustand in der gekoppelten Basis. Das
muss natiirlich so sein, da auch in der Produktbasis vier Zustdnde zu finden sind. Die vier
Zustinde der gekoppelten Basis sind:

IS, Ms) € {|0,0), |1,-1), |1,0), |1,+1)}
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Den Zustand mit S = 0 bezeichnen wir als den Singulett-Zustand, wahrend wir die drei
Zustinde mit S = 1 als Triplett-Zustdnde bezeichnen. Ein grafische Darstellung erlaubt
eine einfache Bestatigung der Form der oberen Zustdnde in der gekoppelten Basis!

mgz) S

1/2 o ° 0 0
(1)

ms

—-1/2 I\ M,

~1/2 1/2

Abb. 46: (Links) Darstellung der Zusténde unseres Systems in der Produktbasis. (Rechts)
Ebendiese Zustéinde werden in der gekoppelten Basis dargestellt.

Jeder Zustand eines solchen Multipletts kann mit Hilfe eines Leiteroperators in einen an-
deren Zustand {iberfithrt werden. Nehmen wir beispielsweise an, dass wir den Absteiger
wiederholt auf den Zustand mit der hochsten Quantenzahl M .x wirken lassen, werden
wir sdmtliche realisierbare Zustidnde des Multipletts durchlaufen, ehe wir den Zustand mit
der niedrigsten Quantenzahl M i, erreichen.

Eine andere Moglichkeit zur Generierung von |S, M;) ist eine Drehung von |m 1;ms2) in
den gewunschten Zustand tber die Diagonalisierung des entarteten Unterraumes. Beide
Optionen sollen im Folgenden diskutiert werden.

Diagonalisierung des Unterraumes Betrachten wir nur den entarteten Unterraum aus
(7.77) und diagonalisieren diesen. Der Unterraum hat die Basis {|b;)} = {|1{), [{1)}. Die
Eigenwerte (dividiert durch /) werden den moglichen Werten der Quantenzahl S der ge-
koppelten Basis entsprechen — die Eigenwerte M, kennen wir bereits aus (7.75), sie sind in
beiden Fallen My = 0. Es gilt:

T\ {8} .0 1)
<m>> —h (1 1) (\m) (7.78)

Die Eigenwerte der Matrix aus (7.78) sind A\; = 2A und Ay = 0, mit welchen wir die
folgenden Eigenvektoren berechnen kénnen:

A =2h: |1,0) = T(WHHD QNN %(D

A =0: yo,o>:ﬁ(m> uy) 2 \2(—11)

Aus den Eigenvektoren folgend kénnen wir die Transformationsmatrix 7" von der Pro-
duktbasis in die gekoppelte Basis angeben. Die Elemente dieser Matrix entsprechen den
Clebsch-Gordan-Koeffizienten! Es gilt:

1 (1 1 . 2 0
T:\/§<1 _1> mit Az(o O) (7.79)

Erzeugung durch Leiteroperatoren Nach (7.77) wissen wir, dass die Zustande [11) und
|J4) der Produktbasis {5 1,52} dquivalent zu den Eigenzustédnden |1,+1) und |1, —1) der
gekoppelten Basis {S2, S} sind. Diese beiden Zustéinde gehéren dem Multiplett zu S = 1,
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welches 25 4+ 1 = 3 distinkte Zusténde enthélt, an, wobei der dritte Zustand offenbar |1, 0)
sein muss. Die Darstellung von |1,0) und auch |0,0) in Zustdnden der Produktbasis ist
jedoch nicht so eindeutig wie in den Féllen |1,41) und |1, —1), welche die Rander des Tri-
pletts représentieren.

Im Triplett (S = 1) kénnen wir folgendermafien vorgehen: Wir suchen uns den Zustand
mit der hochsten Quantenzahl (hier Mg = Mg max = S = 1), also |1,1) = [11), und wenden
auf diesen gekoppelten sowie Produktzustand den Absteiger aus (7.26) an:

5-[L1) = Bv211,0) } 11,0) = —= (114) + [14))
S_ 1) = B + D) 1) = (L) + 1)) V2

|1,0) setzt sich also aus einer Linearkombination der gemischten Zusténde zusammen,
welcher symmetrisch beziiglich des Austauschs beider Teilchen ist. Nochmaliges Anwenden
fithrt uns beim Tripletts auf den Zustand mit der niedrigsten Quantenzahl (Mg = —1):

S_|1,0) = hy/211,0) }

a . A 1,-1) =
8200y + 1) = (3D + 8D) ) + iy = wwapy [ 0 TY T
Damit haben wir den ,niedrigsten® Zustand |1, —1) des Tripletts erhalten. Den einzigen
Zustand |0, 0) des Singuletts (S = 0) konnen wir durch Ausnutzen der Orthogonalitéit der
gekoppelten Basiszustinde erzeugen. Gehen wir dabei von einer allgemeine Linearkombi-
nation |0,0) = «/|1}) + 5 |}1) aus, kénnen wir durch Projektion auf |1,1), |1, —1) und |1, 0)
die Koeffizienten o und  bestimmen. Tatséachlich ist nur |1, 0) relevant (welcher mit |0, 0)
im entarteten Unterraum liegt), woraus sich ergibt:

1 1
7§(<N!+(¢T|)(MN>+5\H>)=ﬁ(0¢+5) == fb=-a

Da der Zustand |0,0) normiert sein muss, wihlen wir o = 1/4/2 und somit auch § =
—1/+/2. Wir haben so durch Anwenden der Leiteroperatoren und der Orthonormalitits-
bedingung einen vollstandigen Satz von Zustédnden in der gekoppelten Basis und deren
Darstellung in der Produktbasis gefunden:

0= (1,0[0,0) =

0,0) = Z5(ITh) = 1)
11,0) = J5(It) + 1))
1,-1) = [
1,4+1) = |11)

|S7Ms> =

Die Faktoren +1/1/2 entsprechen wieder den gesuchten Clebsch-Gordan-Koeffizienten. Wir
finden somit mit beiden Rechenmethoden gleichermaflen die folgende Transformation:

Lo\ _ 1 (1 1\ (1
0,0)) =3 \-1 1) 1)

Fiir die inverse Transformation kann die transponierte Transformationsmatrix angegeben
werden, da wir es ja mit einer unitdren Transformationsmatrix zu tun haben:

) _ 1 (1 -1\ (IL0)
)=\t 1) 0,0
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Insgesamt ergibt sich fiir die Wirkung von S? auf die gekoppelten Eigenzustinde in der
Matrixdarstellung:

|11, 41) 2 .0 0 0\ /[1,+1)

a2 | 11,0) | sy .00 2 0 0 |1,0)

> lo,0) "o 0 0 o] 0.0 (7.80)
11, -1) 00 0 2/ \|1,-1)

Wie erwartet, gibt es in der gekoppelten Basis keine Nebendiagonalelemente mehr! Gleich-
zeitig bleibt S, in der Matrixdarstellung der gekoppelten Basis diagonal, weil die Trans-
formation in einem entarteten Unterraum, welcher S, diagonalisiert, durchgefithrt wurde:

11, +1) 100 0) /1,41

s | 11,0y | {Is.M4)} 000 O |1,0)

5| 0.0y "o 00 ol 00 (7.81)
11, 1) 000 —1) \|1,-1)

In der Praxis miissen die Clebsch-Gordan-Koeffizienten nicht fiir jedes System an Drehimpulsen
eigens berechnet werden. In der Regel reicht es, die korrekten Werte in Tabellenwerken nachzu-
schlagen. Ein kleiner Auszug von solchen ist in den unteren drei Tabellen zu finden: Hier sind
sdmtlich Koeffizienten fiir j; X jo = % X %, 1 x % und 1 x 1 eingetragen. Die Tabellen sind
auf folgende Art und Weise zu lesen: Die (rechts unten) grau hinterlegten Werte entsprechen
den Clebsch-Gordan-Koeffizienten, wobei eine verkiirzte Darstellungsweise {iblich ist: Ein Wert
1/2 ist demnach gleichbedeutend mit /1/2! Links von den grau hinterlegten Bereichen finden
sich die Werte von m; und ms in der Produktbasis, oberhalb des grau hinterlegte Bereichs die
Quantenzahlen J und m; der gekoppelten Basis. In allen drei Systemen sind der ,,hochste” und

sniedrigste® Zustand (mj,,. und my . ) in der Produktbasis und der gekoppelten Basis gleich.

1
; 1/2x1/2 | . -
J1 % j2 . [+1/2 +1/2 1 0 0
j —
m1 mo | CG-Koeffizient +1/2 1/2 1/2 1/2 1

—~1/2 +1/2 | 1/2 -1/2 | -1
—1/2 —1/2| 1

3/2
1X1/2 1 a0 T 3m 12
1 412 1] +1/2 +1/2
Y1 12| 1/3 2/3[ 3/2 12
0 +1/2| 2/3 —1/3|-1/2 —1/2
0 —1/2| 2/3 1/3| 372
1 41/2| 1/3 —2/3 | —3/2

R 1
7
Ix1 ) 1
o410 1] 41 41
10|12 1/2[ 2 1 0
0 +11/2 —1/2| 0 0 0
1 —1]1/6 1/2 13
0 0l2/3 0 —1/3[ 2 1
1 41|16 -1/2 1/3] -1 -1
0 —1]1/2 1/2[ 2
1 ol1/2 —1/2| -2
1 1] 1
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Beispiel: Zeitentwicklung von Teilchen mit [ = 1 im anisotropen Kristallfeld

Wir betrachten ein System eines ungebundenen Teilchens mit Drehimpuls | = 1, welches
sich in einem anisotropen Kristallfeld befindet. Der Hamiltonoperator H hat neben der
Rotationsenergie also auch noch eine energetische Komponente, welche vom externen Feld
beeinflusst wird. Fiir H gilt in diesem Beispiel (wir kiirzen hier |I,m) = |m) ab):

r 2
Hygr = %Jrv(\—l) (+1] + [+1) (=1] +10) (0]) (7.82)

1 ist in diesem Fall das Tragheitsmoment des Teilchens, « die Kopplung an das Kristallfeld.
Wir kennen die Eigenzustédnde des Betragsoperators des Drehimpulses und dessen Wirkung
auf diese bereits:

[1,m) = |m) € {[-1),[0), [+1)}

Lassen wir H auf die Eigenzustinde von L2 wirken, erhalten wir in der Matrixdarstellung
das folgende Ergebnis:

|—1) p2 (200 001 |—1)
Hgp | 10) | = o 2 0f+y[0 1 0 |0) (7.83)
|+1) 00 2 100 |4+1)

Der Ausdruck in der Klammer ist offensichtlich nicht diagonal sondern fithrt zu Mischungen
von |m); die Eigenfunktionen von L2 sind daher keine Eigenfunktionen von Hyp. Diese
finden wir, indem wir die Matrix Hkp diagonalisieren — nicht nur erhalten wir so die
Eigenfunktionen des Hamiltonoperators sondern auch dessen Eigenwerte! Es gilt:

R2/1 0 v
Hxp=| 0 R /T+~v O
v 0 R2/1

Die Eigenwerte folgen aus der det |Hgy —Al| = 0. In diesem Fall erhalten wir \; = h?/I —~
und den zweifach entarteten Eigenwert Ao 3 = h%/I ++. Zu jedem Eigenwert finden wir die
jeweilige Eigenfunktion |\;):

() 2 n=ls X 1 (o) Z l=n+H
M=z | 0| = b= (1] =i, ey = o) -

Fassen wir unsere Eigenvektoren in die Transformationsmatrix 7" und die Eigenwerte in
eine Diagonalmatrix A zusammen, erhalten wir:

L [ 01 R2/T —~ 0 0
T:\7 0 v2 0] und A= 0 R2/T +~y 0 (7.84)
211 0 1 0 0 RI+~

Uns interessiert nun, wie die Zeitentwicklung eines beliebigen Zustandes dieses Systems
aussieht. Willkiirlich wihlen wir hier |[+1) und gehen nach (2.39) vor — der einzige zeitab-
hingige Term entspringt aus der Exponentialfunktion (beziehungsweise dem Zeitentwick-
lungsoperator, welchen wir rigoroser in der Quantentheorie II kennenlernen werden).
Wir kennen |¢(t)) zum Zeitpunkt ¢ = 0 bereits: [1(0)) = |+1). Fiir beliebige Zeitpunkte ¢
gilt nun: A

[%(2)) = /M |+1)
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Ohne nédher auf operatorwertige Funktionen einzugehen: Erfolgt die Beschreibung in der
FEigenbasis des Hamiltonoperators entspricht H in der Exponentialfunktion einfach dem
Eigenwert aus (7.84). Allerdings miissen wir dann auch |+1) in der Eigenbasis von H
angeben — durch Subtraktion |A1) von |A3) erhalten wir |[4+1) = (J]A3) — |A\1)) /v/2. Es folgt:

[$(E) = 75 (X" ha) = M ) ) =

= 5 [P (1=0) + [41)) = M (1) — 1)) =

_ % [() = (F=B)t) 1) 4 (FHR) 4 o E-D)) 41)] =

= it [z sin (’;t> |—1) + cos (th) |+1>] (7.85)

Die Rotation der Phase wird allein durch die Grofle des Tragheitsmoment I bestimmt; die
Kopplung an das externe Feld ~+ hingegen kontrolliert in welche ,Richtung® der Zustand
|t) zu jedem Zeitpunkt t zeigt.
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8 Storungstheorie

Motivation: Naherungsverfahren und Storungstheorie in der Quantentheorie

Die Schrédingergleichung lasst sich nur fiir sehr wenige, stark vereinfachte Systeme exakt
l6sen. Die Potentiale, welche im Rahmen dieses Skriptums behandelt werden (Coulomb-
potential, harmonischer Oszillator) stellen im Sinne ihrer exakten Losbarkeit somit die
Ausnahme und nicht die Regel dar. Wie sich in diesem Kapitel herausstellen wird, kann
man fiir Potentiale, die von diesen exakt losbaren Potentialen leicht abweichen, die Schro-
dingergleichung approximativ 16sen.

Die Theorie, die solche ,leicht gestorten® Potentiale beschreibt, ist die Storungstheorie,
welche sich als weit verbreitete Methode etabliert hat, um genédherte Losungen fiir analy-
tisch nicht geschlossen losbare quantenmechanische Probleme zu berechnen.

Dieses Kapitel befasst sich mit der Rayleigh-Schridinger-Storungstheorie. Eine zentrale Idee
dieses Néaherungsverfahrens besteht darin, dass der Hamiltonoperator H in einen ungestorten
Teil Hy und einer Storung V' aufgeteilt werden kann:

H=Hy+\V (8.1)

Das Verfahren ist dann hilfreich, wenn wir zwar das Eigenwertproblem des ungestérten Hamil-
tonoperators Hy analytisch l6sen kénnen, nicht aber das eigentliche Problem mit dem gestérten
Hamiltonoperator H. Wir starten demnach von folgender Ausgangssituation:

I:IO |Pn) = €n |dn) (8.2)

Wenn der Ordnungsparameter X klein genug ist, wirkt sich die Stérung V nur schwach aus, und
wir konnen uns der unbekannten Losung fiir H in einer Reihenentwicklung aus der bekannten
Losung fur Hy annihern. Obwohl die Wahl von Hy und V nicht immer eindeutig ist, miissen die
folgende Bedingungen erfiillt sein, damit storungstheoretische Berechnungen moglichst genaue
Ergebnisse mit geringem Rechenaufwand liefern:

B Das gesamte Spektrum an Eigenfunktionen |¢,) und Eigenenergien ¢, von Hy ldsst sich
im Sinne von (8.2) ezakt berechnen.

B \V ist eine schwache Storung im Vergleich zu ﬁo, der Ordnungsparameter A skaliert dabei
die Stérke der Storung.

Die letzte Bedingung wird noch in einem Beispiel konkretisiert. Wir nehmen an, dass die Eigen-
energien nicht entartet sind — es gilt daher fiir simtliche Eigenenergien ¢, # ¢,/ (Vn # n'). Es
wird spéter klar, weshalb diese Bedingung eine wichtige Voraussetzung fiir das Funktionieren
der Rayleigh-Schrodinger-Storungstheorie ist (im Falle einer Entartung muss man die entartete
Storungstheorie verwenden). Auflerdem sollen im Rahmen dieses Kapitels ausschliefllich zeitun-
abhdngige Hamiltonoperatoren untersucht werden.

Unser Ziel soll nun sein, die allgemeinen Eigenenergien &, und Wellenfunktionen |,,) des Ha-
miltonoperators H zu ermitteln, welche die gestorte Schrodingergleichung erfiillen:

Der Index n repréasentiert die energetische Hierarchie des Zustandes (Quantenzahl). Man beachte:
Alle folgenden Ableitungen gelten fiir ein fixes n, also beispielsweise fiir den Grundzustand n = 0
mit [¢g) und &y, oder einen beliebigen anderen (fixen) Energiezustand [¢,,) und &, . Beginnen wir
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mit der Entwicklung der gesuchten Eigenfunktion |1),) iiber den (kleinen) Ordnungsparameter

A
[¥n) = [0) + A1) + A% [2) + Z)\Z ' (8.4)
Wir gehen davon aus, dass die Funktionen {|i)} eine Orthonormalsystem bilden: (i|j) = d;;.

Eine analoge Reihenentwicklung wird auch fiir die gesuchte Eigenenergie &, des gestérten Ha-
miltonoperators H aufgestellt:

En=FEo+AE1 + NEy+ - =Y NE (8.5)

Wir kennen im Moment weder die Entwicklungsfunktionen |i), noch die Entwicklungs-Eigenenergien
E;. Um diese zu bestimmen, gehen wir von der Schrodingergleichung (8.3) aus, und setzen die
obige Reihenentwicklungen ein:

(Ho +27) (i b\ |¢>) - (i AE) (i Al |i>> (8.6)

Da wir nach Potenzen von A entwickeln wollen, ist es der Ubersicht wegen hilfreich, die ersten
Terme dieser Gleichung explizit aufzuschreiben:

(Ho+27) (10) + A1) +2212) + ... ) = (Eo + ABy + XEz + ... ) ([0) + A1) + A2 [2) + ..

Wir vereinfachen den oberen Ausdruck durch Ausmultiplizieren und Umformungen; der Uber-
sicht halber fassen wir sdmtliche Terme mit gleichen Potenzen des Ordnungsparameters A zu-
sammen, wobei wir hochstens die zweite Ordnung A? inkludieren:

0=2"(Ho[0) - Eo[0)) +
+ A (B 1) +V[0) — Eo|1) — B [0)) +
+22 (Ho |2) + V 1) = Eo[2) — Ex [1) = E]0)) + O(A?) (8.7)

Jeder Ausdruck zur jeweiligen Ordnung n muss individuell verschwinden, da ansonsten die Glei-
chung (8.7) nicht erfiillt sein kann. Losen wir fiir jeden Koeffizienten, kénnen wir so Schritt fiir
Schritt Korrekturterme héherer Ordnung berechnen.

8.1 Losung nullter Ordnung

Um die Loésung nullter Ordnung, die grobste Naherungslosung, zu bestimmen, betrachten wir in
(8.7) konsequenterweise nur die nullte Ordnung A\°, und bekommen somit:

Hy |0) = Eo |0) (8.8)

(8.8) ist nur durch den ungestorten Hamiltonoperator bestimmt und gleicht daher dem System
ohne vorliegende Storung. Ein direkter Vergleich mit (8.2) zeigt zudem sofort:

Ey=¢e, und |0) = |¢n) (8.9)

Wenn man ausschliefllich diese Ergebnis in den Reihenentwicklungen (8.4) und (8.5) bertick-
sichtigt, erkennt man: Wenig iiberraschend sind in nullter Ordnung die Losungen |1,,) und &,
flir das gestorte Elgenwertproblem identisch mit den Losungen |¢,) und €, des ungestorten
Hamiltonoperators Hy! Fiir A — 0 kann man also folgende Losung fiir H anschreiben:

Enmen und  |thn) = |6n) (8.10)
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8.2 Losung erster Ordnung

Analog gehen wir nun auch bei der Ermittlung des ersten Korrekturterms in den Reihenent-
wicklungen (8.4) und (8.5) vor. Betrachten wir den zu A' zugehérigen Term aus (8.7), konnen
wir nach |0) und |1) umformen und erhalten so:

(ﬁo - EO) 1) = (E1 - V) 10) (8.11)

@ (1)

Projizieren wir die beiden Relationen (I) und (II) aus (8.11) auf den den Bra-Vektor (0], erhalten
wir einen geschlossenen Ausdruck fiir £, iiber welchen sich die Energiekorrektur erster Ordnung
berechnen lisst. Es sei nach (8.9) zu beachten, dass |0) = |¢,,) entspricht und somit entsprechend
(8.8) die Beziehung Hy [0) = Eg|¢,) folgt. Wir finden fiir die Terme (I) und (IT):

(I) | (0|Ho — Eo|1) = (0|Ho|1) — (0| Eo|1) = Eg(0]1) — Eo(0[1) =0
(I1) | (0]Ey — V|0) = E1(0[0) — (0[V']0) = By — (¢n|V |¢n)

Aufgrund der Hermitizitdat von Hy kann der Hamiltonoperator nach links wirken — der Vorteil
davon ist, dass wir die Wirkung von Hy auf |0) kennen, die auf |1) hingegen nicht. Wir erhalten
somit durch Gleichsetzen von (I) und (II) eine einfache Beziehung fiir E, fiir welche gilt (erneut
mit 0) = [00): A

Ey = (¢n|V]¢n) (8.12)

Beriicksichtigt man diese Energiekorrektur zusammen mit der Losung nullter Ordnung in der
Reihenentwicklung (8.5), bekommt man die Losung fiir £, in erster Ordnung:

En & En + A (dn|V|on) (8.13)

Zur Bestimmung des ersten Korrekturterms in der Reihenentwicklung (8.4) von |v¢,) projizieren
wir nun einen beliebigen Eigenzustand des ungestorten Hamiltonoperators (¢| (also irgendeinen
Eigenzustand aufer (0| = (¢,|) von links auf (8.11):

(¢x| Ho — Eo|1) = (¢r|Hol1) — (drlen|l) = ek (dr|1) — en (9k]1) = (e — £n) (d1]1) =
= (¢p|E1 — V|0) = E1(r|dn) — (9|V|dn) = — (6| V|dn)

Aufgrund der Orthogonalitit von Eigenfunktionen, verschwindet der Term (¢x|¢y,), falls k # n.
Wir haben somit eine Beziehung fiir einen (fast) beliebigen Entwicklungskoeffizienten (¢|1) von
|1) in der Eigenbasis des ungestorten Hamiltonoperators gefunden:

(@ulVIgn) \¢n>

. fir k#n (8.14)

(r[1) =
Offensichtlich bekommen wir in der Losung (8.14) wegen des Nenners ein Problem, wenn k = n
wird — unsere initiale Annahme, dass |¢x) nicht |¢,) = |0) wird also im Nachhinein gerechtfertigt.
Nutzen wir nun (8.14) um explizit |1) zu berechnen:

V]dn
=1 = Zm (@11) = [6n) (@u1) + 3 o) 1) ®20 37 Ja) ‘““’ ,¢>

Wieder folgt aus |¢,) = |0), dass (¢,|1) = (0|]1) = 0 verschwindet. Der erste Entwicklungskoef-
fizient fiir die Eigenfunktion [¢;,) des Hamiltonoperators H umfasst somit nur die Nebendiago-
nalelemente k # n; je kleiner der Abstand zwischen den benachbarten Energieniveaus ¢, und e
wird, desto grofler wird die Abweichung vom ungestorten Zustand |¢g). Es folgt:

b= 3 lVien) (8.15)

iz En T Ek
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Beriicksichtigt man diese Korrektur zusammen mit der Losung nullter Ordnung in der Reihen-
entwicklung (8.4), bekommt man folgende Losung fir [i,) in erster Ordnung:

) gy + 4 3 A2EVI0n) ¢k'v'¢"> 66) (8.16)

k#n En —

8.3 Losung zweiter Ordnung

Um abschliefiend noch die zweiten Korrekturterme in den Reihenentwicklungen (8.4) und (8.5)
zu bestimmen, nutzen wir wieder den Ausdruck zu A? aus (8.7). Wir erhalten:

(Ho - Eo) [2) = (B = V') [1) + B> |0) (8.17)
) (1

Analog zur ersten Ordnungskorrektur projizieren wir wieder (8.17) auf den Bra-Vektor (0:

(I) | (0|Ho — Eol|2) = (0|Ho[2) — (0|Eo|2) = Eo(0]2) — E(0[2) =0
(IT) | (0|E1 — V|1) + (0] E2|0) = E1(0]1) — (0|V|1) + E2(0[0) = E» — (0|V/|1)

Wir finden also, dass die Energiekorrektur erster Ordnung von |1) abhéngig ist. Setzen wir den
zuvor gefundenen Ausdruck ein, erhalten wir daher:

By = (07]1) &2 S (6] V1) (21V1On) <¢k'v’¢">

k#n

Damit finden wir einen validen Ausdruck fiir die zweite Energiekorrektur — wir bemerken, dass
im Gegensatz zur ersten Energiekorrektur (8.12) hier nur die Nebendiagonalelemente k # n
bertiicksichtigt werden:

v
P En — &k

Inkludiert man diese Energiekorrektur zweiter Ordnung zusammen mit der Korrektur erster

Ordnung und der Losung nullter Ordnung in der Reihenentwicklung (8.5), bekommt man die

Gesamtlosung fir &, in zweiter Ordnung:

; 2
En = en + A (dn|V|dn) + A2 Z [{6e[Vign) |

(8.19)
k#n €n — Ek

Zur Bestimmung des zweiten Korrekturterms in der Reihenentwicklung von |4,,) projizieren wir
wieder einen beliebigen Eigenzustand des ungestorten Hamiltonoperators (¢r| (wobei wir wieder
|or) # |¢n) vorausetzen) von links auf (8.17):

(ox|Ho — Eo|2) = (8| Hol2) — (dklen|2) = ex (3r]2) — en (91]2) = (er — en) (94]2) =
= (6|1 — V1) + (dk| B2l pn) = Er (dk[1) — (¢x[VI1) + B (k| 6n)
Wieder finden wir einen Ausdruck fiir einen Entwicklungskoeffizienten (¢y|2) in der Eigenbasis

des ungestorten Systems; dieses Mal treten allerdings die erste Ordnung Korrekturterme F; aus
(8.12) und |1) aus (8.15) auf. Wir schreiben:

Eq (@u]1) = (8 V[1) 312) (@alVI1) = (dnlVIen) (Br1)

En — €k En — Ek

(Pr[2) = (8.20)
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So wie schon zuvor kénnen wir durch unsere urspriingliche Annahme k # n verhindern, dass der
Energienenner divergiert. Explizit finden wir, analog zur Vorgehensweise fiir |1), nun fir |2):

2) = 112) = [60) (6012) + 3 lon) (@nl2) *20 37 Jp) |

k#n P €n ~ Ek
Konkret ergibt sich somit fiir |2) der folgende Ausdruck:
(DkV[1) = (dulVI¢n) (B41)
2) = - |61 (8.21)

En €k

k#n

Fiir |1) muss hierbei bei der Anwendung der Formel noch der Ausdruck (8.15) eingesetzt werden.
Damit bekommen wir folgende Néaherungslosung fiir |¢,,) in zweiter Ordnung;:

(@EVI1) = (@nlV|dn) (B1)
-

€n

[¥n) = [dn) + A1) + 27D
k#n

%) (8.22)

Beispiel: Gestorte 2 x 2-Matrix

Wir betrachten den Hamiltonoperator H eines nicht niher beschriebenen zweidimensiona-
len Systems in einer vollstdndigen Basis {|¢;)}:

ol (A WY _ [A1 O 0o W
H—><W* A2>_< . A2>+<W* 0) (8.23)

Hy \%

Es soll gelten, dass A1 < As und W € C! Durch das Aufspalten der Matrix in Diagonal-
und Nicht-Diagonalelemente ist klar ersichtlich, dass die zwei Eigenwerte des ungestorten
System Hy gegeben sind durch e; = A; und g5 = As.

T

Abb. 47: Fur kleine |W| oder grole Abstédnde zwischen den Energieniveaus A; > Aj
stimmen die zweite Ordnungkorrektur und die exakte Losung sehr gut tiberein.

Dies ist nach (8.8) zugleich auch die Schatzung fiir die Eigenenergien des gestorten Systems

in nullter Ordnung, die wir hier mit E§O) und Eéo) anschreiben wollen (das entspricht der
Energie Ey in den vorherigen Abschnitten, wo wir stets nur ein Energieniveau betrachtet
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8 Storungstheorie

haben). Die zugehorigen Eigenvektoren des ungestorten Systems |¢1) und |¢2) sind nach
(8.8) zugleich die Schiatzung der Eigenvektoren des gestorten Systems in nullter Ordnung,
die wir hier mit |E£O)> und ]E§0)> anschreiben wollen (das entspricht dem Vektor |0) in den
vorherigen Abschnitten, wo wir stets nur ein Energieniveau betrachtet haben). Es folgt
also:

|E{0> |¢ > Wh} <0> zu €1 =4

i 0
|E§O> |p2) —— el <1> zu €9 = A

Wir wollen hier die Stérungstheorie bis zur zweiten Ordnung anwenden, und kénnen daher
entsprechend (8.5) folgern: E; ~ Ei(o) + El-(l) + EZ@) (der Ordnungsparameter A ist in
unserem Beispiel ja gemifl (8.23) offenbar gleich 1). Wie sehen nun aber die Eigenwerte
F4 und FEsy des gesamten Systems H aus, wenn nur eine kleine Storung vorliegt? Fiir die

1)

(8.24)

erste Ordnungskorrektur EZ( erhalten wir:

a0 "2 (V1o 27 (1 0) (VS* Vg) @:o

E{) 2 (6,112 “2Y (0 1) (M(} Vg) (?) =0

Die Korrektur erster Ordnung verschwindet! Wir werden direkt sehen, dass dies fiir die
zweite Ordnungskorrektur jedoch nicht mehr gilt — es findet sich das folgende Ergebnis:

o ) ) (O] -2

(8.25)

g €19 |Gl V16n) P 5201

€1 — &2 A1 — A2
) 26)
g2 @18) | (1| V |2) | 824 1 (1 o) 0 W) [0\l _ L4
2 2 — & Ay — Ay w* 0] \1 Ay — Ay

Durch Summieren der Ergebnisse (8.24), (8.25) und (8.26) erhalten wir die Energieeigen-
werte von H geméfl Rayleigh-Schrodinger-Storungsrechung zweiter Ordnung;:
w2

W2
und FEy ~ Ay + W]

~A - i LA
V7 a, — A Ay — A

(8.27)

Exakte Losung Die einfache Form des gestorten Hamiltonoperators H wiirde tatsichlich
auch eine exakte Losung erlauben, indem wir das Eigenwertproblem det |H — 1E| = 0
direkt losen:

0=det|H —1E| = (A, — E)(Ay — E) — [W|? = E2 — E(A; + A3) + A1 Ay — |W|?

Die Losung dieser quadratischen Gleichung fithrt uns auf den folgenden Ausdruck, welchen
wir iiber f(z) = V14 22 ~ 14 2%/2 bis zur zweiten Ordnung entwickeln kénnen:

Al +A4; A —A 2 2
jop 1+ 2 | 12 2\/1+( |W|>

2 A — Ay
A+ Ay Al — Ay Q‘W‘Q
~ + 1+—— .2
2 2 < T A 4 (8.28)
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Die bis zur zweiten Ordnung entwickelte exakte Losung ((8.28) ist (je nachdem, ob man sie
fir Fy oder Ey auswertet) vollig identisch mit dem Ergebnis (8.27) der Stérungsrechnung!
In der unteren Abbildung ist die Néherung fiir f(z) mit = = 2|W|/(A; — A2) grafisch
verdeutlicht.
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9 Konzepte der Quantentheorie

In diesem Kapitel befassen wir uns mit weiterfithrenden Konzepten, beziehungsweise versuchen
wir sehr grundlegende Prinzipien der Quantentheorie zu verstehen. Zudem gehen wir ndher auf
bestimmte technische Realisierungen quantenmechanischer Phdnomene ein, wie zum Beispiel
den Quantencomputer oder die Quantenkryptographie.

9.1 Reihung von Stern-Gerlach-Apparaten

In Kapitel 7 haben wir den Stern-Gerlach-Apparat kennengelernt. Im Folgenden wollen wir
einige der grundlegenden Eigenschaften der Quantenmechanik mit Hilfe von mehreren Stern-
Gerlach-Apparaten illustrieren, welche hintereinander aufgestellt werden.

Einfacher Stern-Gerlach-Apparat In Abbildung 48 ist folgender experimenteller Aufbau skiz-
ziert: Ein Strom von sich in z-Richtung bewegender, ungeladener Spin—%—Teilchen durchlauft
einen Stern-Gerlach-Apparat mit beliebigem Magnetfeldwinkel ¥ (gemessen in der yz-Ebene,
relativ zur positiven z-Richtung). Wir nehmen an, dass die von der Quelle (links) emittierten
Teilchen in z-Richtung polarisiert sind, und sich in einem initialen Zustand |¢) = |1) befin-
den. Die Teilchen, welche den Stern-Gerlach-Apparat im unteren Pfad verlassen, und sich daher
im Zustand |ly) (mit dem Energieeigenwert \| = —h/2) befinden, werden blockiert. Die Teil-
chen, die den Stern-Gerlach-Apparat im oberen Pfad verlassen, und somit im Zustand [1y)
(mit Ay = +h/2) sind, kénnen hingegen passieren und werden detektiert. Wie grofl ist nun die
Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen unseren Detektor trifft?

Abb. 48: Es soll die Anzahl der urspriinglich im Zustand |1) praparierten Teilchen bestimmt
werden, welche den Stern-Gerlach-Apparat, der mit beliebigen Winkel 1) eingestellt
ist, im Zustand [1y) verlassen (oberer Pfad). Der untere Pfad (Zustand ||y)) ist
blockiert.

Die Teilchen, die den Stern-Gerlach-Apparat verlassen, befinden sich geméaf (7.55) in folgendem
Zustand (wir nehmen an, dass ¢ = 0 ist):

o) T2 cos(9/2) 1) +sin(9/2) [1)  fir Ay = +7/2 9.1)

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Messung des Teilchens mit Initialzustand |1) anschlieBend den
Zustand |1y) ergibt, betrégt:

9.1)

P(t 1) = [ (1] 1) 220 | (4] (cos(9/2) [1) + sin(9/2) [4)) |* =
= | cos(9/2)(1 | 1) +sin(9/2)(1 | 1)|* = cos*(1/2)

Naturgemifl muss wegen der Teilchenerhaltung mit P(1,]y) = sin?(9/2) (als Wahrscheinlichkeit,
den Messwert —h/2 zu erhalten) die Beziehung P(1,19) + P(1, l9) = cos?(9/2) + sin?(9/2) = 1
erfiillt sein. Zur Erinnerung: Der Wahrscheinlichkeitsbegriff ist hier so zu verstehen, dass wir bei
einer Vielzahl von dquivalent durchgefiihrten Experimenten mit einzelnen Teilchen (sprich, die
Quelle erzeugt einen Strahl von insgesamt N Teilchen) folgenden Erwartungswert (N') angeben
kénnen:

(N") = N cos?(1/2) (9.2)
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Zweifacher Stern-Gerlach-Apparat Betrachten wir nun den komplizierteren Fall, in welchem
zwei Stern-Gerlach-Apparate mit den Messwinkeln 9 beziehungsweise 9 hintereinander platziert
werden. Wieder soll gelten, dass der urspriingliche Teilchenstrahl in z-Richtung polarisiert ist
(|r) = [1)). Von beiden Apparaten sollen ausschliefSlich die Zusténde [Ty) bzw [1y), entsprechend
den +h/2-Eigenwerten, durchgelassen werden (siehe Abbildung 49). Es gilt:

[T9) = cos(9/2) 1) +sin(9/2) |L) fir A\ = +h/2

[Tgr) = cos(¥'/2) |1) +sin(0'/2) [}) fir N = +h/2 (9:3)

Abb. 49: Zwei hintereinander geschaltete Stern-Gerlach-Apparate mit unterschiedlicher Orien-
tierung der Magnetfelder ¥ und ¢'. Es werden in beiden Apparaten nur die Zustinde
entsprechend der Eigenwerte +//2 durchgelassen, und die Zustande entsprechend der
Eigenwerte —h/2 jeweils blockiert.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Zustand [¢)) = |1) nach dem ersten Stern-Gerlach-Apparat in
den Zustand |ty) tibergeht, ist (wie bereits berechnet) gegeben durch:

P(1,19) = (Pro) = | (1] 1) |* = cos*(9/2)

Der Projektor PW bewirkt, dass sich jedes Teilchen im Zustand |1y) befindet, nachdem es den
ersten Stern-Gerlach-Apparat passiert hat (der andere Teilchenstrahl wird ja blockiert). Wir
wollen nun die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass sich das Teilchen nach dem zweiten Apparat
im Zustand |1y) befindet:

P/ (b, tor) = | (1o | 1o} [P E
[ (cos (1/2) (1] +sin (9/2) (L) (cos (9/2) [1) + sin (¢'/2) [1)) |* =
| cos(/2) cos(9'/2)(T | 1) + sin(9/2) sin(' /2) (L | 1)+
+cos(9/2) sin(9'/2) (1 | 1) + sin(9/2) cos(9' /2)(L | 1) [* =
= [cos(19/2) cos(¥ /2) + sin(d/2) sin(¥' /2)]* =
= cos?((¥' —1)/2) (9.4)

Fiir allgemeine Winkel 9 und ¢’ erwarten wir somit, dass bei urspriinglich N Teilchen letztlich
(N"") Teilchen im Zustand |1y/) den Detektor treffen:

(N") = N - P(1,19) P/ (19, 1) "2 N cos? (g) cos? (19 2_19> (9.5)

Analog zu einer Reihe optischer Polarisationsfilter kénnen wir die Stern-Gerlach-Apparate je-
weils so einstellen, dass wir beispielsweise am Schluss keine Teilchen mehr messen. Fir den Fall,
dass der ersten Stern-Gerlach-Apparat den einfallenden Strahl voll durchlisst (¢ = 0) und der
zweite Apparat genau orthogonal dazu ausgerichtet wird (¢ = 7) wiirde zum Beispiel eine solche
Ausloschung auftreten. Wenn allerdings der erste Stern-Gerlach-Apparat auf 9 = /2 verdreht
wird (und damit nur die Halfte des einfallenden Strahls durchlésst) ergibt sich bei gleichbleiben-
dem zweiten Apparat (¢ = 7) eine Gesamtwahrscheinlichkeit P = 0.25 fiir die Transmission.
Interessanterweise kann somit ein zusétzlicher Filter zu einer grofleren Transmission fiithren!

Wir kénnen das Ergebnis als sukzessive Realisierung eines Endzustandes verstehen; der ,,Weg*
zum Endzustand wird demnach in ,, Teilwege* unterteilt: Die Wahrscheinlichkeit den Endzustand
zu messen, entspricht dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Teilschritte.
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9.2 Axiome der Quantentheorie

Versuchen wir nun im Folgenden einige der Regeln der Quantenmechanik zur Berechnung von
messbaren Vorhersagen im Sinne von Axiomen zu formulieren:

1.)

Informationsgehalt: Der Zustand eines physikalischen System ist durch einen Zustands-
vektor [1) vollstédndig charakterisiert. Simtliche Information iiber ein System steckt somit
im Zustandsvektor. Das gilt allerdings nur fiir reine Zustinde, bei gemischten Zustinden
liegt die gesamte Information tiber das System im Dichteoperator p = [¢) (1| (siehe dazu
Quantentheorie II).

Observable: Eine physikalische Observable A, also eine real-messbare Grofle, entspricht
immer einem hermiteschen Operator A = Af. Solche Operatoren wirken wiederum auf Zu-
standsvektoren A [i), um Zugang zu den darin festgehaltenen Informationen zu erhalten.

Messwert: Die Eigenwerte a,, eines Operator A sind die einzigen moglichen Messwerte
der Observable A. Es folgt die Eigenwertgleichung A |¢,,) = ay, |¢y), wobei wir |¢,,) einen
Eigenzustand von A zum Eigenwert a,, nennen.

Messwahrscheinlichkeit: Sei ein beliebiger Zustand |¢)) gegeben, kénnen wir die Wahr-
scheinlichkeit, den Messwert a,, der Observable A zu erhalten, angeben iiber die Projektion
auf den entsprechenden Eigenzustand p, = | (¢n|)) |2 = (1| Py|th). Der Zustand |¢) wird
mittels des Projektionsoperators P, = |¢,) (¢,] auf einen Zustand |¢,) abgebildet. Eine
Messung fithrt zum ,,Kollaps der Wellenfunktion® auf |¢y,).

Zeitentwicklung: Die Zeitentwicklung eines Zustandes [¢(¢)) ist bestimmt durch die
Schrodingergleichung if |¢(t)) = H [1)(t)).

Klassisches Analogon: Operatoren, welche klassische Analoga besitzen, werden durch
kanonische Quantisierung bestimmt, indem die kanonischen Koordinaten r; und p; durch
komplementére Operatoren ersetzt werden, welche die Vertauschungsrelation [7;,p;] =
thd;; erfiillen. Operatoren, deren klassische Analoga Funktionen von r; und p; sind, werden
in der Reihenfolge der nichtvertauschenden Operatoren symmetrisiert.

Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten Gehen wir von einem vollstdndig praparierten System
aus, konnen wir zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit die folgenden Rechenregeln beachten
(nach Dietrich Grau, Ubungsaufgaben zur Quantentheorie, V5.52, 2020):

(1)

Endzustande: Die Wahrscheinlichkeit fiir einen ,Endzustand® ist gegeben durch das
Absolutquadrat einer komplexen Zahl; sprich, der Wahrscheinlichkeitsamplitude des End-
zustandes. Als Endzustand versteht man die beim betrachteten Experiment die unter-
scheidbaren, alternativen Versuchsausgénge.

Alternativrealisierungen: Gibt es mehrere, innerhalb des betrachteten Experiments
prinzipiell nicht unterscheidbare alternative Weisen (,virtuelle Wege®), auf welchen ein
Endzustand erreicht werden kann, so ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir das Errei-
chen dieses Endzustandes die Summe der Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir die betreffen-
den virtuellen Wege (Interferenz).

Sukzessive Alternativrealisierungen: Setzt sich einer der virtuellen Wege aus meh-
reren ,, Teilwegen* zusammen, so ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir den gesamten
virtuellen Weg das Produkt der Wahrscheinlichkeitsamplituden fiir die Teilwege.

Ereignisse: Fasst man mehrere Endzustidnde zu einem ,Ereignis“ zusammen, so ist die
Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis durch die Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir die
betreffenden Endzustinde gegeben.
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56666

Abb. 50: Schematische Darstellung zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten von Versuchs-
ausgéngen eines Experiments: (1) verschiedene Endzustidnde, (2) alternative Realisie-
rungen, (3) sukzessive Realisierung und (4) Ereignisse aus mehreren Endzustanden.

9.3 Der Messprozess

Der Messprozess spielt in der Quantenmechanik eine zentrale Rolle, da wir nicht nur explizit in
ein Quantensystem eingreifen, sondern den Messprozess auch als eine Mafinahme zur Praparation
des Systems verstehen kénnen. Im Folgenden wollen wir nun verschiedene Begriffe fiir Quanten-
Zusténde |¢) diskutieren (welche wir in der Quantentheorie IIim Rahmen des Dichteoperators
wieder aufgreifen werden) und auch auf das meistgetotete Tier in der Physikgeschichte eingehen
— Schrodingers Katze.

9.3.1 Separable und verschrankte Zustande

Betrachten wir zwei Systeme H4 und Hp, welche miteinander in Wechselwirkung treten und
gemeinsam in Ha4p beschrieben werden kénnen. Wir finden fiir die einzelnen Systeme die
entsprechenden Observablen A und B, sowie jeweils eine vollsténdige Orthonormalbasis {|a;)}
und {|b;)}. Letztere Basen sind allerdings nicht die Eigenbasen der Operatoren A und B; es soll
lediglich A in H 4 wirken, wihrend B respektive nur in Hp wirkt. Kann ein Zustand |) aus
H a+p folgendermaflen angeschrieben werden, nennen wir diesen Zustand separabel:

W = (Seiled @ (Tailh ) =W @) mie e 00

Fir die Koeffizienten eines solchen Produktzustandes der linearen Superpositionen der Zustinde
|tha) und [1p) gelten jeweils 3, [a;|* = >, 16j|*> = 1. Ist eine solche Darstellung als Summe von
Produktzusténde (|a;) ®|b;) = |a;b;)) nicht moglich, bezeichnen wir den Zustand als verschrinkt.
Ein solcher Zustand sei im Folgenden in voller Allgemeinheit gegeben:

[¢) = vijlai) @ |b;) mit ;€ C (9.7)
]

Der Zustand |¢) ist nicht separabel. Das Separabilitdtskriterium ist nur dann erfiillt, falls sich
alle v;; als v;; = a;3; darstellen lassen und so eine Trennung zwischen [tq) und |1,) explizit
moglich wird. Eine klare Trennung von «;; in o;; und 3; (wobei 4,5 = 1,..., N) ist grundsétzlich
nur durch die Losung eines N2-groBen Gleichungssystems maéglich. Ob diese Losung existiert,
kann man nachweisen, indem man alle Koeffizienten ~;; in Form einer Matrix anschreibt, und
dann priift, ob Rang(v;;) = 1 gilt. Ist hingegen Rang(v;;) > 1, dann handelt es sich um einen
verschrankten Zustand.

Das folgt daraus, dass im Falle der Separabilitit die Matrix v;; = a;; dem dufleren Produkt
der Vektoren, a = (g, g, -+ ,an)T und B = (B1, B2, -+ , fn)T entspricht und eine durch a® 8
gebildete Matrix immer einen Rang von 1 haben muss.

Diese Methode ist nicht auf Zwei-Zustands-Systeme beschréankt und lésst sich auf beliebig grofie
Systeme (Ny > 2) verallgemeinern.
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Beispiel: Separabilitat eines Zwei-Teilchen-Systems

Wir betrachten ein System aus zwei miteinander wechselwirkenden Elektronen ¢ = 1,2
mit den Spins {|1),,[});}. Um zu entscheiden, ob zwei verschiedene Zustéinde separabel
oder verschrankt sind, untersuchen wir den Rang der aus den Koeffizienten ~;; gebildeten
Matrix. Vergleichen wir zundchst allgemein einen separablen Zustand in einer Darstellung
wie in (9.6) und in einer Darstellung wie in (9.7):

[v) = (aq 1)1 +ap 1)) ® (Br [T)e + BL o) =
= oSy [T1) + ay By ) + ar By 1)) + oy By [41)
|9) =y 1) + vag ) + 70 [T + 00 W)

Eine Gegeniiberstellung von |¢) und |¢) sollte fiir einen separablen Zustand eine eindeutige
Zuordnung der Koeffizienten v;; mit o; und 3; der Form v;; = o;/3; erlauben. Zusammen-
gefasst als Matrix konnen wir die Zerlegung in das duflere Produkt besser nachvollziehen:

o) (B Bl _fen) (g g 9.8)
<m m) (%% %@) <0f¢> (8 5)
An dieser Stelle wir auch klar ersichtlich, warum eine durch a ® 8 gebildete Matrix den

Rang 1 haben muss: Die erste und zweite Spalte sind linear abhéngig voneinander. Die
erste Spalte entspricht der zweiten Spalte multipliziert mit einem Faktor 54/f,.

Separabler Zustand Betrachten wir nun als einfaches Beispiel den folgenden Zustand:

[91) = 1)1 ® 1)y = [11)

Im Rahmen von (9.6) gilt [¢1) = 1|11) +0[J)) +0[1l) + 0[)1). Die Koeffizientenmatrix
gemaf (9.7) hat den Rang Eins und ldsst sie sich daher als dufleres Produkt anschreiben:

ey )1 = (4 9)- ()0 9

Der Zustand ist also separabel, nur die Koeffizienten a4 = 8 = 1 und als direkte Konse-
quenz auch v = 1 sind von Null verschieden.

Verschrankter Zustand Betrachten wir nun anderseits den folgenden Zustand:
1
V2

Die Koeffizientenmatrix gemafl (9.7) hat den Rang Zwei und kann dementsprechend nicht
iiber das duflere Produkt zweier Koeffizientenvektoren o« und 8 angeschrieben werden:

[Y2) = —= (1)) — 1))

1

0 :
Rang Y 2 = verschrinkter Zustand
V2

Wir erkennen daraus, dass der Zustand [¢2) nicht separabel sondern verschréankt ist.

Erwartungswerte bei separablen Zustainden Wir wollen nun den Erwartungswert von A bei
einem allgemeinen separablen Zustand geméf (9.6) im System H 44 p bestimmen, wobei sowohl
a; # 0 als auch 3; # 0 gelten soll. Wir miissen beachten, dass A nur auf Zustéande aus H 4 wirkt!
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Die Konstruktion von (A) fiihrt uns zu:

(Wl Ay = (Zaﬁ (@l ® b1 )4 (Zakmrak o) ) =
=" BB (bslbe) > oo (ail Alay) =
gl ik

=325 ﬁlaﬂ(za il + 33 e Gl )= 15 -

k i#k
—Z]az\ (as| Alas) —{—ZZQ o (ai| Alag) (9.9)

k itk

Wir kennen die explizite Wirkung von A auf einen beliebigen Zustand |a;) in diesem allgemeinen
Beispiel nicht, wodurch (a;|A|ay) hier auch das finale Ergebnis bleiben muss. Wir wissen aber,
dass A nicht auf |b;) wirkt, wodurch wir das Skalarprodukt (b;|b;) nach vorne ziehen konnten.
Die Berechnung des Erwartungswert in (9.9) fithrt uns auf Diagonalelemente (i = k), welche als
klassische Wahrscheinlichkeiten interpretiert werden kénnen, sowie auf Nebendiagonalelemente
(i # k), welche wir als Interferenzterme bezeichnen. Aufgrund jener Terme sprechen wir von
einer kohdrenten Superposition — die Kohédrenz der Zusténde ermdglicht in Analogie zur Optik
die Ausbildung von Interferenzen.

Erwartungswerte bei verschrankten Zustanden Nun haben wir aber bereits erkannt, dass
nicht jeder Zustand separabel ist. Berechnen wir daher den Erwartungswert (A) erneut fiir
einen allgemeinen verschrénkten Zustand wie in (9.7):

(9| A]g) = (Z% (azb; \)A(nykl|akbl>) =
=3 A (bjlbe) (asl Alag) =
—%jz%ﬂklaﬂ (a;|Alay) =
Z;Xk:%ﬂ?j (a5l Alag) = ‘vkj:<akbj\¢> v = (Blaib;)
= ZZ (akb;|0) (@laib;) (as|Alax) =
—ZZ (k] (bj16) (8Ib;) |as) (ail Ala) = ]zmz (a;] = 1
Z%:Ek: (ak] (bj|6) (dIbs) Alay) =
= Tra {Trs {|0) (4} A} (9.10)

Es tritt hier kein Interferenzterm auf, es liegt also eine inkohdrente Superposition beziehungs-
weise ein statistisches Gemisch vor. Wir werden in der Quantentheorie II den Formalismus
des Dichteoperator p kennenlernen, welcher auf sinnvolle Art und Weise statistische Gemische
beschreiben kann.

Beispiel: Kohidrenz eines Zwei-Teilchen-Systems

Diskutieren wir das Koharenzverhalten eines Zwei-Teilchen-Systems anhand der Zustédnde
|41) und [tP2) genauer. Sei [¢1) der allgemeinste Zwei-Teilchen-Produktzustand mit den
realisierbaren Zustanden {|1q),|lq)} fiir das erste und {|14),|{s)} fiir das zweite Teilchen,
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finden wir nach (9.6) die folgende Wellenfunktion:

[1) = (a1 [Ta) + a2 [da)) ® (B1 [T6) + B2 s))

Wir berechnen den Erwartungswert der Observablen A des Systems H.4. Dabei muss al-
lerdings beachtet werden, dass A nur auf das erste Teilchen wirken kann. Daher folgt fiir
die GroBe (A):

::[< i a\+-a2<¢aw ® (81 (1ol + 83 (el)] A (01 [Ta) + a2 [4a)) ® (Br 1) + B2 o)) =
= (o1 (Tal + @3 (Lal) A (1 [Ta) + @2 [a)) - (BF (1ol + B5 (Lol) (B [T} + B2 1)) =
= (afan (Ta [A] 1a) + 0502 (ba |4] La) + afas (Ta [A] o) + 501 (ba 4] 1))
(BIB1(To | o) + B3B82(ds | Jo) + BiB2(To | o) + B3B1{ds | 1)) =
= (loal? (ta 141 1a) + 02l (Ja |4] La) + ez (o |4] da) + 030 (Lo |4] 1a)) -
(187 +182%) =
=lon|? (Ta |4] ta) + laal? (Vo |4] Ja) + afas (Ta 4] La) + @301 (o |A] 1a)

Interferenzterme

Das Ergebnis entspricht exakt der zuvor hergeleiteten Gleichung (9.9) und wir erkennen,
dass der Produktzustand Interferenzterme erzeugt. Doch wie sieht dies nun im Falle eines
verschrénkten Zustandes [12) aus? Wir definieren die folgende Wellenfunktion:

|th2) = a[Ta) @ o) + B [a) @ [T6) = a|[T]) + B[I1)

Der Rang der Koeffizientenmatrix ist 2; der Zustand ist also nicht separabel. Wir berechnen
den Erwartungswert der gleichen Observable A wie zuvor, die nur auf das erste Teilchen
wirkt.

(A) = (tho| Althe) =
= (" (N + B* (M) A (a|t)) + BIIM)) =
=a*a (Ta |4 1a) (o | 1) + B*B (o |A] La) (15 | To) +
o B (1o |A] da) (s | 16) + B¥a (o |A] Ta) (15 | ds) =
=laf® (ta |A] 1a) + 1B (Is 4] L)

Offensichtlich gibt es keine Nebendiagonalelemente; ein mit dem System Hp vollkommen
verschrankter Zustand kann somit im System H 4 nicht interferieren.

9.3.2 Schrodingers Katze und die Grenze der Quantenmechanik

Motivation: Eine Erklarung fiir das Verhalten makroskopischer Objekte.

Es stellt sich die Frage, wieso wir im Alltag bei makroskopischen Objekten nicht dieselben
Phénomene beobachten kénnen wie bei mikroskopischen Quantenteilchen. So bilden Elek-
tronen, die durch zwei nahe beieinander liegende Spalte geschickt werden, das bekannte
Interferenzmuster des Doppelspaltexperiments (welches iiber die oben beschriebenen In-
terferenzterme erklarbar ist), wihrend ein solcher Effekt beispielsweise mit Tennisbéllen,
die durch zwei Spalte geschickt werden, noch nie beobachtet wurde.
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9 Konzepte der Quantentheorie

Wenn aber die Quantenphysik eine grundlegende, universelle Theorie sein soll, dann muss
sie im Grenzfall auch das Verhalten von makroskopischen Objekten wie beispielsweise Ten-
nisbéallen beschreiben kénnen — denn letztlich bestehen auch diese aus Atomen, die der
Quantenphysik unterliegen. Wie kommt es aber, dass das Konglomerat von Atomen, das
zwei Tennisbélle bilden, anscheinend nie in einem Produktzustind auftritt? Eine Antwort
darauf gibt der Effekt der Dekohérenz.

Der Ubergang von einem Produktzustand, der bei der Messung Interferenzterme aufweist, zu
einem verschrinkten Zustand, der bei einer Messung keine Interferenzterme mehr hat, wird De-
kohdrenz genannt. Typischerweise kommt es zur Dekohérenz, wenn ein quantenmechanisches
System mit seiner Umgebung wechselwirkt. Es kommt dabei zu einer Verschrankung mit den
Teilchen der Umgebung (die nicht gemessen werden), und damit zum Verlust der Interferen-
zeigenschaften bei den Teilchen des zu messenden Objekts. Das bedeutet, dass bei alltdglichen,
makroskopischen Objekten — die unweigerlich mit der Umgebung wechselwirken — eine Messung
iiber klassische Wahrscheinlichkeiten beschrieben werden kann. Dieser limitierende Faktor von
Quanten-Zustanden spielt auch eine Rolle bei dem Paradoxon von Schridingers Katze. ERWIN
SCHRODINGER. schrieb 1935 in seinem Aufsatz ,Die gegenwértige Situation in der Quantenme-
chanik®:

»2Man kann auch ganz burleske Félle konstruieren. Eine Katze wird in eine Stahlkam-
mer gesperrt, zusammen mit folgender Hollenmaschine (die man gegen den direkten
Zugriff der Katze sichern muss): in einem Geigerschen Zéhlrohr befindet sich eine
winzige Menge radioaktiver Substanz, so wenig, dass im Lauf einer Stunde vielleicht
eines von den Atomen zerfillt, ebenso wahrscheinlich aber auch keines; geschieht es,
so spricht das Zéhlrohr an und betéatigt {iber ein Relais ein Himmerchen, das ein
Kolbchen mit Blausdure zertriimmert. Hat man dieses ganze System eine Stunde
lang sich selbst iiberlassen, so wird man sich sagen, dass die Katze noch lebt, wenn
inzwischen kein Atom zerfallen ist. Der erste Atomzerfall wiirde sie vergiftet haben.
Die -Funktion des ganzen Systems wiirde das so zum Ausdruck bringen, dass in ihr
die lebende und die tote Katze (s. v. v.) zu gleichen Teilen gemischt oder verschmiert
sind. Das Typische an solchen Féllen ist, dass eine urspriinglich auf den Atombereich
beschrankte Unbestimmtheit sich in grobsinnliche Unbestimmtheit umsetzt, die sich
dann durch direkte Beobachtung entscheiden lésst. Das hindert uns, in so naiver Wei-
se ein ,verwaschenes Modell* als Abbild der Wirklichkeit gelten zu lassen. An sich
enthielte es nichts Unklares oder Widerspruchsvolles. Es ist ein Unterschied zwischen
einer verwackelten oder ein unscharf eingestellten Photographie und einer Aufnahme
von Wolken und Nebelschwaden.“

Abb. 51: Schrédingers Héllenmaschine: Erst beim Offnen der Kiste kann der Beobachter iiber-
priifen, ob die darin eingeschlossene Katze lebendig (links) oder tot (rechts) ist.
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Die Antwort auf das von SCHRODINGER aufgeworfene Problem liefert das Phdnomen der Deko-
hérenz: Bei makroskopischen Objekten (wie beispielsweise einer Katze), die aus einer sehr grofien
Anzahl von Quantenteilchen bestehen, wird es zunehmend schwieriger bis unméglich, diese von
ihrer Umwelt abzuschirmen. Es kommt zwangsldufig zu einer Wechselwirkung zwischen den
Teilchen der Katze und der Umgebung. Dabei tritt Dekohdrenz auf, bei der die beobachtba-
ren Quanteneigenschaften praktisch verschwinden. Eine Superposition einer lebenden und toten
Katze ist daher tatsachlich unsinnig, da die Kohérenzbedingung durch die Dekohérenz bereits
im Vorhinein nicht mehr gegeben ist.

9.4 Bell’'sche Ungleichungen und verborgene Variablen

Motivation: Vollstandigkeit der Quantenphysik

Stellen wir uns folgendes Experiment vor: Eine Teilchenquelle zwischen den PhysikerInnen
Alice und Bob erzeugt zwei verschrankte Spin—%—Teﬂchen, die in entgegengesetzte Richtung
auseinander fliegen, jeweils eines in Richtung von Alice und Bob. Diese verschréankten

Spin—%—Teilchen entstehen durch den spontanen Zerfall von Spin-0-Teilchen — wegen der

Drehimpulserhaltung muss der Spin der Spin—%—Teﬂchen immer gegengleich sein. Das heifit,
wenn Alice und Bob entlang derselbe Achse messen, werden sie immer einen gegengleichen

Spin feststellen, und zwar egal, auf welche Messrichtung sie sich geeinigt haben. Es gilt:

1

V2

Jene Darstellung erfolgt in der Eigenbasis von S, es ist unmittelbar ersichtlich, dass der
Spin der Teilchen in z-Richtung anitkorreliert ist. Es stellt sich jedoch heraus, dass dies
auch der Fall ist, wenn man eine Basistransformation entlang einer beliebigen anderen
Messachse durchfiihrt — siehe beispielsweise (9.38), wo dieser Zustand in die z-Basis umge-
rechnet wurde. Man beachte: Das Minuszeichen in (9.11) ist wichtig, da derselbe Zustand
mit einem Pluszeichen nicht mehr in jeder Richtung anitkorreliert ist!

|¥) (IMallp —alt)s) (9-11)

Die Quantenmechanik sagt uns nun folgendes: Vor der Messung ist der Spin beider Teilchen
vollig unbestimmt, egal in welcher Richtung man ihn misst. In einem viel fundamentaleren
Sinn ist die Spinrichtung vor der Messung iiberhaupt nicht existent. Wenn Alice auf der
linken Seite des Labors den Spin des ersten Teilchens in beliebiger Richtung n misst, dann
bekommt sie zuféllig entweder das Ergebnis |[tq) 4 oder |ln)4. Erst mit dieser Messung
definiert sie die Realitdt und legt den Spin ,ihres“ Teilchens auf das Messergebnis fest.
Gleichzeitig hat mit ihrer Messung aber das zweite Teilchen, das mittlerweile auf der rech-
ten Seite des Labors angekommen ist, instantan den gegengleichen Zustand angenommen.
Wenn Alice beispielsweise [Tqn) 4 gemessen hat, kann Bob sicher sein, den Zustand |{n) 5 zu
messen — selbst wenn seine Messung so rasch nach der Messung von Alice erfolgt, dass die
Information auch mit Lichtgeschwindigkeit nicht von Alice zu Bob hétte reisen kénnen. Es
wirkt, als ob die Messung von Alice den Spin von Bob’s Teilchen mit Uberlichtgeschwin-
digkeit beeinflusst hétte! Dies schien EINSTEIN im Widerspruch zur Relativitdtstheorie zu
sein, und er lehnte diese Vorstellung daher ab. Er bezeichnete den beschriebenen Effekt als
,spukhafte Fernwirkung®.

Im Jahr 1935 veroffentliche ALBERT EINSTEIN zusammen mit BORIS PODOLSKY und NA-
THAN ROSEN (,,EPR*) einen viel beachteten Artikel. In diesem wird die Hypothese aufge-
stellt, dass die Quantenphysik unvollstindig sei. Im Wesentlichen geht es um die Messung
von komplementédren Observablen, die nach der Heisenberg’schen Unschérferelation nicht
gleichzeitig gemessen werden kénnen, beziehungsweise nicht einmal gleichzeitig real exis-
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tieren. EPR nahmen als Beispiel den Ort und den Impuls; wir wollen das Argument hier
an Hand der Spin-Messung an zwei orthogonalen Achsen nachvollziehen, entsprechend der
iiberarbeitete Fassung des EPR-Experiments von DAVID BOHM.

Wir gehen wieder vom verschrankten Zustand (9.11) aus. Nehmen wir an, Alice misst
den Spin an jhrem Teilchen als [1), in z-Richtung, und Bob misst den Spin an seinem
(verschrankten) Teilchen als ||,) 5 in z-Richtung. Aber was wére gewesen, wenn Alice ihr
Teilchen, so wie Bob, auch in z-Richtung gemessen hitte? EPR argumentieren: Héatte sich
Alice auch fir die z-Richtung entschieden, dann hétte sie |1,), gemessen, weil die Teil-
chen ja in jede Messrichtung antikorreliert sind. Damit, so EPR, kennt Alice den Spin in
z-Richtung (eine Messung welche sie durchgefiihrt hat), aber sie kennt anscheinend gleich-
zeitig auch den Spin in x-Richtung, weil sie aus Bob’s Messung darauf riickschliefen kann,
wie ihre Messung in z-Richtung ausgegangen wére.

Damit hdtten Alice und Bob die Unschérferelation {iberlistet, denn die Operatoren S, und
S; kommutieren nicht und eine gleichzeitige Spin-Messung in diese orthogonalen Richtun-
gen sollte daher laut Quantenphysik nicht moglich sein. Mit diesem Gedankenexperiment,
so argumentieren EPR, wire aber bewiesen, dass der Spin sowohl in z-Richtung, als auch
in z-Richtung sehr wohl Teil der physikalischen Realitéat ist.

EPR setzen in Ihrer Argumentation voraus, dass eine valide physikalische Theorie die
folgenden Annahmen erfillen muss:

B Realitdtsannahme: Falls, ohne der Stérung eines Systems, eine Grofle mit Sicher-
heit vorhergesagt werden kann, dann existiert ein Element der physikalischen Reali-
tat, welches ebendieser Grofle zugeordnet werden kann.

B Lokalitdtsannahme: Ausgehend von zwei Systemen; falls beide Systeme nicht mit-
einander wechselwirken &ndert die Messung an einem System den Zustand des ande-
res Systems nicht.

Da Alice die Entscheidung {iber die Messachse erst kurz vor ihrer Messung am ersten
Teilchen treffen muss, kann diese Messung bei Annahme von Lokalitdt keinen stérenden
Einfluss auf die Realitit des zweiten Teilchens haben. Dennoch kann sie mit ihrer Mes-
sung stets auf den Spin des zweiten Teilchens entlang der gewdhlten Messachse schlieflen.
Daraus folgern EPR, dass sowohl der Spin in z-Richtung, als auch der Spin in z-Richtung
Teil der physikalischen Realitéit sein miisste und die Quantenmechanik daher, laut EPR,
unvollstéandig ist.

Lange Zeit galten diese Probleme als durch die Physik nicht beantwortbar und schienen
eher eine Angelegenheit fiir die Metaphysik zu sein. Doch dann erschien im Jahr 1964 ein
Artikel des Physiker JOHN STEWART BELL, welche eine experimentelle Uberpriifbarkeit
jenes Problems ermoglichte.

9.4.1 Verborgene Variablen und spukhafte Fernwirkung

EINSTEIN, PODOLSKY und ROSEN argumentieren in ihrer Arbeit, dass man die scheinbaren
Paradoxien der Quantenmechanik mit sogenannten versteckten Variablen 16sen kénnte. Damit
soll Folgendes gemeint sein: Alice und Bob fiithren ihre Spin-Messungen entlang verschiede-
ner Messachsen durch, ndmlich entlang der z-Achse (9 = 0, Basis {|1),[})}), im 45°-Winkel
(9 =m/4, Basis {| ), |)}), und auerdem entlang der z-Achse (¢ = 7/2, Basis {|—), |+)}).

Jedes Teilchen tragt nun schon bei seiner Entstehung in sogenannten versteckten Variablen A die
Information in sich, wie das Messergebnis entlang jeder Messache ausgehen wird. Ein bestimm-
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tes Teilchen konnte beispielsweise die versteckten Variablen A = ({, 7, —) haben; damit wére
gleichzeitig festgelegt, dass man bei Messung in z-Richtung das Ergebnis [1) bekommen wird, bei
Messung in 45°-Richtung das Ergebnis | /) und bei Messung in z-Richtung das Ergebnis |—).
Auch an der Verschriankung zweier Teilchen wére dann iiberhaupt nichts mehr geheimnisvoll.
Die beiden verschriankten Spin—%—Teilchen sind ja an einem gemeinsamen Punkt entstanden,
und tragen einfach seit ihrer Entstehung die gegengleichen versteckten Variablen in sich. Wenn
Alice’s Teilchen die Information Ay = ({, /', —) enthélt, dann hat Bob’s verschrianktes Zwil-
lingsteilchen von Anfang an die gegengleiche Information Ag = (1, ./, «). Zur Korrelation der

Messergebnisse zwischen Alice und Bob ist keine ,spukhafte Fernwirkung” mehr notwendig.

9.4.2 Bell’sche Ungleichung

Wir kénnen nun eines der Teilchen in unserem Experiment betrachten (beispielsweise das Teil-
chen von Alice), und alle méglichen Zustandskombinationen der versteckten Variablen in Ta-
belle 1 eintragen. Alice und Bob messen jeweils mit den Basen {|1),[})}) (¢ = 0), {|.7),|v)}
(0 = 7n/4) und {|=),|<)} (¥ = 7/2). AuBerdem konnen wir die verschiedenen Zustandskom-
binationen in ein mengentheoretisches Venn-Diagramm — siehe dazu Abbildung 52 — einordnen.
In diesem Diagramm symbolisieren drei Kreise (A, B und C) jeweils die drei Mengen.

B Menge A beinhaltet alle Zustédnde der versteckten Variablen, bei denen Alice bei Messung
in z-Richtung den Zustand [1) bekommt.

B Menge B beinhaltet alle Zusténde der versteckten Variablen, bei denen Alice bei Messung
in 45°-Richtung den Zustand | ) bekommt.

B Menge C beinhaltet alle Zustédnde der versteckten Variablen, bei denen Alice bei Messung
in z-Richtung den Zustand |—) bekommt.

[N

Abb. 52: Venn-Diagramm zum besseren Verstédndnis der Bell’schen Ungleichung. Es wird an-
genommen, dass die Messergebnisse durch versteckte Variablen vorbestimmt sind. In
Menge A sind alle Teilchen, deren Messung in z-Richtung |1) ergibt, in Menge B sind
alle Teilchen, deren Messung in 45°-Richtung | ) ergibt, und in Menge C sind alle
Teilchen, deren Messung in z-Richtung |—) ergibt.

Ein Teilchen im Zustand mit den versteckten Variablen Ay = (1,7, ) gehort beispielsweise
nur der Menge A an, nicht aber der Menge B und C. Es liegt daher im Bereich 1 des Venn-
Diagramms. Ein Teilchen im Zustand Ay = (1, 7, <) gehort hingegen sowohl Menge A, als
auch Menge B an (nicht aber Menge C), und liegt daher im Schnittmengenbereich 2 des Venn-
Diagramms.

Hétte Alice die Moglichkeit, den Spin jedes Teilchens in alle drei Richtungen zu messen, dann
konnte sie mit Hilfe von Tabelle 1 jedes Messergebnis eindeutig einem Bereich innerhalb des
Venn-Diagramms in Abbildung 52 zuordnen. Doch genau diese gleichzeitige Messung verbietet
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die Quantenphysik. Alice kann lediglich Folgendes tun: Sie kann den Spin ihres Teilchen entlang
einer Achse messen, und Bob kann den Spin des verschrinkten Teilchens entlang einer anderen
Achse messen.

versteckte Menge Bereich
Variablen | A | B | C | im Diagramm
TS = x| x| X 5

T | x| X 2

T Y = x X 4
VR o I 1
A X | % 6
I+ X 3
Vv - X 7
I -

Tabelle 1: Mogliche Zustédnde der angenommenen versteckten Variablen im Teilchen von Alice,
und ihre Zuordnung im Venn-Diagramm in Abbildung 52.

Alice misst beispielsweise entlang der z-Achse, und bekommt das Ergebnis |1). Sie geht also
davon aus, dass der erste Eintrag ihrer ,versteckten Variable“ so aussieht: Ay = (1, %, ). Den
zweiten und dritten Eintrag kennt sie nach ihrer Messung nicht, was wir mit einem * symbolisie-
ren. Wenn Bob nun aber ebenfalls an seinem verschriankten Teilchen eine Messung durchfiihrt,
beispielsweise in der Richtung ¥ = 7/4, und das Ergebnis | ) bekommt, dann schliefit Alice
daraus, dass sie gegengleich |/) gemessen hétte, wenn sie die gleiche Messrichtung wie Bob
gewahlt héitte. Sie kennt damit immerhin zwei der drei ,versteckten Variablen“ ihres Teilchens:

A= (1,0, %)

Dies kann man sich zunutze machen! So sind beispielsweise alle Zustdnde Agq = (1, %) in der
Teilmenge ,,A ohne B“ (anders gesagt, die Schnittmenge von A und der inversen Menge von B;
formal: A A B) im Venn-Diagramm enthalten, welche die Bereiche 1 und 4 umfasst. Wenn wir
uns auf den Fall beschrinken, dass Alice nur entlang ¥ = 0 und ¥ = 7/4 misst und Bob entlang
¥ = 7/4 und ¥ = 7/2, bleiben uns noch die nicht-trivialen Bereiche B A C' und A A C, fiir die
wir dhnliche Uberlegungen anstellen kénnen.

Teilmenge Alice Bob Alice’s ver- Bereich
0° 45° 45° 90° | steckte Variablen | im Diagramm
ANB | 1), %r (12 4) 1u4
B/\Q |/‘>A |_>>B (*a/(7<_) 2U3
ANC |T>A |_>>B (Ta*ae) 1U2

Tabelle 2: Gemeinsame Messungen von Alice und Bob erlauben die Bestimmung von 2 von
3 (hypothetischen) versteckten Variablen des Teilchens von Alice und damit die
Zuordnung zu bestimmten Teilbereichen im Venn-Diagramm.

Alice und Bob konnen eine bestimmte Anzahl von Messungen (beispielsweise 1000 Messungen)
entlang der Achsen 0° (Alice) und 45° (Bob) durchfiihren, dann die gleiche Anzahl Messungen
entlang der Achsen 45° (Alice) und 90° (Bob), und schlieBlich nochmal die gleiche Anzahl von
Messungen entlang der Achsen 0° (Alice) und 90° (Bob). Immer wenn die Messungen mit dem
Ergebnis aus Tabelle 2 {ibereinstimmen (also ,,Spin-up* fiir beide Messungen in der jeweiligen
Messbasis), wird das als Treffer fiir die jeweilige Teilmenge vermerkt. Am Schluss ist Alice in
der Lage, die Anzahl der Treffer N fiir die jeweiligen Teilmengen anzugeben.
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Wenn die versteckten Variablen real sind, dann ist jedes Teilchen, fiir das Alice einen Treffer
vermerkt hat, prinzipiell (in der objektiven Realitét) entweder den Bereichen 1, 2, 3 oder 4 im
Venn-Diagramm zuzuordnen, und es gibt eine (objektive) Treffer-Anzahl N (1), N(2), N(3) und
N(4) fir jeden Bereich. Da diese Zahlen nur positiv sein kénnen, muss trivialerweise gelten:

N(1)+N2)+N3)+N(4) > N(1)+ N(2) (9.12)
Alice kennt die einzelnen Werte zwar nicht, aber an Hand von Tabelle 2 kann sie leicht schlieflen:
N(AAB)=N(1)+ N(4)
N(BAC)=N(2)+N(3)
N(AAC)=N(1)+ N(2)
Setzt man das in (9.12) ein, erhdlt man die Bell’sche Ungleichung:

NAAB)+N(BAC)>NANAC) (9.13)

Diese Ungleichung kénnen wir nun tatsédchlich mit den Vorhersagen der Quantentheorie, und
auch mit Experimenten an Hand von Tabelle 2 vergleichen! Es stellt sich heraus, dass bei einem
verschrénkten Zustand wie in (9.11) die Wahrscheinlichkeit, dass Alice und Bob in ihrer jeweili-
gen Messbasis beide einen ,,Up-Zustand* messen, vom Differenzwinkel A der beiden Messbasen

wie folgt abhéngt:
1 — 1 A
(Tﬂl? T’l92) s SlI]_ <192 9 191) = 5 Sin2 <;9) (914)

Beispiel: Messwahrscheinlichkeit von Alice und Bob

Es soll die Wahrscheinlichkeit, dass Alice und Bob entlang beliebiger Messachsen ¢; und 95
beide gleichzeitig ,,Spin-Up“ messen, abgeleitet werden. Wir legen die erste Messrichtung
(von Alice) als z-Achse fest, also ¥ = 0. Wir diirfen das tun, weil der verschrénkte Zu-
stand (9.11) keine ausgezeichnete Richtung hat: Egal, in welcher Richtung man misst, die
Teilchen sind immer antikorreliert. Driickt man den Bell-Zustand (9.11) in einer beliebige
Basis {[1y) , |[J9) } aus, lautet das Ergebnis wieder |¢)) = % (119) 4 Ho) 5 — o) 4 [T9) )- Die
gedrehte Messrichtung von Bob entspricht so dem Winkel Ad des urspriinglichen Problems.
Berechnen wir zunéchst die Wahrscheinlichkeit P, dass Alice den Zustand [1) 4, misst:

= (W|Pradphy) 2"

= 5 (1 $Hz = (la (T1) (1104 (1) (D045 = 1D lt)z) =

= 2 (s — (a (H1) (1104 3110105 + 1104 (11 40 1005) =

= 2 (il Uls — (a (Hls) D415

= 2 T I A ] p — (L1 D aft | ) = 2 (9.15)

Das ist keine Uberraschung, da der Spin vor der Messung in jeder Richtung unbestimmt
ist — Alice misst den Zustand |1) daher mit einer Wahrscheinlichkeit von 50%. Nach der
Messung von Alice kollabiert der Zustand [¢), und wird zum Zustand |¢).

1) = Prals ) = f 10 Ma () 1) = 14 11 5) =
- j§ a1 Da W = M0 (1 D)4 D) = J@ 14105
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Die neue Zustand muss allerdings noch normiert werden; wir erhalten daher fiir [1)):

e (9.16)

Nachdem Alice an ihrem Teilchen den Zustand [1), gemessen hat, ist der Zustand von
Bob’s Teilchen (entlang der selben Messrichtung) also auf ||); festgelegt. Das ist genau
der Effekt, den EINSTEIN ,spukhafte Fernwirkung® genannt hat! Jetzt miissen wir nur
noch berechnen, mit welcher Wahrscheinlichkeit P, Bob am Zustand |t) nach (9.16) den
Zustand |1y) misst. Dazu berechnen wir zuerst den Projektor If’w:

Pro = fta) (tol ™27 (cos (5 ) 1)+ (3 ) 10) (cos (5) t1+sin (5 ) ) =

= cos? (5 ) 1)t +sin (5 ) W) 4 +sin (5 ) cos (5) (D @I+ 1D D) 947)

Damit kénnen wir den Zustand 14 Pygp [¢) nach Bob’s Messung berechnen (nur unter der
Voraussetzung, dass die Messung von Alice |T) 4 ergeben hat):

16) (9.17)

|U) = 14Pgp W) Prop M) al¥)p
= [cos2 (g) s (Tl + sin? <2> e s

+ [sin (Z) cos ( ) (IMsWle+ g TE)
=co? (5 ) IDalths (1145 +sin? (5 ) 45 (1 45

+sin (5 ) cos (5 ) (Iha s 1405+ 1ha M (11 4)5)
—sin? (3 ) 14 )5 +5in (5 ) 05 (5 ) 1D 15 (9.18)

Al s+
Mallp=

Man sieht, dass auch Bob’s Messung den Zustand zu |¥) verandert. Wir konnen jetzt die
Wahrscheinlichkeit P», dass Bob sein Teilchen im Zustand |1y) ; misst, vorausgesetzt, dass
Alice zuvor an ihrem Teilchen |1) 4, gemessen hat, berechnen:

(9.16,9.18)

= (Y| T)

Py
= (1l s (s (5 ) albhs +sin (5 ) o5 (5) 0 105 )

= sin? (3) (1 Dath | Dg+sin (5 ) cos (3) (1 Dhatt | g =5 (3) 019

Die gemeinsame Wahrscheinlichkeit P(1;1y) ist jetzt das Produkt aus P; und Ps:

15,9.19) 1 )
P(1;19) = PP, Gy 3 sin? (2>

Wie bereits Eingangs argumentiert, ist dies dieselbe Wahrscheinlichkeit P(1yg1,Ty2), dass
Alice [Ty1) und Bob |1y2) misst:

P(to1;To2) = 181112 <M) (9.20)

Folgen wir weiterhin den Messorientierungen nach Tabelle 2, zeigt sich, dass:

® zur Bestimmung von N(A A B) musste Alice in 0°-Richtung, und Bob in 45°-Richtung
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messen. Daher ist in diesem Fall Ay = 45° = 7/4.

® zur Bestimmung von N(B A C) musste Alice in 45°-Richtung, und Bob in 90°-Richtung
messen. Daher gilt hier ebenfalls AY = 45° = 7/4.

® zur Bestimmung von N(A A C) musste Alice in 0°-Richtung, und Bob in 90°-Richtung
messen. Hier ist AY = 90° = 7/2.

Damit kénnen wir die Bell’sche Ungleichung (9.13) mit dem quantenmechanisch vorhergesagten
Messergebnis vergleichen:
%sin2 (”2/4) + %sinQ (”2/4) > %sinQ (722) = 0.1464 > 0.25

Dies ist offensichtlich falsch! Damit ist die Quantentheorie eindeutig nicht mit der Idee von
versteckten Variablen in Einklang zu bringen (zumindest nicht, wenn diese nur lokal wirken).
Tatséchlich wurde diese Vorhersage der Quantentheorie erstmals 1972 von STUART FREEDMAN
und JOHN CLAUSER, und danach von ALAIN ASPECT und vielen weiteren Experimentatoren
in immer raffinierteren Experimenten bestétigt. Es scheint also tatsédchlich so zu sein, dass Ein-
stein hier ausnahmsweise irrte, und in der Quantenphysik auf eine gewisse Art erst die Messung
(die ,Beobachtung®) die Realitéit erzeugt: Vor der Messung hat das Teilchen von Alice keinen
definierten Spin in irgendeine Richtung, und nach der Messung hat das Teilchen zwar einen de-
finierten Spin entlang der Messrichtung, aber keinen definierten Spin in orthogonaler Richtung.

Obwohl durch die Messung an einem Teilchen in einem verschrankten Zustand somit auch das
andere Teilchen kollabiert, kann dadurch keine Information zwischen den Teilchen iibertragen
werden. Insofern wird im Einklang mit der Relativititstheorie keine Information mit Uberlicht-
geschwindigkeit tibertragen.

Vertiefung: Formale Herleitung der Bell’schen Ungleichungen

Wir definieren eine kontinuierliche, verborgene Variable A (zuvor konnte A nur drei Stellun-
gen einnehmen), welche mit einer geeigneten Verteilungsfunktion p(\) die folgende Relation
erfiillen soll:

/d)\ p(N) =1 (9.21)

Wir definieren nun — mit Bezugnahme auf die versteckten Variable A — die zu erwartende
Korrelation bei verschiedener Messrichtungen m und n (sowie p). Dabei ist die Korrelation
der Messungen in beliebigen Richtungen F(m, n) als das Produkt der Pauli-Matrizen 61 (n)
und 62(m) (beziehungsweise Spin-Operatoren) zu verstehen:

Blm,n) = [ d\p() (51(m)5(n),

Wegen der nach EPR angenommenen Lokalitdt soll zudem gelten, dass die Spin-Messungen
voneinander unabhéngig sind und (nach der Erzeugung) keine Wechselwirkung zwischen
den Teilchen stattfindet:
(61(m)62(n))y = (61(m)), (62(n)),

Nach der Annahme von Realitdt folgt, dass die Messung des Spins die observable Grofie
(65) (n) £ 1 liefert — und zwar fiir jede Messrichtung n (durch die Verwendung der Pauli-
Matrizen entféllt hier der tibliche Faktor 7/2). Die Spins beider Teilchen sind aufgrund
unserer Problemstellung immer gegengleich ausgerichtet; es folgt durch F(m,m) = —1:
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Wir kénnen dies nun zusammenfassen fiir die erwartete Korrelation der beiden Messungen:

= [anp) @r(m)), (1), 022)

Berechnen wir die Differenz zweier erwartete Korrelation, wobei nun n auf p verschoben
wird, konnen wir weiterfithrend mit (61(m)>?\ = (£1)% = 1 schreiben:

E(m,n) — E(m,p) = /d/\p(A) ((61(m)), (61(p)) 5 — (61(m)), (G1(n)),) =

Il
—
S8
>
=
>
~—
>
—
8
=

>
>

1(n)), ((&1(n)>,\ (G1(P))y — 1)

Wir sind allerdings nur an der absoluten Differenz der Korrelationen interessiert sind; da
das Produkt zweier Erwartungswerte | (61(m)), (61(n)), | < 1 sein muss (maximal erhalten
wir jeweils +1 als Erwartungswert) kénnen wir die folgende Abschéitzung durchfiithren:

[Blm,n) - B(m,p)| < [ dhp() (L= @1(m), 61(p)),) =

:/d)\p()\)—/d)\p()\) (G1(n)), (51(p))

(922) | + E(n, p)

Einfaches Umformen fithrt uns somit auf die Bell’sche Ungleichung, welche fiir eine lokal-
realistische Theorie mit verborgenen Variablen erfiillt sein muss:

1+ E(n,p) — |[E(m,n) — E(m,p)| >0 (9.23)

Korrelation zwischen zwei Operatoren Fiir den Erwartungswert der Korrelation zwi-
schen den Spin-Operatoren 61(m) und é2(n) finden wir den folgenden Ausdruck:

E(m,n) = (§[61(m)s(n)[) = —mn = — cos(Ay) (9.24)

Das dies erfiillt ist, zeigen wir explizit anhand des Zustandes [¢)) = %(!T@ — 1) aus

(9.11) und den Pauli-Matrizen fiir beliebige Messrichtungen nach (7.54). Die Auswertung
erfolgt in der Matrixdarstellung von &;, daher ist beispielsweise (1 |5] 1), = cos(¥1):

(9.11)

E(m,n) = (4|61 (m)d2(n)[))
(M = () 162 (I1T14) = [41) = | z.B. (1 [6] 1)y = (1 [6] 1),

_ !

2

= (T[T (18] h)g = (T 16[ 1)y (6] 1)y =

= cos(p1)(—cos(p2)) — sin(p1) sin(pz) = —cos(p1 — 2) = — cos(AD)

Setzen wir nun explizit F(m,n) aus (9.24) in die Bell’sche Ungleichung (9.23) ein, folgt:
1 —np— |mp—mn| >0

Wir verstehen m, n und p als Richtungsvektoren, wobei ¢; der Winkel zwischen m und n
sowie ¢o der Winkel zwischen m und p ist. Fiir die Bell’sche Ungleichung folgt demnach:

1 — cos(¢pa — 1) — | cos(p2) — cos(p1)| > 0 (9.25)

Diese Ungleichung ist nicht fiir alle Winkel ¢1 und ¢ erfiillt und verletzt somit (9.23)!
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9.5 Technologische Anwendungen

Im folgenden Abschnitt sollen einige technologische Anwendungen wie beispielsweise Zufallsge-
neratoren, Quantencomputer sowie Quantenverschliisselung diskutiert werden.

9.5.1 Zufallszahlengeneratoren

Bei Computern ist die Erzeugung von Zufallszahlen eine grofie Herausforderung. Zumeist werden
mittels Algorithmen nur sogenannte Pseudozufallszahlen, erzeugt. Die Zahlenfolgen, die durch
solche Algorithmen generiert werden, scheinen zwar zufillig zu sein, sind es jedoch nicht wirk-
lich, da sie durch einen deterministischen Algorithmus erzeugt werden. Wird ein bestimmter
Zufallszahlenalgorithmus beispielsweise jedesmal mit demselben Startwert (,,Seed*) initialisiert,
dann ergibt sich auch jedesmal dieselbe Folge an Pseudozufallszahlen.

Durch die Quantentheorie ist es uns nun aber moglich, basierend auf der Superposition eines
Zwei-Zustand-Systems, tatséchlich Folgen echter Zufallszahlen zu erzeugen. Betrachten wir hier-
zu Abbildung 48. Eine Quelle emittiert Teilchen, welche in z-Richtung polarisiert wurden und
sich im Zustand |1) befinden. Diese derart préaparierten Elektronen bewegen sich anschlieend
durch einen Stern-Gerlach-Apparat, dessen Magnetfeld um A¢ = 7/2 relativ zur préaparierten
Polarisationsrichtung verdreht ist. Der Stern-Gerlach-Apparat ist damit de facto ein Messgeriit,
dass den Spin in z-Richtung misst. Das fiihrt dazu, dass sich die in z-Richtung praparierten Elek-
tronen aus Sicht der Messbasis des Stern-Gerlach-Apparates in einer Superposition der Zustinde
[12) und |{,) befinden: .
V2
Der Apparat liasst ausschlieBlich die Transmission des |1;)-Zustandes zu; und zwar mit einer
Wahrscheinlichkeit von P(1,1,) = 0.5. Mit gleicher Wahrscheinlichkeit passiert das Elektron
somit den Stern-Gerlach-Apparat nicht! Ordnen wir nun der Transmission des Elektrons den
Wert [1,) = |0) und dem gegenteiligen Zustand |],) = |1) zu, generieren wir mit einer gleich-
verteilten Wahrscheinlichkeit jeweils |0) und |1). Der Zufall ist hier inhérent — wir kénnen nicht
vorhersagen, ob der initiale Zustand |1) in |0) oder |1) kollabieren wird. Dadurch lésst sich eine
absolut zufillige Folge von Nullen und Einsen erzeugen, die sich von einem Computerprogram
als perfekte Zufallszahlenfolge interpretieren lésst.

) () + Na))

9.5.2 Quantencomputer

Wiéhrend ein klassischer Computer mit den klassischen Bits 0 und 1 arbeitet, verwendet ein
Quantencomputer Qubits (oder Q-Bits); sprich, ein System mit zwei distinkten Quantenzustéin-
den |0) und |1). Bis auf die Notation scheint das auf den ersten Blick kein grofler Unterschied zu
sein. Jedoch sind die quantenmechanischen Zustéande |0) und |1) in der Lage, eine Superposition
zu bilden:

) = al0) + 51)

Zudem koénnen wir, abhéngig von unserem Computersystem, Zustdnde verschréinken. Analog
zum klassischen Computer sollen beliebige Zahlen bindr dargestellt werden. In Tabelle 3 wird
die Codierung der Zahlen 0 bist 7 mittels drei klassischer Bits und drei verschrinkter Qubits
dargestellt.

Natiirlich konnen wir auch die verschrankten Zustdnde in Superposition bringen (wobei dies
leider in der Praxis mit dem Grad der Verschrinkung zunehmend schwieriger wird). Fir n-
verschriankte Zustédnde finden wir:

:a0]0)+a1]1)+---+a2n_1 ’2n_1> (9.26)
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klass. verschriankte Zustande
0 000 |0) ® |0) ® |0) = |000) = |0)
1 001 |0) ® |0) ® |1) = |001) = |1)
2 010 |0) ®[1) ® |0) = |010) = |2)
3 011 0) ® 1) @ |1) = |011) = |3)
4 100 |1) ®(0) ® |0) = |100) = |4)
5 101 1) ® |0y @ |1) = [101) = |5)
6 110 1) ®[1) ® |0) = |110) = |6)
7 111 1) ®[1) ® [1) = |111) = |7)

Tabelle 3: Beispiel fiir die bindre Darstellung von Zahlen mit 3 klassischen Bits beziehungsweise
drei verschrankten Qubits.

Ein einzelner Zustand enthélt also die Information von 2™ — 1 komplexen Zahlen in Form der
Entwicklungskoeffizienten. Im Falle von n = 3 Qubits, wie in Tabelle 3, sind dies zwar nur 7
Koeffizienten, bei n = 100 Qubits wiren es jedoch bereits 103 Koeffizienten! Fiihren wir nun
eine Rechenoperation durch, das heifit, lassen wir einen Operator auf |¢)) wirken, folgt durch die
Linearitdt der Quantenmechanik:

U ) = aoU [0) + a1 U |1) + - - 4 agn U |27 — 1) (9.27)
Die Wirkung von U auf den Superpositionszustand entspricht also der parallelen Wirkung auf die
Basiszusténde; wir fithren also 2™ — 1 Kalkulationen gleichzeitig durch! Eine Operation zerstort
die Superposition auch nicht und ist zudem umkehrbar — erst wenn wir den Zustand messen
kollabiert die Superposition in einen einzelnen Basiszustand |i). Um sich die Wirkung eines
beliebigen U im einfachen Fall der Superposition von zwei Zustédnden etwas besser vorzustellen,
kann man auf die Bloch-Kugel zuriickgreifen. Wir haben in Abbildung 40 gezeigt, dass eine
Superposition von |0) und |1) (beziehungsweise [1) und ||)) als Vektor im Rahmen dieses Raumes
dargestellt werden kann. Wirkt nun U auf |¢)) kommt es zu einer Rotation von |¢) und zu
einer Verdnderung der Entwicklungskoeflizienten. Bei einer Superposition von mehr als zwei
Basiszusténden ist das anschauliche Konzept der Blochkugel jedoch leider nicht mehr anschaulich
anwendbar.

9.5.3 ,,No-cloning*“-Theorem

Motivation: Klonen von Quantenzustande

Wir wir bereits wissen, zerstort die Messung eines allgemeinen Quantenzustandes jenen
Zustand. Wenn wir beispielsweise beim Zustand |¢)) = a/[1) — £]{) mittels S, den Spin in
z-Richtung messen, dann wird man als Ergebnis der einzelnen Messung entweder [1) oder
|}) bekommen, und zwar mit den Wahrscheinlichkeiten |a|? und |3|2. Nach der Messung
ist der urspriingliche Zustand aber unwiderruflich zerstort und je nach (zufilligem) Mes-
sergebnis in den Zustand [¢) = [1) oder |¢) = ||) iibergegangen. Mehrfache Messungen
sind daher nicht moglich, und es gibt keinen Weg, mit dieser einer einzelnen Messung die
Werte von « und [ herauszufinden.

Aber vielleicht gibt es ja einen unitédren Klon-Operator UK, der irgendwie in der Lage ist,
den (Source-)Zustand |¢)s) auf einen anderen (Target-)Zustand |¢r) zu {ibertragen, ohne
den (Source-)Zustand zu verdndern? In diesem Abschnitt untersuchen wir, warum dies
nicht moglich ist, warum ein solcher Klon-Operator grundlegende Gesetze der Quanten-
physik verletzt sowie nebenher auch iiberlichtschnelle Kommunikation erlauben wiirde.
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Ist es nun also moglich, einen allgemeinen, beliebigen (Source-)Zustand [¢g) € Hg durch eine
unitire Operation Uk auf einen (Target-)Zustand |07) € Hr zu kopieren; oder anders gefragt:
Ist es moglich, einen Quantenzustand zu klonen? Zur Beantwortung dieser Frage definieren wir
zunéchst einen solchen (hypothetischen) Klon-Operator iiber die folgende Relation:

Uk (|9s) @ |07)) = |vs) ® |yr) (9.28)

Ux bewirkt, dass der Zustand des (Source-)Systems Hg nun auch im (Target-)System Hp her-
gestellt wird. Dabei soll der Klon-Operator in der Lage sein, |07) mit jedem beliebigen Zustand
zu tiberschreiben. Wir betrachten daher zwei beliebige, unterschiedliche Zustiande |¢) und [¢):

Uk (I9s) |07)) = |¢s) o)

) (9.29)
Uk ([s) [01)) = |¥s) [¢r)

Um festzustellen, ob der angenommene Klon-Operator Uy wirklich jeden beliebigen Zustand
klonen kann, betrachten wir den Ausdruck (¢[i). Wir nehmen zudem an, dass |0) normiert ist
und daher (0]0) = 1 folgt. Unter Ausniitzung der Unitaritidt von Uk gilt:

(9.29)

(61) = (¢s|vs) (07|07) = (5] (Or|ws) [07) = (¢s| (O |ULUk|ws) [07) =
= (¢l (orlvs) [Wr) = (Bslvr) (prls) = (o|)?

Wir haben also gefunden, dass der Klon-Operator nur unter folgender Bedingung sowohl fiir den
Zustand |¢), als auch fiir den Zustand |¢) funktioniert:

(D) = (gle)?

Das heifit aber, dass |¢) und |¢) keine beliebigen, voneinander unabhéngigen Zustidnde sind:
Betrachten wir zunichst den Fall, dass (¢|¢)) = 1 ist. Dann muss |¢) = € |)) sein. Da die
globale Phase keine Rolle spielt, heiit das in anderen Worten, dass die Zustédnde |¢) und |¢)
identisch sind. Falls andererseits (¢[i)) = 0 ist, dann steht der Zustand |¢) orthonormal auf |¢)).

Wir haben also gezeigt: Wenn es einen Klon-Operator Uk gibt, der bei einem beliebigen Zustand
|¢) funktioniert, dann funktioniert er (trivialerweise) bei identischen, und ansonsten nur bei
orthogonalen Zustanden. Er funktioniert aber bei keinen anderen Zustdnden. Damit ist klar,
dass es einen Klon-Operator fiir beliebige Zustinde nicht geben kann.

Beispiel: Klonen eines allgemeines Qubits

Gehen wir von einem allgemeinen Qubit aus, welches durch die Superposition der Zustinde
|0) und |1) mit den komplexen Koeffizienten o und 5 dargestellt wird als:

[¥s) = |0) + B[1) (9-30)

Wir lassen den Klon-Operator Uk auf |¢)g) [07) wirken, um den Zustand |¢g) auf [07) zu
tibertragen. Es folgt nach (9.29):

9.30)

Uk (lvs) 07)) = [s) hor) ©2
= («|0s) + B 1)) (|07) + B17)) =

a?10s) [07) + a8 |0s) [17) + Ba[15) |07) + B |Ls) |17) =
a?|00) + B |01) 4 Ba|10) + 5% |11)

(9.31)
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Aufgrund der Linearitét der Superposition kénnen wir aber auch schreiben:

Uk (14s)107)) = Ux [(«]0s) + B 15)) 07)] =

= ol |0s) |07) + B0k |15} [0r) 27
= & [0s) |07) + B 1) |17) = [00) + B[11) (9.32)

Vergleichen wir (9.31) mit (9.32), dann erkennen wir, dass o? = a, 8% = 3 sowie a3 = fa =
0 sein mussen. Das ist allerdings nur dann erfiillt, wenn o = 1 und 5 = 0 (oder umgekehrt)
gilt. Damit ist offensichtlich, dass der Klon-Operator Uk nur die Basis-Zustande |0) und
|1) kopieren kann, aber nicht allgemeine Superpositionen wie in (9.30).

Dass ein Klon-Operator nicht existieren kann, scheint auf den ersten Blick fiir gewissen Anwen-
dungen sehr bedauerlich. Beispielsweise ist es ein immanentes Problem des Quantencomputers,
dass es nicht moglich ist, einen beliebigen Quantenzustand, der aus einer Superposition von
vielen Q-Bits besteht, einfach zu kopieren. Wenn man sich aber die Konsequenzen eines poten-
tiellen Klon-Operators genauer iiberlegt, dann erkennt man, dass sie sowohl die Grundlagen der
Quantenphysik selber, als auch der speziellen Relativititstheorie aufler Kraft setzen wiirden.

Uberlichtschnelle Kommunikation mit dem Klon-Operator Gibe es einen Klon-Operator,
koénnte man das folgende, iiberlichtschnelle Kommunikationsprotokoll anwenden: Alice und Bob
mochten iiberlichtschnell miteinander in Bindrcode kommunizieren. Genau in der Mitte zwischen
Thnen ist eine Teilchenquelle, die einen stetigen Strom an verschrénkten Spin—%—Teilchen in ent-
gegengesetzte Richtungen aussendet, und zwar so, dass Alice immer dann ein Teilchen empféngt,
wenn das korrespondierende, damit verschrinkte Teilchen bei Bob ankommt. Die verschrankten
Teilchen haben folgenden Zustand:

) = é (I all s =11 p) (9.33)

Das heif3t, wenn Alice in der z-Basis misst, dann gibt es eine 50%-Wahrscheinlichkeit, dass sie
ihr Teilchen in einem Zustand 1) 4 findet, aber auch eine 50%-Wahrscheinlichkeit, dass sie den
Zustand |]) 4 bestimmt. Wegen der Verschriankung kénnen wir sicher sein: Immer wenn Alice
1) 4 gemessen hat, dann wird Bob |]) ; messen, und umgekehrt.

Ein wesentlicher Punkt in unserer Argumentation ist die Verwendung von zwei orthogonalen
Messbasen. Die eine Messbasis sei einfach der Spin in z-Richtung {|1),|})}, wihren die andere
Messbasis der Spin in z-Richtung {|t.), [{z)} = {|=), <)} ist. Wir wissen bereits von (7.55),
wie wir |[—) und |«) in der Basis {|1),]|})} ausdriicken kénnen:

7.55)

=49 = 1) "2 cos (/)11 + sin (r/4) 1) = = (11) + 1) (9.34)
1
2

Wenn wir (9.34) und (9.35) addieren, beziechungsweise (9.35) von (9.34) subtrahieren, erhalten
wir umgekehrt [1) sowie ||) in der Basis {|—), |«)}:

7.55)

) = ) "= sin (m/4) [1) — cos (w/4) [1) = < (11) — 1) (9-35)

=)+ =V2) = =2 (=) +1) (9.36)

2

=) =) =V2) = b= ﬁ(!—>>—|<—>) (9.37)

Wir konnen somit mithilfe von (9.36) und (9.37) den verschrénkten Zustand [¢) aus (9.33) in
der Basis {|—), <)} angeben und zeigen, dass dieser auch in der neuen Basis eine dquivalente

Hg‘H
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Form behiélt. Es folgt daher:

(9.36,9.37)

¥) = (I >A|¢> — Al s)

%\

A 1900 (05 = [€)8) = 5 (b= 1)a) (1) + 1) 5)] =
(041905 = 190410 + €415 = )4 15 -
3 (a1 = [9)41)5 = ) a =0 + =)a ) | =
(=041 = )4 1)+ 1) a 1) = 1904 L)) +

(= )44} + 104 b + a0 = 1)l )| =

- ¢1§ (1) =) — =) 1)) (9.38)

Wir erkennen somit: Wenn Alice ihr Teilchen in der Basis {|—),[<)} misst, wird sie eben-
falls mit 50% Wahrscheinlichkeit den Zustand |—) , feststellen und kann sicher sein, dass das
(entfernte) Teilchen bei Bob ebenfalls instantan im anitkorrelierten Zustand [<—) 5 ist. Mit 50%
Wabhrscheinlichkeit misst Alice hingegen den Zustand |—) 4, und weifl dann aber, dass sich das
Teilchen bei Bob ebenso sofort im Zustand |<) 5 befindet.

Damit ist alles vorbereitet fiir das iiberlichtschnelle Kommunikationsprotokoll: Immer wenn Ali-
ce eine 0 senden will, misst sie ihr Teilchen in der Basis {|1),|})}. Ihr Teilchen ist dann entweder
im Zustand [1) 4 oder |]) 4. Das verschrénkte Teilchen bei Bob ist entsprechend im gegengleichen
Zustand |]) 5 oder |1) 5, wie man an (9.33) sehen kann. Wenn Bob an seinem Teilchen in der
Basis {|1),|})} nur eine Messung durchfithren kann, dann niitzt ihm das nichts, denn er wird
mit einer Wahrscheinlichkeit von 50% den einen oder den anderen Zustand messen. Aber wenn
Bob einen Klon-Operator hétte, dann konnte er den Zustand seines Teilchens vervielfachen, und
sehr viele Messungen durchfithren. Er wiirde dann (bei einer Messung in der Basis {|1),]})}
feststellen, dass die Messung an allen geklonten Teilchen stets einheitlich ||) 5 oder einheitlich
1)  ergibt. Daraus konnte er schlieen, dass Alice eine 0 codiert hat; instantan, selbst wenn sie
viele Millionen Kilometer entfernt sein sollte.

Will Alice hingegen eine 1 codieren, dann nimmt sie die Messung an ihrem Teilchen in der
Basis {|—),|«)} vor. Ihr Teilchen ist dann entweder im Zustand |—), oder |[+),. Das ver-
schrénkte Teilchen bei Bob ist dann im gegengleichen Zustand |<-); oder |—=) 5, wie man an
(9.38) sehen kann. Nehmen wir an, dass Bob an seinem Teilchen weiterhin in der Basis {|1),|])}
Messungen durchfiihrt. Wenn sein Teilchen im Zustand |—) 5 ist, hat er aufgrund (9.34) eine 50-
50-Wahrscheinlichkeit, |1) oder ||) zu messen. Das gilt genauso, wenn sein Teilchen im Zustand
|<—) 5 ist. Kann er nur eine Messung durchfiihren, ist er nicht in der Lage, diese Wahrschein-
lichkeit zu ermitteln. Aber mit Hilfe des Klon-Operators konnte er wiederum diese Messung an
den geklonten Teichen beliebig oft wiederholen! Dann wiirde er merken, dass die Messung zur
Basis {[1), |{)} an den geklonten Zusténden vollig zufallige Ergebnisse liefert, und kénnte daraus
schliefen, dass Alice eine 1 codiert hat.
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9.5.4 Quantenkryptographie

Motivation: Schliisseliibergabe in der Kryptographie.

Wenn zwei Kommunikationspartner (wie iiblich Alice und Bob) mit Hilfe eines Verschliis-
selungsalgorithmus im Geheimen kommunizieren wollen, miissen sie sich vorher auf einen
Schliissel einigen und diesen auch untereinander austauschen. Egal wie gut der eigentliche
Verschliisselungsalgorithmus ist: Es besteht immer die Gefahr, dass eine unbefugte dritte
Person Eve (nach ,,Eavesdropper®) diesen Schliissel abfingt oder iiber einen anderen Weg
erfahrt. Damit ist jede, auch sonst noch so gute, Verschliisselungsstrategie gefahrdet.

Dies ist ein scheinbar unlésbares Problem in der Kryptographie. Woher sollen Alice und
Bob wissen, dass ihr Schliissel auch tatsédchlich geheim geblieben ist? Es stellt sich heraus,
dass die Quantenphysik eine elegante Losung fiir dieses Problem bietet.

Wir wollen im Folgenden eine bestimmte Form der ,,quantum key distribution“, ndmlich das

Bennett-Brassard-Protokoll (BB84), diskutieren. Gehen wir vom Fall aus, dass Alice eine ge-

heime Nachricht an Bob schicken will. Dabei soll eine Verschliisselung verwendet werden, deren

Schliissel sowohl Alice als auch Bob bekannt sein muss. Um sich auf eine Schliissel festzulegen,
1

konnte Alice beispielsweise einen Strom von jeweils zwei verschrinkte Spin-;-Teilchen erzeugen,

die sich (wie schon im vorigen Kapitel beschrieben) in folgendem Zustand befinden:

) = J@ (a5 — A l1)5) (9.39)

Alice koénnte dann Spin-Messungen an ,ihrem* Teilchen in der Basis {|1),|})} vornehmen, und
die anderen, verschriankten Teilchen an Bob senden, der in derselben Basis misst. Es gibt eine
50%-Wahrscheinlichkeit, dass Alice den Zustand [1) 4 feststellt. Sie notiert dann vereinbarungs-
geméf eine 1. Das verschrénkte Teilchen bei Bob ist dann automatisch im Zustand ||) g; fiir Bob
bedeutet ||) 5 also 1. Umgekehrt, wenn Alice den Zustand [|) 4 feststellt, wird Bob |1) 5 messen,
und beide kdnnen eine 0 notieren. Damit konnen Alice und Bob einen beliebig lange, identische
Zufallsfolge von Nullen und Einsen generieren, die ihren gemeinsamen Schliissel darstellt.

Der so ausgetauschte Schliissel ist aber keineswegs sicher gegen potentielles Abhoren, da Eve
den Kommunikationskanal beobachten und am Teilchen, dass Alice an Bob schickt, ebenfalls
eine Spin-Messung in der z-Basis durchfithren kénnte. Sie ist dadurch ebenso in der Lage, den
Schliissel zu erhalten. Die Messung von Eve &ndert dabei den Zustand des Teilchens nicht, da
sie in der selben Basis wie Alice und Bob misst. Bob kann also nicht merken, dass der Schliissel
mabgefangen® wurde

Diese Problem kann aber auf elegante Art behoben werden: Alice entscheidet sich bei jeder Mes-
sung zufillig, ob sie den Spin-Zustand in der Basis {|1),||)} oder in einer dazu orthonormalen
Richtung {|«),|—)} misst. Fiir [=) = |1;) und |<) = |],) haben wir im vorigen Abschnitt
in (9.38) bereits hergeleitet, dass sich der verschrankte Zustand [¢)) auch wie folgt anschreiben
lasst:

) = jﬁ ()4 =) — =) a 1)) (9.40)

Das heifit, wenn Alice zuféllig den Zustand |—) , feststellt, wird Bob den Zustand |+) 5 finden
(vorausgesetzt, sie messen beide in der Basis {|<),|—)}), und beide kénnen eine 1 notieren. Im
umgekehrten Fall schreiben beide eine 0.

Der springende Punkt ist nun, dass Alice Bob nicht mitteilt, ob sie in der Basis {|1),|{)} oder
{]<=),|—=)} gemessen hat. Bob muss daher bei jeder Messung selbst (zuféllig) entscheiden, in
welcher dieser beiden Basen er Messungen vornimmt. In den Féllen, in denen Alice und Bob
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zufilligerweise in der gleichen Basis gemessen haben, werden beide dasselbe Zufallsbit notiert
haben. In allen Fallen, wo sie in unterschiedlichen Basen gemessen haben, sind die Messergeb-
nisse (und somit die notierten Bits) jedoch vollig unkorreliert.

Am Ende der Teilcheniibertragung teilt Alice Bob mit, in welchen Basen sie ihre Spin-Zustédnde
jeweils gemessen hat. Bob kann somit alle Messungen verwerfen, in welchen er in in einer anderen
Basis als Alice gemessen hat, wodurch sich am Schluss ein gemeinsamer Zufallsschliissel ergibt!

Alice | BasIS 1T« «(2«2
Messung |1 | O | O |1 1] 0|1 1 11001
Bob Basis [l |« |« |3l |(«< 32T 1«12/ 1 12
Messung [ 1| 1 | O |1 1|1 0] 1|0 0| O0]/1
Schliissel | 1| - | 0 | 1] - - - -1 0]0] - |1

Tabelle 4: Alice und Bob messen den Spin eines Teilchens in zwei (orthogonalen) Basen; der
Schliissel entspricht nur den gemessenen Zustdnden, welche in den gleichen Basen
gemessen wurden (griin hinterlegt). Lauscht jedoch Eve, kann es sein, dass sie in
einer unterschiedlichen Basis misst und somit den Zustand veréndert (rot hinterlegt).
Das duflerst sich bei einem Vergleich eines Teils der Bitfolge von Alice und Bob: Trotz
gleicher Messbasis haben sie eine unterschiedliche Ziffer notiert!

Was passiert nun aber, wenn Eve mithéren will? Sie hat nun das gleiche Problem wie Bob, da
auch sie nicht weif3, in welcher Basis Alice ihre Teilchenspins misst. Daher muss auch Eve zufél-
lig bei jeder Einzelmessung eine Basis wéhlen. Entscheidet sie sich dabei fiir die falsche Basis,
wahrend Alice und Bob beide in der gleichen Basis messen, dndert sie durch die Messung den
Zustand des Teilchens. Alice und Bob sollten eigentlich den gegenteiligen Spin ihres Teilchens
messen, mit einer 50%-igen Wahrscheinlichkeit misst Bob durch den Eingriff von Eve nun aller-
dings den gleichen Zustand von Alice. Das ist eine Konsequenz des ,no-cloning“-Theorems aus
(9.29), welches verbietet, einen Zustand zu kopieren.

Um zu tiberpriifen, ob jemand den Schliisselaustausch beobachtet hat (also durch eine Messung
den Zustand der Teilchen verdndert hat) vergleichen Alice und Bob eine kleine Teilsequenz ih-
rer Bitfolge. Kommt es zu einer Abweichung (wir erinnern uns, dass Bob nur die Messungen
behalt, welche in der gleichen Basis wie der von Alice stattgefunden haben), wissen beide, dass
sie belauscht wurden, und werden den Schliissel nicht mehr verwenden.
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10 Anhang

In den folgenden Abschnitten wird genauer auf Aspekte eingegangen, welche im Rahmen des
Skriptums nicht niher diskutiert wurden. Neben dem Ubergang von der klassischen zur Quan-
tenmechanik soll hier vor allem der mathematische Hintergrund der, in den vorhergegangenen
Kapiteln, aufgetretenen Differentialgleichungen untersucht werden. Im Speziellen handelt es sich
hier um die Hermite’sche, die Legendre’sche und die Laguerre’sche Differentialgleichungen be-
ziehungsweise die verwendeten Rodrigues-Losungsformeln.

10.1 Ubergang von der klassischen zur Quantenmechanik

Es soll von einem Satz verallgemeinerter Koordinate mit N unabhéngigen Freiheitsgraden aus-
gegangen werden:
a=(q,--.,qny) und p=(p1,...,pN) (10.1)

H(q,p,t) als die Hamiltonfunktion soll funktional von diesen verallgemeinerten Koordinaten
abhédngen. Die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen bestehen aus 2N Differentialgleichungen
fir 2N unbekannte Funktionen q(t) und p(¢) und werden bestimmt durch:

OH
jrh=— und pp=——— mit k=1,...,N 10.2
Fithrt man nun eine Transformation des Phasenraums auf sich selbst durch, gilt (q,p) — (q’,p’)
beziehungsweise H(q, p,t) — H(q',p’,t). Man spricht von einer kanonischen Transformationen,
wenn die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen invariant unter einer solchen Transformation

bleiben.

./
qr =
opy,
Die transformierte Hamiltonfunktion H kann sich von der urspriinglichen Hamiltonfunktion H
um die Zeitableitung einer generierenden Funktion S = S(q,p’,t) unterscheiden, da diese bei
Variation der Wirkung wegfallt:

A(d,p',t) = H(q,p,t) (10.3)

"o
S als Funktion der urspriinglichen Ortskoordinate und der transformierten Impulskoordinate
wird so gewéhlt, dass die folgenden Zusammenhénge gelten:

0 , , 0 ,
_ - 104
DL = aqkS(qk,pk,t) und g, ap;CS(qk,pk,t) (10.4)

Es wird nun versucht, iiber kanonische Transformationen eine Hamiltonfunktion H (d,p/,t) zu
erzeugen, welche fir alle Zeiten verschwindet:

5 _ (10.5)

ﬁ(q/7p/at) - H(qvp’t) + a

Gilt das, kann man fiir die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen einsetzen und erhélt die fol-
genden, vereinfachten Ergebnisse fiir transformierten Ort und Impuls:

OH
i, =75 =0 = g, = const.
opy,
OH
Pl = -5 =0 — P, = const.
0q,
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q;, und pj. = a sind somit beides Erhaltungsgrofien und werden durch die Anfangsbedingung des
Systems festgelegt. Mit dem erhaltenen Impuls wird S(q, p’,t) = S(q, a, t). Die totale Ableitung
dieser generierenden Funktion ergibt:

d 0S(a,at) | 0S(a,at)

Integriert man beide Seiten nach der Zeit erkannt man, dass die generierende Funktion S der
Wirkung entspricht:

=pdq— H(q,p,t) = L(q,q,1)

S(q, o 1) = / dt L(q, &, 1) (10.6)

Wird ein Teilchen im dreidimensional Raum betrachtet, kann der Impuls aus (10.4) angeschrie-
ben werden als:
p=VS
Nach (10.3) gilt in der klassischen Mechanik fiir die Hamiltonfunktion H(r,p,t) = H(r, V.S,t)
und die Wirkung S(r, a, t). Die klassische Hamilton-Jacobi-Gleichung (10.5) kann dann geschrie-
ben werden als 95 . 95
2
—_— = — = 10.
5 2m(VS) +V(r)+ 5 0 (10.7)
Gehen wir nun in die Quantentheorie iiber: Wenn man alle Terme auf eine Seite bringt, kann man
in der Quantenmechanik die dreidimensionale Schrodingergleichung (2.8) wie folgt anschreiben:
h? 0
_7V2¢(r7 t) + V(r)d}(r) t) - Zh&w(rv t) =0

2m

H(r,p,t) +

Die Wellenfunktion eines Teilchens kann als Superposition ebener Materiewelle wie hier darge-
stellt beschrieben werden:

. 1S
Y(r,t) = Ae'kr—b) — Aexp (%) (10.8)
Fir die Wirkung S, die in der Wellenoptik ,,Eikonal“ genannt wird, gilt:
S=p-r—Et (10.9)
Die Wellenfunktion aus (10.8) kann nun in die Schrodingergleichung eingesetzt werden:
—h? i 0 , i

Die konstanten Faktoren A werden gekiirzt. Die Zeitableitung der rechten Seite der Gleichung
kann ausgefiihrt werden zu:

L0 s (108 is . iS
zhae ho= zh(hat)e n=—Sen
Bei der linken Seite wird nur der Ableitungsterm betrachtet, da sich v (r,¢) durch das Potential
nicht dndert:

R _, . s h? 7 iS ih 9 i 9] is
2m " 2m [h Seh} 2m{ S+ﬁ( S)|er
Die Exponentialfunktion werden gekiirzt und man erhélt:
1 9 th .

Das Ergebnis kann auf die Form der klassischen Hamilton-Jacobi-Gleichung (10.7) gebracht
werden: ) 95 "
9 )
2m(VS) + V(r) T QmAS (10.10)
Wie man sieht, erhélt man auf der rechten Seite einen Zusatzterm %AS , den man als Quan-
tenkorrektur bezeichnet. Lisst man A gegen null gehen (A — 0), macht man den Ubergang von
der Quantenphysik zur klassischen Physik, und erhélt wieder die klassische Hamilton-Jacobi-

Gleichung (10.7).
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10.2 Hermite’sche Differentialgleichung und Polynome

Wir konnten im Kapitel des harmonischen Oszillators die Schrédingergleichung im Oszillator-
potential auf die Hermite’sche Differentialgleichung in (4.37) reduzieren; diese haben wir jedoch
nicht explizit gelost sondern mit der Rodrigues-Formel fiir die Hermite’schen Polynome in (4.38)
die Losung direkt vorweggenommen. Wir werden einen méglichen Losungsweg hier genauer dis-
kutieren, sowie die Eigenschaften der Hermite’schen Polynome genauer untersuchen.

10.2.1 Ableitung der Rodrigues-Formel fiir Hermite-Polynome

Um die Rodrigues-Formel abzuleiten, gehen wir zuerst von einem einfachen Ansatz aus: u(y) =
e=¥". Leiten wir diesen Ausdruck nach y ab, erhalten wir eine Differentialgleichung fiir die
bekannte Losung:

v = —2yu = u' +2yu =0

(n+1)-maliges Ableiten jener Differentialgleichung fithrt uns auf einen zunehmend komplexeren
Ausdruck:

Die Ableitung des Produktterms (yu)" 1 explizit auszufithren, wenden wir die Leibniz-Formel
an — wir erhalten eine Summe, welche bereits beim zweiten Glied abbricht, da y nur linear
(yu) 1) auftritt:

k

(o)™ =3 (“) YOm0 4 (3 4 1)y
k=0

Substituieren wir in der Leibniz-Formel (n+1) statt n konnen wir direkt in den oberen Ausdruck

einsetzen. Zudem substituieren wir £(y) = (—1)"u(® (der Term (—1)" wir hier nur ad hoc
eingefiigt, um die gewollte Losungsstruktur zu erhalten):

W 4 2gu D 4 (0 1)u =0 = €+ 26" +2(n+ 1)E =0

Wir fiithren eine weitere Substitution £ = (e‘y2 durch, wobei wir sédmtliche Ableitung direkt
einfiigen und die Gaufifunktion kiirzen:

¢" =4y’ + 4y*C — 2] + 2y [¢' = 2y] +2(n + 1)¢ = 0 = ¢" = 2y’ + 20 = 0

Vergleichen wir nun die gewonnene Differentialgleichung mit der geforderten Hermite’schen Dif-
ferentialgleichung:

h"(y) — 2yh/(y) + 2nh(y) =0 (10.11)

Die beiden Ausdriicke stimmen iiberein! Es gilt also ((y) = h(y) = Hy,(y), setzen wir in ((y)
sdmtliche Substitution riickwérts ein erhalten wir die Rodrigues-Formel:

2 d"” 2

Hn(y) = (=1)"€ Twe’y (10.12)

Mit dieser lassen sich sdmtliche Hermite’schen Polynome sehr einfach berechnen; im Folgenden
seien die ersten fiinf H, (y) formal angegeben:

Hy(y) =1

Hy(y) =2y

Hy(y) = 4y* — 2 (10.13)
Hs(y) = 8y® — 12y

Hy(y) = 16y* — 48y% + 12

In Abbildung 53 sind die Polynome aus (10.13) gezeichnet: im Hinblick auf die Knotenregel der
Wellenfunktionen ist dieses Verhalten bereits hier zu erkennen.
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z

Abb. 53: Die ersten fiinf Hermite’schen Poylnome.

10.2.2 Rekursive Darstellung der Hermite’schen Differentialgleichung

Um die Hermite’sche Differentialgleichung wie in (10.11) darzustellen, kénnen wir auch eine
rekursiven Schreibweise finden. Wir gehen von der Rodrigues-Formel (10.12) aus: der Index von
H, (y) représentiert sowohl die Energiequantenzahl des harmonischen Oszillators als auch den
Ableitungsgrad der Formel. Leiten wir (10.12) erneut ab erhalten wir deshalb:

d (10.12) d 2 d" 2
—H, =" — |(=D)"eY —e ¥ | =
"= [( e dyne }

2 d™ d”+1 )
=2yH,(y) — Hnv1(y)

Das Minuszeichen ergibt sich dadurch, dass wir auch den Vorfaktor (—1)" an den héheren Grad
des Polynoms H,,1(y) anpassen miissen. Wir koénnen also schreiben:

d
Haialy) = 20— 3| 1) (10.14)
Gehen wir von Hy(y) = 1 aus, ergeben sich auch mit der rekursiven Darstellung sdmtliche

Hermite’schen Polynome aus (10.13). Setzen wir nun jeweils das vorhergehende H,,(y) in Hy,+1(y)
ein, erhalten wir:

Ho(y) = [zy _ jy]n 1 (10.15)

Der Term -1 deutet auf das erste Hermite’sche Polynom hin. Wir kénnen im Hinblick auf die
algebraische Losung fiir die Schrédingergleichung des harmonischen Ostzillators eine weitere Mo-
difikation an (10.14) vornehmen:

Hyp1(y) = eV [:u - d] H,(y) (10.16)

Setzt man nun explizit fiir H,(y) das Hermite’sche Polynom ein (es gilt wieder Hyp(y) = 1),
erkennen wir, dass aus der rekursiven Form sich ein weiterer expliziter Ausdruck ergibt:

d n
Hy(y) = e2”’ [y - dy} e’ (10.17)
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10.2.3 Symmetrie

Es kann leicht gezeigt werden, dass die Hermite’schen Polynome abhéngig von deren Grad
entweder symmetrische oder antisymmetrisch sind (dies wurde bereits am Anfang des Kapitels
durch die Symmetrie des Oszillatorpotentials gefordert). Substituieren wir y — —y erhalten wir
s0:

dn
d(—y)"

(10.12) n dr 2

ant |~ CUHR)

Hy(—y) =" (—1)rel e 07 = (-1ymer’ (1)

10.2.4 Orthogonalitat

Die Hermite’schen Polynome sind orthogonal in einem gewichteten Hilbertraum Lo (R, exp{—y?}dy);
das bedeutet, dass Skalarprodukte nur mit der entsprechenden gaufy’schen Gewichtsfunktion ge-
bildet werden kénnen. Wir fordern, dass n < m gilt und erhalten somit:

(Ho () Hon (1)) = /R dy = Hy () Hon (y) =

— (_1\™m —x? a2 ﬂ —x2\ _
=(-1) /Rdyc e Hn(y)dym (e )_

m—1 ) 1
- [ ()|, - [ () -

dn+lH (!/) dm—n—l 9
_ +1 n —2?\ _
- (_1)m(_1)n \/]Rdy dyn+1 dymfnfl (6 ’ ) =0

Der erste Term der partiellen Integration verschwindet, da die Gaufifunktion auch nach m — 1-
fachen Ableiten ihre Form beibehélt und an den Grenzen schneller als jedes Polynom abfallt.
Wir fithren die partielle Integration (n + 1)-mal durch, wir leiten im letzten Schritt allerdings
ein Polynom vom Grad n ab. Der Term verschwindet, und die Orthogonalitit konnte bewiesen
werden.

10.2.5 Normierbarkeit

Es gilt n = m, wir fiihren direkt siémtliche Rechenschritte der oberen Ableitung durch:

2

(A HAW) = [ dye™ Hol)Haly) = (-1 (1" | dydfy@ _

= dH"(y)/ dye " = 2"nl\/7 (10.18)
dy™ R

Betrachtet man (10.15) erkennen wir, dass Hy(y) o< (2y)". Die n-te Ableitung ist daher unab-

héngig von y und kann aus dem Integral gezogen werden; es gilt HT(Ln) (y) = 2"n!. Die Integration
tiber die Gaufifunktion ist ein Standardintegral und liefert den Term /7.

10.3 Legendre’sche Differentialgleichung und Polynome

Wir befassen uns an dieser Stelle mit der Ableitung der Rodrigues-Formel fiir die Legendre-
Differentialgleichung, wobei wir neben dem gewohnlichen Fall auch die assoziierte Legendre-
Differentialgleichung in Betracht ziehen werden. Wir behalten der Ubersicht und Allgemeinheit
halber die Substitution u = cos(¢) bei.

Die Legendre’sche Differentialgleichung hat die folgende Form:

0:% [(1—u2)f’} +

—Uu

mQ
(1)~ 5 Q]f:
2

= (1—u’)f" = 2uf' + f
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10.3.1 Legendre-Polynome

Losen wir die Legendre-Differentialgleichung zuerst fiir den Fall m = 0. Wir beginnen mit einem
Losungsansatz und werden durch geschicktes Manipulieren jenes Ansatzes auf die geforderte
Gleichung stoflen. Wir definieren:

f=fw)=Q0-u?)"

Der Ansatz (1—u?) kann durch den Vorfaktor bei der zweiten Ableitung aus (5.119) gerechtfertigt
werden; der Exponent dient fiir die Moglichkeit mehrmaliges Differenzierens. Wir leiten f(u)
einmal ab und erhalten eine erste Differentialgleichung;:

f'==2nu(l —u®)" ' = (1 —u?)f +2nuf =0

Erneutes Ableiten bringt uns zu einer Form, welche bereits Ahnlichkeiten mit der geforderten
Gleichung (5.119) besitzt. Wir differenzieren die Differentialgleichung zweiter Ordnung schlief3-
lich noch n-weitere Male:

0=0—-u>)f"+2(n—1uf +2nf =
=[(1 =)™ + [2(n — Duf ] + 2nf ™)

Mit der Leibniz-Formel kénnen wir die nicht-trivialen Terme weiter vereinfachen; der polyno-
miale Term beschriankt zudem die Anzahl mdglichen Differentiationen:

n

(1= ) = 3 @ (1)) lrre2)

k=0
= (1 —u?) 2 —2nu Y —p(n — 1))

2(n — 1)uf’}(”) =2(n—1) En: <Z> (k) 1=k _

k=0
=2(n — DufO+Y 4 2n(n —1)f™

Setzen wir unser gefundenen Ausdriicke in den bearbeiteten Ansatz ein, erkennen wir, dass er
nun fast der Legendre’schen Differentialgleichung (5.119) entspricht:

(1 —w?) D — 2uf D) (1) FM =0

Nur die n-maligen Ableitungen unterscheiden sich noch von der geforderten Form. Wir substi-
tuieren ein letztes Mal: o

P, =P = —
Erst jetzt stimmen unser Ansatz und (5.119) vollstédndig tiberein — wir haben anhand der Losung
die gesuchte Differentialgleichung rekonstruiert:

(1 —u*)P) —2uP, +n(n+1)P, =0 (10.19)

Wir nennen unsere Losungsfunktionen Legendre-Polynome. Jene werden durch die folgende
Rodrigues-Formel generiert:
dTL
Po(u) = 2 (1= u?)" (10.20)
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10.3.2 Assoziierte Legendre-Polynome

Bis jetzt haben wir nur den Spezialfall m = 0 betrachtet; lassen wir diese Einschrénkung fallen
und erlauben m € Z, kénnen wir die vollsténdige Legendre’sche Differentialgleichung aus (5.119)
ableiten. In Referenz zur Losung der gewohnlichen Legendre’schen Differentialgleichung ersetzen
wir in (10.20) n — [.

Beginnen wir als Ansatz mit unserem vorherigen Ergebnis aus (10.20). Setzen wir die Losung in
die volle, assoziierte Legendre-Differentialgleichung ein und differenzieren m-mal, erhalten wir:

0=(1—-u?)P —2uP +1(1+1)P = |
= [(1 = w?)P)™ — [2uP]]™ 411 + 1) P™

Wir wenden wieder die Leibniz-Formel an, um die multiplikativen Ausdriicke sinnvoll ableiten
zu konnen:

[(1— uz)Pl”](m) — Z (Z) (1— u2)(kz)Pl(m+2—k) _

k=0
= (1 —u®) P — 2muP™ — m(m — 1)P™

20f]0" =23 (TIZL)“(’“’B(W”’ = 2uP"™  2m P
k=0

Die so erhaltenen Ergebnisse werden in den Ansatz der Differentialgleichung eingesetzt und
ergeben somit:

(1- u2)Pl(m+2) —2(m + 1)upl(m+1) F I +1) —m(m+ 1)]Pl(m) —0

Der Vorfaktor der ersten Ableitung enthélt einen Term (m + 1), welcher nicht mit der (5.119)
iibereinstimmt! Um diesen zu entfernen, multiplizieren wir die gesamte Gleichung mit (1 —u?)™.

(m+2) und Pl(m-i-l)

Dies ermoglicht uns, die vorerst separat stehenden Terme P, zusammenzuzie-

hen, wodurch eine kompaktere Schreibweise ermoglicht wird:
d
du
Wir substituieren erneut. Der Ansatz ist keineswegs trivial und auf den ersten Blick ,sinnvoll®,
wird uns aber auf das gewlinschte Ergebnis fithren. Wir fordern:

€= () = (1—?)"/2R

(=™ R 4 1) = G+ D)1= )" B

(m+1)

Fiir uns relevant sind allerdings auch die erste Ableitung von P, , welche auf einen mehr

oder weniger komplexen Ausdruck fiithrt:

Pl(m+1) _ di;(l C U2 T2 = (1 — u2) 2 (1 — 2) 2

Um den gesamten Term in der eckigen Klammer auszuwerten, setzen wir den oben gefundenen
Ausdruck ein:

% (1 —w?ymtpfmh] :% [mu(t —w?) e+ (1 - u2)%”g/} -
=m(1l —u?) F& —mAu(1 —u?) T € +mu(l —u?)F '~
—(m+2u(l - u)Fe + (1-u?) "¢ =
=(1 =) E{ [m—m*2(1 - w?) 7] £+
+ [mu — (m + 2)u] € + (1 - u?)¢}

=(1- UQ)%{ {m — mu? — m2u2} (1— U2)71§_

—2uf + (1 - u2)§"}
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Wir kénnen die so erhaltenen Ergebnisse in unsere urspriingliche Differentialgleichung einfiigen
und erhalten endlich einen Ausdruck, welcher fast dem Ergebnis gleicht.
f -0

ergibt sich schlussendlich die assoziierte

m — mu2 — m2u2

T —m(m+1)

(1—u”)% {(1 —u?)€" — 2u' + U1+ 1)¢ +

m
2

Vereinfachen wir die Bruchterm und kiirzen (1 — u?)
Legendre’sche Differentialgleichung (5.119):

(1 . u2)§" o 2u§/ + =

(1+1) — m:} £=0 (10.21)

Fithren wir alle unsere Substitutionen riickwérts durch, kénnen wir die assoziierten Legendre-
Polynome in der Rodrigues-Darstellung explizit angeben:

dl+m

vl3

Pm(u) = (1 —u?) —u?)" (10.22)

dultm (1
Es sei darauf hingewiesen, dass in der Literatur ein zusétzlich Faktor 1/(2!!) vorkommt — dieser
dient dazu, dass das erste Legendre-Polynom P = 1 ergibt. Wir werden diesen Faktor im Zuge
des nichsten Punktes in Form der Normierung finden.

[[m | F'@

0|0 1
1| V1I—22/2
1 0 T

+1 | —V1—a?
-2 [ 3(1—2%)/24
-1 2Vl —22)/2
2 10| (322-1))2
+1 | —3zv1 — 22
+2 | 3(1—2?)

I I I I I I I I I I I I I I I I I I

I Fo(x) i I i
= | 1 = ]
2~ | i . N A
S 1 A

7y B i P (x)

P () ] i

L | | | | | | | | | | L | | | | | | | | | |

X X

Abb. 54: (links) Assoziierte Legendre-Polynome fiir m = 0 fiir { = 0, ..., 4. (rechts) Assoziierte
Legendre-Polynome fir m = +1 fir [ =1,...,4.
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10.3.3 Orthogonalitdt und Normierung

Um iberhaupt ein Orthonormalsystem aufspannen zu kénnen, miissen die Kugelflachenfunktio-
nen (und somit auch die assoziierten Legendre-Polynome) orthogonal und normiert sein. Wir
werden jenes Verhalten anhand P und P/™ untersuchen. Zuerst fithren wir jedoch eine Neben-
rechnung durch und werten das folgende Integral iiber eine Rekursionsbeziehung aus:

+1 +1
I, = dr (1 —2°)" = del-(1—zH)" =
~1

-1
= /:1 dx {di [x(l — xQ)"} — x%(l - :UQ)"} =

+1
= [2(1 =27 +2n | deat(l-a?) =

+1
= 2n/ de[1—(1 —2H))(1 —2*)" ! =
-1

+1 +1
dr (1 —2%)" 1t - dx (1 — xQ)"] =2n[l,—; — 1]

—1 —1

=2n

Wir setzen in das so gewonnene Ergebnis erneut eine Rekursionsbeziehung fiir I,—; ein und
erhalten iterativ so:

L 2n _ (2n)(2n —2) 2™l Lo —
"ol T e+ )@n—1) " 2n+ N0
2"n! nln!
—onpl__Z " g9+l N0 10.23
"2n+ 1) (2n + 1) (10.23)

Wir werden den Ausdruck spéter verwenden. Um uns einiges an Schreibarbeit zu ersparen sub-
stituieren wir v = (1 — u?) und berechnen das Produkt zwischen den Polynomen P und P/™:

% = /_11 du P"P" = /_11 duv™ (8Iqj+mvk) (85“”1}[) =
1_1 - /_11 du <8i+m—1vl> Ou [vm (aServk)} =

= (—1)! / " (Arm=tot) [ (ak+mok)| = | x (14 m)

-1

— (85+mvk) (3L+m_lvl>

1 1
= (—1)l+m/ duv' oLrm [vm (85“"1)]“)} = (—1)”7"/ duv'D(k; 1)
—1 —1

Wir fithren die partielle Integration (I 4+ m)-Mal durch, um ein Polynom vollstindig frei von
Ableitung zu schaffen. Der Ausdruck vor dem Integral verschwindet bei jeder Iteration, da
v=(1—-u?)an u = +1 und u = —1 jeweils verschwindet! Den letzten Ableitungsterm 9. ..]
berechnen wir gesondert:

D(k; 1) = O™ (1 =)™ (9 (1 = w?)F) | oc [k =1
o A [(~1)mum (A (-1)') | =

_ (_1\l+mal+m u2m (Qk)‘ ul—m —
= (o [ 2
— (—1)Hm (z(ikr)ri)!%m [utm] =

— (_1)l+m(2l)! (l + m)'

) (10.24)
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Wir fordern, dass | > k sein muss (im umgekehrten Fall hétten wir anders partiell inte-
grieren miissen)! Der gesamte Ausdruck in der eckigen Klammer hat also einen Polynomgrad
deg|...] = k + m und ist somit kleiner als der Ableitungsgrad. Bereits an dieser Stelle kénnen
wir fordern, dass k£ = [ gilt, und P} und P/ orthogonal aufeinander stehen; sind Polynom- und
Ableitungsgrad gleich, brauchen wir nur noch den Term mit dem groéfiten Exponenten beriick-
sichtigen, da sédmtliche andere Terme durch die Ableitung verschwinden.

Setzen wir (10.23) und (10.24) in das urspriingliche Integral ein erhalten wir einen runden Aus-
druck fiir die Norm der assoziierten Legendre-Polynome:

1 ' m pm l+m ! Lal+m [, m (ai+m, 1] (10:24)
W—/_lduPlPl = (-1) /_1duv8u [u (au v)} )

= <—1>”’”<—1>l+m<2z>!m / Cdu(1— w2y 1%
—o
,(l+m)!221+1 m
T=—m)® @+

m 2 2 (l—i-m)'
= [(=n)®maty] TESE ]

_ (_1)2(l+m)(21>

(10.25)

Kehren wir nun zu den Kugelflachenfunktionen aus (5.114) zuriick; wir miissen neben der Nor-
mierung der Legendre-Polynome (10.25) auch noch die Normierung des yp-abhingigen Anteils
aus (5.117) mitberiicksichtigen. Es folgt:

1 2 1

= [ de e—imeetime _on . N — o (10.26)

Gemeinsam ergeben (10.25) und (10.26) nun die vollstidndige Normierung der Kugelflichenfunk-
tionen:
(=)™ 21 41 (1 —m)!

N="n i (+m) (10-27)

10.4 Laguerre’sche Differentialgleichung und Polynome

Analog zur Hermite’schen und Legendre’schen Differentialgleichung wollen wir an dieser Stelle
die Laguerre’sche Differentialgleichung und deren Lésungen untersuchen. Mit den Gréflen 8 >
und w € R lautete die Gleichung;:

2+ (B+1—2)y +wy=0 (10.28)

Um auf die Rodrigues-Formel der Laguerre-Differentialgleichung zu stoflen, werden wir zuerst
wieder mit einem Ansatz beginnen; wir fithren unsere Ableitung hier direkt fiir den allgemeinen
Fall 8 > 0 durch, wobei man bei 8 > 0 von der assoziierten Laguerre-Differentialgleichung
spricht.

10.4.1 Rodrigues-Formel der Laguerre-Differentialgleichung

Wir in den anderen beiden Fillen gehen wir von der ,Losung “ aus und fithren diese durch
sukzessives Ableitung auf unsere gewiinschte Differentialgleichung zuriick. Wir setzen an:

Beginnen wir unsere Herleitung, indem wir obere Gleichung einmal ableiten und umformen:

y = —e 2" 4 (w+ Ble T2 = <w;6 - 1) y = ay+@—-—w-Fy=0
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Wir erhalten eine erste Differentialgleichung, welche allerdings noch nicht der geforderten Form
aus (10.28) ahnelt. Wir leiten erneut ab:

wy' +(x—w—-B+1)y +y=0

Jeder einzelne dieser Terme wir erneut w-weitere Male abgeleitet; zur Auswertung der Produkt-
terme wenden wir die Leibniz-Formel an:

dv . (w — w w
—ay" = <k>x(k)y(w+2 B =yt oyt

dw

xw

(x—w—B+1)y = (& —w— LB+ 1)y 4y

Setzen wir die Ergebnisse unser Nebenrechnung in die Differentialgleichung ein, kénnen wir
erneut substituieren: k, = y(®). So erhalten wir folgende neue Gleichung:

2y 4 (= B+ )y + (w)y™) =k, + (2 = B+ Dk}, + (w + 1)ky =0

Wiéhrend der Term der zweiten Ableitung in dieser Form bereits stimmt, bereiten die Vorfaktoren
der ersten und nullten Ableitung noch Probleme. Wir miissen daher erneut substituieren:

kw(x) = ky = 2Pe L8
Die erste uns zweite Ableitung von k., sind mehr oder minder aufwindig zu berechnen, daher
werden wir hier ohne auf technische Details einzugehen das Ergebnis vorwegnehmen:
x
a ala—1) 22« _
k! = [qu”+2L5,' (m — 1) + LD <x2 - 1)] Pe®

Setzen wir dieser Ergebnisse in die gewonnene Differentialgleichung ein und kiirzen, erhalten
wir:

ki = [ﬁLg L8+ Lﬁ’} gPe®

cLB" + (B+1—a)LP) +wL? =0
Das entspricht genau der Laguerre-Differentialgleichung! Wir haben also eine Losungsformel
gefunden, mit welcher sémtliche Lésungen L?U, (sogenannte “zugeordnete Laguerre-Polynome”),

konstruiert werden kénnen. Man nennt diese Formel die Rodrigues-Formel. Fiihren wir samtliche
Substitutionen riickwérts durch, erhalten wir (ohne eine bestimmte Normierung):

dw
B — 7B _ =BT w4 —x
L)(x)=L,=x"e T (x e ) (10.29)

Eine gebrauchliche Methode zur einfachen Erzeugung von zugeordneten Laguerre-Polynomen
LB ist die folgende Summenformel:

(w+ B)! om
—m)!(B + m)!m!

LS (z) = Zw: (-1)™ @ (10.30)

m=0

Diese Summenformel entspricht der Rodrigues-Formel (10.29), wenn man sie mit einem zusétz-
lichen Vorfaktor 1/w! versieht:

1 w
L8 (z) = —:L"_Bexd— (:L‘w+5e_x) (10.31)
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10.4.2 Orthogonalitat und Normierbarkeit
Die Laguerre-Polynome sind nur normierbar, wenn eine Gewichtungsfunktion g(x) = z%™*
verwendet wird. Setzen wir unsere Rodrigues-Formel ein; wir werden hierbei &, () = & =

T+Be=% ersetzen, um die folgenden Ausdriicke etwas zu verkiirzen. Es ergibt sich:
= /Oo dzz®e " LPLP = /OOO dza®e o PereMpPerew) =
= [T dwa el -
- :n_gefgqg“)gl(gv—l)‘ / da €01 (55 x,g(v))“) — | xw

= —1)w/ dx &y x_ﬁexév”)> ):(—1)“’ dz 2 Pe= D(w;v)
0 0

L)

\

T

Abb. 55: Eine Auswahl der Laguerre-Polynome jeweils bei g = 0.

D(w;v) entspricht einer Konstante, wie in der unteren Nebenrechnung gezeigt werden wird
das restliche Integral kann mit der I'-Funktion gleichgesetzt werden: I'(w + 8 + 1). Fiir die
verschachtelte Ableitung erhalten wir schlielich, unter der Annahme, dass w > v:

D(w; v) = 9 [x*ﬁex v (wiefx)} _
[ﬂ¥§3<>(”@)@”w*ﬂ=
= (=1)"0y [:n_ﬂ(z“c(z_'77 Zv: (Z) (xv-i-B)(k) (_1)—14:] _

k=0
_ v - v w —L (’U—i—,@)' 2V TO—
= (1) I;)(Q —1)kou |:CL‘ 34(@_’_/8_]{)! +B-k
— (_1\V - v (’U—f—ﬁ) W 0= k _ v =w
= 1),;)<k;> (v+p8— k)a |

(—1)° () (1 o = (1

I
aQé

(=1)
(-1)*
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Werten wir so das obige Integral aus, erhalten wir die folgende Normierung: N = (w!T'(w +
8+ 1))*1/ 2. Insgesamt kénnen wir also die normierte Rodrigues-Formel der Laguerre-Polynome
darstellen als:

- 1 dv
LB (z) = —Ber (gwthe— 10.32
w(@) Jollw + g+ 1) da®” © (a7e) (10:32)
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11 Nitzliche Beziehungen

In der folgenden Tabelle ist eine Auswahl an niitzlichen Eigenwertbeziehung von Operatoren aus
diesem Skriptum angefiihrt; zu finden sind neben der verwendeten Notation des Operators auch
der Eigenzustand sowie die eigentliche Eigenwertgleichung:

A | Operator ‘ |a) ‘ Eigenzustand ‘ Wirkung
Ubliche Operatoren
x | Ort |x) Ort X|x) = x[x)
p | Impuls lp) | Impuls plp) =pp)
H | Hamilton |tn) | Energie H 1) = Ep |tn)
II | Paritit lpr) | Paritdt o) = pr |on)
H. Oszillator

N | Besetzungszahl |n) H. Oszillator | N |n) = n|n)
al | Aufsteiger |n) H. Oszillator | a'|n) = vn+1|n+1)
a Absteiger |n) H. Oszillator | a|n) = /n|n —1)

Zustand |cr) Glauber ala) = ala)

Drehimpuls (J, L, S mit J = L + S)
J | Betrag |j,m;) | Drehimpuls | J|j,m;) = h%5(j + 1) |, m;)
J. | z-Komponente | |j,m;) | Drehimpuls J. |3, m;) = hmj |5, m;)
Jy | Aufsteiger |7,m;) | Drehimpuls Jy|j,mj) = k55 +1) —m(m + 1) |j,m; + 1)
J_ | Absteiger |7,m;) | Drehimpuls J_j,m;) = b/G(G + 1) —m(m — 1) |j,m; — 1)
Spin-3 (6 = 2S)

6 | Betrag |s,ms) | Spin-% o |s,ms) = 3|s,ms)
6. | z-Komponente | |s,m,) | Spin-3 6. |s,ms) = s, ms)
&4 | Aufsteiger |s,ms) | Spin-3 G4 |s,—)=1s,+)
6_ | Absteiger |s,ms) | Spin-3 G_1s,+)=1s,—)

In der folgenden Tabelle sind niitzliche Kommutatorrelationen angegeben: Es sei zu beachten,
dass der Kommutator immer auf eine dahinterliegende Wellenfunktion wirken muss.

A ‘ Operator ‘ B ‘ Operator ‘ Kommutator
Ubliche Operatoren
i | Ort | p; | Impuls | [2:,5;] = ihdi;
Harmonischer Oszillator
a | Absteiger al | Aufsteiger [a,aT] =1
N | Besetzungszahl a | Absteiger [N,a] = —a
N | Besetzungszahl a' | Aufsteiger [NV, af] = af
Drehimpuls
L; | Drehimpuls V; | Vektor [Li, V}] = theij Vi
L; | Drehimpuls S | Skalar [Li, 8] =0
Ly | Auf-/Absteiger L+ | Ab-/Aufsteiger | [, L] = +2hL,
L, | z-Drehimpuls Ly | Auf-/Absteiger [[:Z, Li]=+hL
L? | Drehimpulsbetrag | L+ | Auf-/Absteiger | [L? L+] =0
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